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《全 图 高 等 学 酸 自 动 化 专业 系列 教材 》 


为 适应 我 国 对 高 等 学 校 自 动 化 专业 人 才 培 养 的 需要 ,配合 各 高 校 教学 
改革 的 进程 ,创建 一 套 符合 自动 化 专业 培养 目标 和 教学 改革 要 求 的 新 型 自 
动 化 专业 系列 教材 ， 教 育 部 高 等 学 校 自 动 化 专业 教学 指导 分 委员 会 ” 简 
称 “ 教 指 委 ”) 联 合 了 “中 国 自动 化 学 会 教育 工作 委员 会 “中 国电 工 技术 学 
会 高 校 工业 自动 化 教育 专业 委员 会 ”> “中国 系统 仿真 学 会 教育 工作 委员 
会 > 和 ”中国 机 械 工业 教育 协会 电气 工程 及 自动 化 学 科 委 员 会 > 四 个 委员 
会 ,以 教学 创新 为 指导 思想 ,以 教材 带动 教学 改革 为 方针 ,设立 专项 资助 基 
金 ,采用 全 国 公开 招标 方式 ,组 织 编 写 出 版 一 套 自动 化 专业 系列 教材 一 一 
《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 系列 教材 》. 

本 系列 教材 主要 面向 本 科 生 ,同时 兼顾 研究 生 ; 覆盖 面包 括 专业 基础 
课 、 专 业 核 心 课 、 专 业 选 修 课 、 实 践 环节 课 和 专业 综合 训练 课 ; 重点 突出 自 
动 化 专业 基础 理论 和 前 沿 技 术 ; 以 文字 教材 为 主 ,适当 包括 多 媒体 教材 ; 
以 主教 材 为 主 ,适当 包括 习题 集 、 实 验 指 导 书 、 教 师 参 考 书 、 多 媒体 课件 、 网 
络 课程 脚本 等 辅助 教材 ; 力求 做 到 符合 自动 化 专业 培养 目标 .反映 自 动 化 
专业 教育 改革 方向 、 满 足 自动 化 专业 教学 需要 ; 努力 创造 使 之 成 为 具有 先 
进 性 、 创 新 性 、 适 用 性 和 系统 性 的 特色 品牌 教材 . 

本 系列 教材 在 “ 教 指 委 ” 的 领导 下 ,从 2004 年 起 ,通过 招标 机 制 ,计划 
用 3 一 4 年 时 间 出 版 50 本 左右 教材 ,2006 年 开始 陆续 出 版 问世 . 为 满足 多 
层面 .多 类 型 的 教学 需求 ,同类 教材 可 能 出 版 多 种 版 本 ， 

本 系列 教材 的 主要 读者 群 是 自动 化 专业 及 相关 专业 的 大 学 生 和 研究 
生 , 以 及 相关 领域 和 部 门 的 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 . 我 们 希望 本 系列 
教材 既 能 为 在 校 大 学 生 和 研究 生 的 学 习 提供 内 容 先 进 、 论 述 系统 和 适 于 教 
学 的 教材 或 参考 书 ,也 能 为 广大 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 的 知识 更 新 与 
继续 学 习 提供 适合 的 参考 资料 . 感谢 使 用 本 系列 教材 的 广大 教师 、 学 生 和 
科技 工作 者 的 热情 支持 ,并 欢迎 提出 批评 和 意见 ， 
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FOREWORD >>>> 


自动 化 学 科 有 着 光荣 的 历史 和 重要 的 地 位 ,20 世纪 50 年 代 我 国政 府 
就 十 分 重视 自动 化 学 科 的 发 展 和 自动 化 专业 人 才 的 培养 . 五 十 多 年 来 , 自 
动 化 科学 技术 在 众多 领域 发 挥 了 重大 作用 ,如 航空 ,航天 等 ,两 弹 一 星 的 伟 
大 工程 就 包含 了 许多 自动 化 科学 技术 的 成 果 . 自动 化 科学 技术 也 改变 了 我 
国 工业 整体 的 面貌 ,不 论 是 石油 化 工 、 电 力 、 钢 铁 , 还 是 轻 工 、 建 材 、 医 药 等 
领域 都 要 用 到 自动 化 手段 ,在 国防 工业 中 自动 化 的 作用 更 是 巨大 的 . 现在 ， 
世界 上 有 很 多 非常 活跃 的 领域 都 离 不 开 自 动 化 技术 ,比如 机 器 人 ,月球 车 
等 . 另外 ,自动 化 学 科 对 一 些 交叉 学 科 的 发 展 同样 起 到 了 积极 的 促进 作用 ， 
例如 网 络 控制 .量子 控制 ` 流 媒体 控制 .生物 信息 学 、 系 统 生物 学 等 学 科 就 
是 在 系统 论 、 控 制 论 .信息 论 的 影响 下 得 到 不 断 的 发 展 . 在 整个 世界 已 经 进 
入 信息 时 代 的 背景 下 ,中 国 要 完成 工业 化 的 任务 还 很 重 , 或 者 说 我 们 正 处 
在 后 工业 化 的 阶段 . 因此 ,国家 提出 走 新 型 工业 化 的 道路 和 “信息 化 带动 工 
业 化 ,工业 化 促进 信息 化 ”的 科学 发 展 观 ,这 对 自动 化 科学 技术 的 发 展 是 一 
个 前 所 未 有 的 战略 机 遇 ， 

机 遇难 得 ,人 才 更 难得 , 要 发 展 自动 化 学 科 , 人 才 是 基础 ,是 关键 . 高 等 
学 校 是 人 才 培 养 的 基地 ,或 者 说 人 才 培 养 是 高 等 学 校 的 根本 . 作为 高 等 学 
校 的 领导 和 教师 始终 要 把 人 才 培 养 放 在 第 一 位 ,具体 对 自动 化 系 或 自动 化 
学 院 的 领导 和 教师 来 说 ,要 时 刻 想 着 为 国家 关键 行业 和 战线 培养 和 输送 优 
秀 的 自动 化 技术 人 才 ， 

影响 人 才 培 养 的 因素 很 多 ,涉及 教学 改革 的 方方面面 ,包括 如 何 拓宽 
专业 口径 ,优化 教学 计划 、 增 强 教 学 柔性 、 强 化 通 识 教育 、 提 高 知识 起 点 、 降 
低 专业 重心 .加强 基 础 知识 、 强 调 专 业 实 践 等 ,其 中 构建 融会 贯通 、 紧 密 配 
合 、 有 机 联系 的 课程 体系 ,编写 有 利于 促进 学 生 个 性 发 展 \ 培 养 学 生 创 新 能 
力 的 教材 尤为 重要 . 清华 大 学 吴 淤 院士 领导 的 《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 
系列 教材 编审 委员 会 ,根据 自动 化 学 科 对 自动 化 技术 人 才 素 质 与 能 力 的 
需求 ,充分 吸取 国外 自动 化 教材 的 优势 与 特点 ,在 全 国 范围 内 ,以 招标 方 
式 , 组 织 编写 了 这 套 自动 化 专业 系列 教材 ,这 对 推动 高 等 学 校 自动 化 专业 
发 展 与 人 才 培 养 具 有 重要 的 意义 , 这 套 系列 教材 的 建设 有 新 思路 、 新 机 制 ， 
适应 了 高 等 学 校 教学 改革 与 发 展 的 新 形势 ,立足 创建 精品 教材 ,重视 实践 
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性 环节 在 人 才 培 养 中 的 作用 ,采用 了 竞争 机 制 , 以 激励 和 推动 教材 建设 . 在 此 ,我 谨 
向 参与 本 系列 教材 规划 组织、 编写 的 老师 致 以 诚挚 的 感谢 ,并 希望 该 系列 教材 在 全 
国 高 等 学 校 自动 化 专业 人 才 培 养 中 发 挥 应 有 的 作用 : 


天 从 教授 


2005 年 10 月 于 教育 部 
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《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 系列 教材 ) 编 审 委员 会 在 对 国内 外 部 分 大 
学 有 关 自 动 化 专业 的 教材 做 深入 调研 的 基础 上 ,广泛 听取 了 各 方面 的 意 
见 ,以 招标 方式 ,组 织 编写 了 一 套 面向 全 国 本 科 生 (兼顾 研究 生 ) ,体现 自动 
化 专业 教材 整体 规划 和 课程 体系 、 强 调 专业 基础 和 理论 联系 实际 的 系列 教 
材 , 自 2006 年 起 将 陆续 面世 . 全 套 系列 教材 共 50 多 本 ,涵盖 了 自动 化 学 科 
的 主要 知识 领域 ,大 部 分 教材 都 配置 了 包括 电子 教案 、 多 媒体 课件 .习题 畏 
导 、 课 程 实验 指导 书 等 立体 化 教材 配件 . 此 外 ,为 强调 落实 “加 强 实践 教育 ， 
培养 创新 人 才 ” 的 教学 改革 思想 ,还 特别 规划 了 一 组 专业 实验 教程 ,包括 
《自动 控制 原理 实验 教程 《运动 控制 实验 教程 )《 过 程控 制 实 验 教程 》、 
《检测 技术 实验 教程 和 《计算 机 控制 系统 实验 教程 等 . 

自动 化 科学 技术 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 面 对 的 是 各 种 各 样 错 综 复 
杂 的 系统 ,控制 对 象 可 能 是 确定 性 的 .也 可 能 是 随机 性 的 ,控制 方法 可 能 是 
常规 控制 .也 可 能 需要 优化 控制 . 这 样 的 学 科 专 业 人 才 应 该 具有 什么 样 的 
知识 结构 ,又 应 该 如 何 通过 专业 教材 来 体现 ,这 正 是 “系列 教材 编审 委员 
会 ”规划 系列 教材 时 所 面临 的 问题 . 为 此 ,设立 了 《自动 化 专业 课程 体系 结 
构 研究 ) 专 项 研究 课题 ,成 立 了 由 清华 大 学 萧 德 云 教授 负责 ,包括 清华 大 
学 、 上 海 交通 大 学 .西安 交通 大 学 和 东北 大 学 等 多 所 院 校 参 与 的 联合 研究 
小 组 ,对 自动 化 专业 课程 体系 结构 进行 深入 的 研究 ,提出 了 按 “ 控 制 理论 与 
工程 .控制 系统 与 技术 、 系 统 理论 与 工程 信息 处 理 与 分 析 、 计 算 机 与 网 络 、 
软件 基础 与 工程 .专业 课程 实验 ”等 知识 板块 构建 的 课程 体系 结构 . 以 此 为 
基础 ,组 织 规划 了 一 套 涵 盖 几 十 门 自动 化 专业 基础 课程 和 专业 课程 的 系列 
教材 . 从 基础 理论 到 控制 技术 ,从 系统 理论 到 工程 实践 ,从 计算 机 技术 到 信 
号 处 理 , 从 设计 分 析 到 课程 实验 ,涉及 的 知识 单元 多 达 数 百 个 、 知 识 点 几 和 干 
个 ,介入 的 学 校 50 多 所 ,参与 的 教授 120 多 人 ,是 一 项 庞大 的 系统 工程 . 从 
编制 招标 要 求 .公布 招 标 公告 ,到 组 织 投标 和 评审 ,最 后 商定 教材 大 纲 , 凝 
聚 着 全 国 百 余 名 教授 的 心血 ,为 的 是 编写 出 版 一 套 具 有 一 定 规模 、 富 有 特 
色 的 : 既 考 虑 研究 型 大 学 又 考虑 应 用 型 大 学 的 自动 化 专业 创新 型 系列 
教材 . 

然而 ,如 何 进一步 构建 完善 的 自动 化 专业 教材 体系 结构 ? 如 何 建设 基 
础 知识 与 最 新 知识 有 机 融合 的 教材 ? 如何 充分 利用 现代 技术 ,适应 现代 大 
学 生 的 接受 习惯 ,改变 教材 单一 形态 ,建设 数字 化 、 电 子 化 .网络 化 等 多 元 
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形态 、 开 放 性 的 “广义 教材 ”? 等 等 ,这 些 都 还 有 待 我 们 进行 更 深入 的 研究 ， 

本 套 系列 教材 的 出 版 ,对 更 新 自动 化 专业 的 知识 体系 、 改 善 教 学 条 件 、 创 造 个 性 
化 的 教学 环境 ,一 定 会 起 到 积极 的 作用 .但 是 由 于 受 各 方面 条 件 所 限 , 本 套 教材 从 整 
体 结构 到 每 本 书 的 知识 组 成 都 可 能 存在 许多 不 当 甚至 廖 误 之 处 ,还 望 使 用 本 套 教材 
的 广大 教师 学 生 及 各 界 人 士 不 音 批评 指正 . 
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将 近代 数学 的 基本 知识 传授 给 仅 具 工科 大 学 数学 基础 的 年 轻 学 子 ,是 
中 国 自动 化 学 会 教材 委员 会 老师 们 提出 的 一 个 极 具 创意 的 构想 ， 我 们 有 
幸 应 邀 去 实践 这 一 想法 . 本 书 出 版 后 ,受到 许多 读者 的 欢迎 . 北京 航空 航天 
大 学 的 一 位 老师 说 ,他 们 实验 室 是 人 手 一 册 ; 一 位 清华 大 学 自动 化 专业 毕 
业 的 老 学 长 几 次 来 电话 ,说 我 们 写 这 本 书 是 “功德 无 量 ”. 读者 的 错爱 更 让 
我 们 感到 责任 的 重大 . 由 于 第 1 版 写作 比较 匆忙 ,似乎 有 许多 未 了 的 心愿 ， 
同时 ,一 些 年 轻 读者 对 本 书 的 可 读 性 提出 一 些 批评 . 鉴于 初版 己 售 馨 , 再 版 

再 版 的 主要 修订 包括 以 下 几 点 : 

(1) 增加 概率 论 (第 4 章 ) 和 随机 过 程 ( 第 5 章 ) ,这 部 分 内 容 不 管 是 对 
自动 化 还 是 对 信息 ,通信 等 相关 专业 都 是 极为 重要 的 , 第 1 版 写作 时 曾 设 
想 本 系列 教材 中 有 一 本 与 之 平行 的 关于 概率 论 与 随机 过 程 的 书 , 现 在 经 教 
材 委员 会 同意 将 这 一 部 分 内 容 加 入 本 书 ,使 之 融入 近代 数学 整体 框架 之 
中 ,这 增加 了 本 书 内 容 的 完整 性 ,也 便于 读者 的 方便 掌握 和 使 用 . 

(2) 增加 离散 数学 方法 (第 12 章 ) ,内 容 包 插图 论 与 有 限 博 弈 ,基本 属 
于 离散 数学 的 一 些 内 容 . 原因 有 两 点 : 中 图 与 博弈 虽 不 属 纯粹 数学 的 主 
流 , 却 是 目前 系统 与 控制 理论 中 应 用 最 多 或 最 热门 的 两 个 新 工具 ; @ 离 散 
数学 本 身 的 重要 性 .文献 [33] 中 曾 提 到 :“ 微 积分 在 数学 中 一 贯 处 于 领袖 
地 位 ,可 以 预见 ,有 朝 一 日 这 种 地 位 将 被 离散 数学 夺 走 . ”特别 是 在 计算 机 
高 度 发 达 的 今天 ,离散 数学 越 来 越 显 示 着 自己 的 重要 性 . 

(3) 增强 可 读 性 , 近代 数学 的 各 分 支 都 有 成 熟 的 教材 ,将 这 些 内 容 融 
合 一 体 , 让 自动 化 及 相关 专业 的 研究 生 、 青 年 教师 或 科技 工作 者 在 不 太 长 
的 时 间 内 学 习 和 掌握 这 些 内 容 ,是 一 项 艰巨 的 任务 . 在 第 1 版 尝试 的 基础 
上 ,再 版 对 全 书 内 容 做 了 较 大 调整 ,部 分 内 容 进行 改写 ,增加 例子 和 人 解释， 
重 编 习 题 ,力图 从 读者 角度 出 发 ,增强 全 书 的 可 读 性 . 

第 4 章 的 内 容 是 基于 测度 的 概率 理论 . 4. 1 节 回 顾 经 典 概率 理论 , 介 
绍 古典 概率 方法 与 全 概率 公式 等 ; 4.2 节 介绍 随机 变量 与 分 布 函数 的 概念 ， 
并 介绍 正 态 分 布 、 泊 松 分 布 及 在 数理 统计 中 有 用 的 一 些 概 率 分 布 ; 4. 3 节 讨 
论 随机 变量 的 数字 特征 ,包括 期 望 . 方 差 及 相关 不 等 式 ; 4. 4 节 研 究 条 件数 
学 期 望 及 其 相关 性 质 ; 4. 5 节 是 随机 变量 序列 的 各 种 相关 性 及 其 强 弱 关系 
的 比较 ; 4.6 节 讲 解 大 数 定理 和 中 心 极限 定理 . 


第 5 章 讨 论 随 机 过 程 .5. 1 节 介绍 离散 时 间 蒜 理论 ,包括 停 时 、 滤 链 与 蒜 收 敛 定 
理 等 ,这 些 是 讨论 随机 过 程 的 基础 ; 5: 2 节 讨论 离散 马尔 科 夫 链 ,着 重 介绍 马 氏 过 程 
状态 转移 的 性 质 ; 5. 3 节 是 关于 连续 时 间 的 随机 过 程 , 主 要 讨论 Wiener 过 程 ; 5. 4 节 
介绍 lt6 积分 ,给 出 1t5 积分 和 微分 的 公式 ; 5. 5 节 介绍 Kalman 滤波 , 它 是 随机 过 程 
在 信息 和 控制 理论 方面 的 重要 应 用 . 

第 12 章 介绍 图 论 与 博弈 论 , 之 所 以 将 博弈 论 归 入 离散 数学 方法 ,是 因为 我 们 只 
讨论 策略 有 限 博 弈 ,在 动态 情况 下 将 它 转 化 为 k 值 逻辑 系统 . 第 12 章 内 容 包括 : 12. 1 
节 讲 解 基 本 图 论 的 概念 与 方法 ; 12. 2 节 介 绍 图 的 扩展 一 一 超 图 ,以 及 研究 图 和 超 图 
的 一 个 新 工具 一 一 拟 阵 ; 12. 3 节 是 关于 非 合 作 博 弈 ,主要 以 纳什 均衡 为 中 心 ; 12. 4 
节 讨 论 合作 博弈 ,特别 介绍 了 甜 阵 半 张 量 在 特征 函数 展开 和 Shapley 值 计 算 中 的 应 
用 ; 12. 5 节 讨 论 网 络 演化 博弈 ,介绍 基本 演化 方程 等 ,这 节 介 绍 的 主要 是 我 们 自己 
的 近期 工作 ， 

圈 于 作者 的 学 识 和 眼界 , 面 对 这 样 一 个 任务 深 感 力 不 从 心 ,衷心 希望 有 关 专 家 
和 读者 不 音 赐教 ,将 你 们 的 批评 指正 反馈 给 我 们 . 让 我 们 共同 努力 ,以 求实 现 本 书 的 
初衷 : 为 工科 学 生 提 供 一 本 易于 学 习 的 近代 数学 综合 教材 . 

作者 感谢 教材 委员 会 萧 德 云 教授 的 鼓励 ,感谢 清华 大 学 出 版 社 的 支持 . 
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“数学 是 科学 之 母 ”, 这 是 中 学 数学 教师 的 一 句 口 头 禅 . 这 类 说 法 是 如 
此 地 深入 人 心 , 因 此 ,数学 的 重要 性 大 概 是 毋庸 置疑 的 . 20 世纪 杰出 的 哲 
学 家 和 数学 家 罗素 (Russell,1872 一 1970) 说 过 :“ 任 何 一 门 学 科 , 如 果 离 开 
了 严格 的 数学 方法 ,就 不 能 成 为 一 门 科学 . ”系统 与 控制 理论 作为 一 门 应 用 
数学 的 交叉 学 科 分 支 与 纯粹 数学 的 关系 更 非 一 般 . 在 2005 年 布拉格 召开 
的 第 16 届 IFAC 世界 大 会 上 ,现代 控制 理论 的 奠基 人 之 一 一 一 卡尔 曼 
(Kalman,1930 一 ”) 教 授 一 一 在 其 大 会 报告 中 说 道 :“ 回 忆 近 一 百年 来 系 
统 理论 的 发 展 , 一 个 无 可 争辩 的 事实 是 ,在 基本 物理 本 质 清楚 之 后 系统 理 
论 的 工程 应 用 问题 的 成 功 或 挫折 都 与 其 背后 的 相应 纯粹 数学 问题 的 解决 
与 否 直接 相关 .”(CReviewing the evolution of system theory over the 
last 100 years, the inevitoble conclusion is that oaffer the basic 
physical issues have been cleared up progress or failure in 
engineering research in system theory has been directly linked to 
progress or failure in solving the underlying purely mathematical - 
problems, ) 这 段 话 深刻 地 揭示 了 纯粹 数学 在 系统 与 控制 理论 中 的 重要 
作用 ， 

那么 ,系统 与 控制 理论 究竟 需要 哪些 数学 知识 呢 ? 中 国 现代 控制 理论 
的 开拓 者 之 一 关 牧 直 先 生 曾 说 过 :“ 控 制 论 是 一 门 交 叉 学 科 , 大 家 见 仁 见 
智 ,十 八 般 武艺 都 可 以 往 上 使 . ”这 生动 地 描述 了 系统 与 控制 理论 的 另 一 个 
特点 : 由 于 系统 模型 的 多 样 性 , 它 与 几乎 所 有 的 主要 数学 分 支 都 有 深刻 的 
内 在 联系 . 例如 ,动态 系统 与 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 拓扑 动力 学 及 微分 
动力 学 关系 密切 ; 非 线 性 控制 系统 可 以 用 微分 流 形 、 向 量 场 等 来 刻画 ; 研 
究 卫 星 姿 态 及 机 器 人 运动 等 , 李 群 及 李 代 数理 论 是 一 个 有 效 的 工具 ; 在 随 
机 系统 及 系统 建 模 辨 识 的 研究 中 概率 论 与 随机 过 程 起 着 决定 性 的 作用 ; 
对 于 梁 、 板 等 弹性 体 的 控制 , 泛 函 分 析 与 算 子 理论 是 基础 ,甚至 像 数理 逻辑 
或 多 值 逻辑 等 纯粹 数学 分 支 也 在 模糊 系统 与 控制 中 得 到 广泛 的 应 用 . 

中 国有 两 句 老话 ,一 句 叫 “ 艺 不 压 身 ” 还 有 一 句 说 :“ 工 欲 善 其 事 , 必 
先 利 其 器 ”. 这 对 系统 与 控制 理论 的 研究 者 而 言 尤 显 重要 . 一 个 优秀 的 系统 
控制 专家 应 当 有 一 个 宽阔 的 .坚实 的 数学 基础 ,才能 应 对 几乎 无 所 不 包 的 


” 所谓“ 系 统 ” 和 驾驭 系统 的 控制 理论 ,解决 其 背后 复杂 多 样 的 数学 问题 . 几 


乎 可 以 肯定 地 说 ,没有 一 门 数学 知识 对 系统 控制 理论 研究 是 多 余 的 . 


然而 ,一 个 突出 的 矛盾 是 ,自动 化 专业 的 研究 生 没 有 足够 的 时 间 和 精力 去 专修 
一 门 门 数学 理论 课程 .因此 ,怎么 能 在 较 短 的 时 间 内 用 较 少 的 精力 打下 一 个 恰当 的 
数学 基础 ,为 专业 理论 研究 和 日 后 的 深造 及 发 展 创造 一 个 良好 的 条 件 , 这 是 一 个 迫 
切 而 富有 挑战 性 的 工作 . 

本 书 试图 将 近代 数学 的 三 个 主要 分 支 :分 析 、 代 数 、 几 何 的 知识 融合 在 一 起 ,以 
理工 科大 学 自动 化 本 科学 生 的 数学 为 基础 ,包括 微 积 分 、 线 性 代数 及 常 微分 方程 等 
初等 数学 知识 为 出 发 点 , 讲 清 近 代数 学 的 基本 概念 及 在 系统 控制 以 及 相近 学 科 中 大 
量 使 用 的 相关 数学 知识 ,使 得 有 志 于 理论 研究 的 研究 生 和 青年 学 者 在 掌握 了 这 些 知 
识 后 ,能 够 顺利 地 进入 科研 领域 . 首先 是 能 够 在 阅读 本 学 科 的 前 沿 学 术 论 文 时 ,对 其 
中 使 用 的 主要 近代 数学 工具 能 够 理解 而 不 感到 陌生 ; 进而 能 够 将 这 些 知识 应 用 于 自 
己 的 学 科研 究 中 去 ,逐步 使 之 成 为 自己 得 心 应 手 的 工具 . 

本 书 的 主要 内 容 如 下 : 第 1 章 是 一 个 综述 ,介绍 近代 数学 的 学 科 结构 和 它 在 系 
统 与 控制 中 的 应 用 ; 第 2 章 介绍 实 分 析 的 基础 ,内 容 包 括 实 数理 论 、 测 度 论 与 
Lebesgue 积分 ;第 3 章 是 关于 泛 函 分 析 的 基础 内 容 , 主 要 介绍 赋 范 空间 和 有 界线 性 
算 子 的 初步 知识 ,还 对 Sobolev 空间 作 了 简单 介绍 ; 第 4 章 的 主要 内 容 是 点 集 拓扑 ， 
包括 拓扑 空间 、 可 数 性 .分离 原理 .连通 性 、 紧 性 .乘积 空间 与 黏合 空间 ; 第 5 章 是 近 
世代 数 ,主要 讨论 群 . 环 和 域 这 三 种 代数 结构 ,作为 综合 和 应 用 , 较 详 细 地 介绍 了 伽 
罗 瓦 理论 ; 第 6 章 介 绍 代数 拓扑 的 一 些 基础 知识 ,重点 是 同 伦 与 同调 理论 ; 第 7 章 是 
微分 几何 ,讨论 了 微分 流 形 、 向 量 场 张 量 场 及 李 群 . 李 代 数 等 ; 第 8 章 从 张 量 和 张 量 
场 出 发 ,对 黎 曼 几何 和 辛 几何 作 了 适当 的 介绍 ; 第 9 章 以 线性 控制 系统 为 背景 ,对 代 
数 几 何 作 了 一 个 初步 的 介绍 . 附录 是 笔者 自 创 的 “矩阵 的 半 张 量 积 ”, 它 是 普通 矩阵 
乘法 在 不 满足 行列 匹配 条 件 时 的 推广 ,在 本 书 中 有 几 处 简单 运用 ， 

在 内 容 的 选择 上 ,以 学 科 必 要 的 基础 知识 及 系统 控制 理论 中 涉及 的 程度 为 标 
准 , 这 自然 会 受到 笔者 主观 兴趣 与 经 历 的 影响 . 为 避免 误导 ,希望 说 明 两 点 : (1) 随 机 
过 程 、 蒜 理论 等 是 随机 系统 与 建 模 、 滤 波及 信息 处 理 等 的 重要 工具 ,本 书 未 论 及 是 因 
为 本 丛书 计划 有 这 方面 的 专著 .因此 ,本 书 似 应 加 一 个 小 标题 : 确定 性 部 分 . (2) 由 于 篇 
幅 所 限 , 笔 者 不 得 不 忍痛 割舍 了 一 些 同样 有 用 的 内 容 . 包括 中 微分 拓扑 , 它 对 微分 动 
力 系统 的 分 析 是 十 分 有 用 的 工具 ; @ 变 分 法 , 它 是 优化 及 最 优 控 制 设 计 的 有 力 工具 ; 
@@ 微 分 对 策 , 它 是 对 抗 性 控制 设计 ,包括 鲁 棒 控 制 等 中 不 可 或 缺 的 工具 . 如 果 本 书 受 
欢迎 ,笔者 会 考虑 再 版 时 扩充 这 些 内 容 . 

另外 ,笔者 尽 可 能 对 数学 的 历史 、 常 识 和 一 些 前 沿 课 题 作 一 点 适当 的 介绍 . 例 
如 ,介绍 了 Zermole 选择 公理 .Zorn 引 理 、 超 限 归 纳 法 、 连 续 统 假定 等 数学 知识 ; 讨 
论 分 形 几 何 与 分 数 维 的 计算 ; 证 明了 为 什么 用 尺 规 三 等 分 一 个 任意 角 是 不 可 能 的 ， 
为 什么 五 次 及 五 次 以 上 方程 不 会 有 公式 解 ; 简单 说 明 什么 是 冯 康 的 辛 算法 ,也 对 庞 
加 莱 猜 想 、 费 尔 马 大 定理 、 四 色 问 题 , 黎 曼 猜 想 等 作 一 点 解释 . 

在 内 容 的 组 织 上 ,本 书 照 顾 的 仍 是 数学 学 科 本 身 的 逻辑 性 , 实际 例子 或 解释 比 
喻 也 许 会 使 数学 概念 形象 化 ,但 只 有 真正 掌握 了 数学 内 涵 , 才 有 可 能 将 它 应 用 于 实 
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际 问 题 .“ 文 化 大 革命 ”中 清华 大 学 流行 一 种 说 法 , 叫 “ 一 把 铁 刀 捅 破 了 窗户 纸 ”, 意 思 
是 只 要 理解 玺 刀 甸 工件 的 过 程 就 知道 什么 是 微 积 分 了 . 其 实 ,这 是 将 因果 苏 倒 了 . 数 
学 老师 们 先 对 微 积 分 有 了 深刻 理解 ,才能 悟 出 玺 刀 的 工作 过 程 有 微分 和 积分 的 内 
涵 . 因此 ,本 书 实质 上 是 一 本 依 数学 自身 演绎 规则 要 求 写成 的 数学 书 . 它 不 要 求 你 懂 
任何 系统 或 控制 的 专门 知识 ,任何 一 个 具有 工科 大 学 数学 基础 的 学 生 , 只 要 对 本 书 
内 容 有 兴趣 ,都 可 以 读 它 . 笔者 仍然 坚信 ,只 有 读 懂 了 有 关 的 数学 知识 , 才 有 可 能 用 
它 来 解决 问题 . 

在 不 失 数 学 的 学 科 严 密 性 的 同时 ,笔者 力图 用 尽 可 能 通俗 的 方法 讲解 这 些 近 代 
数学 的 概念 和 方法 ,并 编造 和 利用 大 量 简单 的 例子 来 帮助 理解 数学 概念 . 为 了 内 容 
的 相 容 性 和 可 读 性 ,许多 证 明 也 需要 重新 写 过 . 实际 上 ,这 对 笔者 也 是 一 个 很 大 的 挑 
战 和 艰难 的 工作 . 尽管 作者 做 了 许多 努力 ,但 无 论 如 何 , 读 者 所 面 对 的 仍 是 艰深 而 庞 
杂 的 近代 数学 知识 ; 要 想 在 较 短 的 时 间 内 掌握 它 , 绝 对 不 是 一 件 容易 的 事情 , 因此 ， 
这 本 书 是 为 那些 有 志 于 从 事理 论 研究 而 又 肯 下 苦 功 的 读者 写 的 ， 

马克 思 说 过 :“ 在 科学 的 探索 中 没有 平坦 大 道 可 走 , 只 有 在 崎 凤 小 道 的 攀登 上 不 
旦 劳苦 的 人 , 才 有 希望 达到 光辉 的 顶点 .” 追 求 功名 利禄 确 有 捷径 ,成 功 者 大 有 人 在 ; 
而 这 本 书 指引 的 却 是 一 条 艰难 的 崎 慌 小 道 , 但 它 或 许 会 给 你 攀援 登 顶 的 机 会 . 

本 书 第 2 章 与 第 3 章 初稿 大 部 分 由 中 科 院 系统 科学 研究 所 冯 德 兴 教 授 提 供 , 冯 
德 兴 教 授 并 负责 全 书 的 校 核 ,特此 致谢 . 齐 洪 胜 博士 协助 本 书 的 编排 ,一 并 致谢 ， 

笔者 感谢 《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 系列 教材 ) 编 审 委员 会 的 鼓励 和 支持 ,特别 
是 萧 德 云 教 授 和 王 一 玲 编辑 的 热心 帮助 . 

笔者 才 朴 学 浅 ,对 数学 也 至 多 算 一 个 “业余 爱好 者 ”, 和 勉 为 其 难 地 承担 了 这 样 一 
个 艰巨 的 工作 ,又 无 现成 体例 可 循 , 朴 漏 错误 难免 , 敬 请 读者 和 专家 们 批评 指正 ， 
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NOTATIONS 


Rec(4) 
Hess(h(7z)) 
H<G 
HaG 
GL(n, R) 
gl(n, R) 
SL(n, R) 
sl(n, R) 
SO(n, R) 


复数 域 

实数 域 

有 理 数 域 

整数 环 

自然 数 集 

模 n 整数 ( 环 或 域 ) 
集合 4, B 的 对 称 差 
m x n 矩阵 集 
nxn 矩阵 集 
矩阵 的 左 半 张 量 积 
和 矩阵 4 的 特征 值 的 实 部 
h(z) 的 Hessian 矩阵 
五 是 G 的 子 群 

五 是 G 的 正规 子 群 
一 般 线性 群 

一 般 线性 代数 

特殊 线性 群 

特殊 线性 代数 
特殊 正 交 线性 群 
特殊 正 交 线性 代数 


赋 范 空间 

以 z 为 球 心 7 为 半径 的 开 球 
XX 空间 上 的 恒 等 映 射 

可 测 空间 

概率 空间 

4 的 概率 

赋 范 空间 X 上 有 界线 性 算 子 集 
和 在 斑 上 的 太 阶 同调 群 


-一 一 一 一 一 em 


conv{X} 
af{X} 
ker(7) 

im(7) 
[po,p1,*** ,Ph] 
H™?(0) 
H:(Q) 
Homx(V, W) 
Reg(V, W) 
Han(n, K) 
rank(F') 

ad 9 

Lh 
Id(i; k) 
DF 

VF 


两 函数 同 伦 

两 函数 关于 4 同 伦 

两 空间 同 伦 

两 路 径 等 价 

嵌入 映射 

范畴 C 的 对 象 集 

对 象 4 到 B 的 态 射 集 

X 的 凸 包 

由 XX 生成 的 仿 射 集 

映射 + 的 核 

映射 x 的 值 域 

单纯 形 

L?(Q) 上 的 m 阶 Sobolev 空间 
s 阶 Sobolev 空间 

V 到 W 的 KK- 态 射 集合 

V 到 WW 的 正则 映射 集合 

次 数 为 n 的 Hankel 阵 
映射 的 秩 

向 量 场 g 对 f 的 k 次 李 导 数 
函数 hh 对 了 的 k 次 李 导 数 
指标 集 

的 微分 

五 的 梯度 

微分 同 胚 FF 的 正 向 导出 映射 
微分 同 胚 已 的 逆向 导出 映射 

9 沿 f 的 联络 

4 的 余 

不 大 于 a 的 最 大 整数 

流 形 NN 的 切 空间 

流 形 NN 的 余 切 空间 

流 形 N 上 C” 函数 

流 形 N 上 的 解析 函数 

流 形 N 上 光滑 向 量 场 全 体 集合 
流 形 N 上 解析 向 量 场 全 体 集合 
X 的 以 zo 为 初 值 的 积分 曲线 
全 体 N 上 (s, t) 型 张 量 场 的 集合 
协 变 张 量 的 棉 积 
Poisson 括号 
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数学 与 系统 控制 


本 章 的 目的 是 简要 介绍 数学 、 系 统 与 控制 理论 以 及 两 者 之 间 的 关系 , 使 读者 在 进入 
具体 问题 的 讨论 之 前 先 对 我 们 研究 的 具体 对 象 本 身 及 其 应 用 有 一 个 整体 的 认识 . 首先 介 
绍 数学 和 它 的 整体 结构 , 使 读者 对 数学 学 科 和 本 书 将 接触 到 的 一 些 主要 学 科 分 支 及 其 相 
互 关系 有 一 个 初步 了 解 ; 然后 介绍 系统 与 控制 理论 ; 最 后 概述 建 模 、 控 制 与 优化 中 的 一 些 
数学 工具 与 方法 . 不 妨 把 本 章 看 作 本 书 的 一 个 开场 白 , 初学 者 可 以 走马 观 花 地 粗 读 一 遍 ， 
不 必 深 究 细节 , 具体 内 容 会 在 以 后 各 章 展开 . 


1.1 数学 和 它 的 学 科 结构 


尽管 本 书 的 题目 叫 《 系 统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 )》, 它 在 本 质 上 还 是 一 
本 数学 的 教科 书 , 讲 的 是 数学 , 而 且 是 对 工科 学 生 而 言 较 艰深 的 近代 数学 .“ 数 学 ”是 我 们 
每 个 人 从 小 学 开始 就 接触 到 的 一 门 课程 , 提 到 数学 , 大 家 都 会 感到 似曾相识 的 熟悉 . 但 是 
如 果 有 的 人 问 一 句 :“ 什 么 是 数学 ? ”或 “数学 究竟 是 什么 样子 ? ”这 可 能 会 难 倒 包括 笔者 
在 内 的 许多 人 . 

对 于 什么 是 数学 , 下 面 几 个 答案 也 许可 以 给 我 们 一 点 启示 中 . 罗素 在 20 世纪 初 对 数 
学 下 了 这 样 一 个 定义 :“ 纯 粹 数学 完全 由 这 样 一 类 论断 组 成 , 只 要 我 们 的 假定 是 关于 一 般 
事物 , 而 不 是 某 些 特殊 的 事物 , 那么 我 们 的 推理 就 构成 数学 . 因此 , 数学 可 以 定义 为 这 样 一 
门 学 科 , 我 们 永远 不 知道 其 中 所 说 的 是 什么 , 也 不 知道 所 学 的 内 容 是 否 正确 .” 

罗素 的 说 法 从 极端 的 角度 强调 了 数学 的 自身 需要 与 其 逻辑 推理 的 重要 性 , 它 尽 管 曾 
一 度 被 广 为 传 播 , 但 却 很 难 被 广泛 接受 为 对 数学 的 客观 定义 . 20 世纪 50 年 代 , 苏联 的 一 
批 有 影响 的 数学 家 试图 将 现代 数学 的 特征 概括 如 下 :“ 现 代数 学 就 是 各 种 量 之 间 的 可 能 的 
关系 , 特别 是 各 种 变化 着 的 量 的 相互 联系 的 科学 .” 

从 现代 的 观点 看 , 将 “ 量 ” 作 为 数学 的 对 象 似乎 有 点 狭 . 因此 , 从 20 世纪 80 年 代 开 
始 , 一 批 美 国学 者 试图 对 数学 的 定义 作 更 符合 时 代 的 修正 . 他 们 用 “模式 ”(Pattern) 代替 
“ 量 ”, 对 数学 的 对 象 做 了 更 广泛 的 推广 : “数学 这 个 领域 可 被 称 作 模式 的 科学 (Science of 
Pattern), 其 目的 是 要 揭示 从 自然 界 和 数学 本 身 的 抽象 世界 中 所 观察 到 的 结构 和 对 称 性 .” 
也 许 , 我 们 应 当 接 受 这 样 一 种 说 法 :“ 数 学 本 身 是 一 个 历史 的 概念 , 数学 的 内 涵 随 时 代 的 变 
化 而 变化 , 给 数学 下 一 个 一 劳 永 逸 的 定义 是 不 可 能 的 .” 

对 我 们 致力 于 系统 控制 及 其 工程 应 用 研究 的 人 来 说 , 数学 只 是 一 个 工具 , 我 们 用 它 来 
分 析 和 解决 问题 . 因此 , 我 们 最 感 兴趣 的 是 对 我 们 有 用 的 那些 数学 内 容 和 方法 . 当然 , 随 


着 高 新 科技 的 发 展 , 系统 与 控制 中 的 一 些 新 问题 也 会 不 断 地 对 数学 提出 新 的 要 求 , 从 而 使 
原来 以 为 无 关 的 数学 知识 变 得 有 用 , 甚至 可 能 要 求 发 展 新 的 数学 工具 . 由 于 系统 科学 与 现 
代 控 制 理论 与 数学 有 着 极其 密切 的 关系 (广义 地 说 , 它们 也 是 数学 的 一 部 分 ), 因此 , 我 们 
必须 对 数学 的 整体 有 所 认识 . 我 们 不 妨 再 问 一 下 , 数学 的 整体 究竟 是 什么 样子 ? 按照 美国 
《数学 评论 》 杂 志 的 分 类 , 当今 数学 包括 60 个 二 级 学 科 , 400 多 个 三 级 学 科 , 更 细 的 分 类 
则 难以 统计 . 面 对 如 此 庞大 的 知识 系统 , 职业 数学 家 越 来 越 被 限制 于 一 两 个 专门 领域 . 庞 
加 莱 (Poincaré, 1854-1912) 曾 被 称 为 “最 后 一 个 数学 通才 ”, 虽然 , 比 他 稍 晚 的 希 尔 伯 特 
(Hilbert, 1862-1943) 也 跨 过 众多 领域 , 但 这 样 的 数学 家 毕竟 是 越 来 越 难得 了 . 上 面 这 段 
话 摘自 文献 [26], 它 说 明 数 学 这 个 大 厦 的 庞大 和 复杂 . 但 该 书 也 指出 : 正如 希 尔 伯 特 曾 在 
著名 的 巴黎 演讲 中 指出 : “数学 科学 是 一 个 不 可 分 割 的 整体 , 它 的 生命 力 在 于 各 个 部 分 之 
间 的 联系 ”, 并 提醒 人 们 警惕 “数学 被 分 割 成 许多 孤立 的 分 支 ” 的 危险 . 

那么 , 数学 的 整体 结构 大 臻 是 什么 样子 的 呢 ? 就 笔者 所 知 , 没有 一 本 书 曾经 给 过 一 个 
完整 的 刻画 , 虽然 , 有 不 少 书 涉及 到 它 的 某 些 方面 . 根据 所 读 到 的 一 些 观点 和 自己 的 体会 ， 
以 下 是 笔者 的 一 点 管窥 荔 测 . 

借鉴 代数 学 的 分 类 (初等 代数 、 高 等 代数 、 近 世代 数 ), 我 们 不 妨 把 数学 分 为 初等 数 
学 、 高 等 数学 、 近 代数 学 三 个 层次 (图 1.1.1). 


图 1.1.1 数学 的 三 个 层次 


初等 数学 主要 包括 初等 代数 、 初 等 几何 (平面 几何 、 立 体 几何 、 解 析 几 何 )、 平 面 三 
角 等 , 大 致 为 中 学 数学 . 这 些 知识 属于 常识 , 人 人 都 必须 知道 . 高 等 数学 主要 指数 学 分 析 
( 微 积 分 是 数学 分 析 的 简易 本 ) 与 线性 代数 , 当然 这 是 一 种 不 太 严格 的 说 法 . 许多 工程 数 
学 , 例如 常 微分 方程 、 经 典 偏 微分 方程 、 经 典 概率 论 、 初 等 复 变 函 数 等 都 属于 这 个 范围 ， 
它们 的 共同 特点 是 以 推导 公式 和 应 用 公式 进行 计算 为 主 . 一 般 工科 学 生 都 应 掌握 高 等 数 
学 , 它们 是 进行 工程 设计 与 计算 的 基础 . 

本 书 所 讨论 的 对 象 是 近代 数学 基础 , 它 由 一 些 近 代数 学 分 支 组 成 , 它们 是 一 些 更 深刻 
的 知识 和 更 犀利 的 工具 , 并 且 它们 也 来 自 丰 富 的 实际 背景 , 从 而 在 许多 学 科 领 域 特别 是 像 
系统 与 控制 理论 这 样 对 数学 的 依赖 性 很 强 的 学 科 中 有 大 量 的 应 用 . 因此 ， i 
的 自动 化 专业 的 研究 生 必须 对 它 有 足够 的 了 解 . 


第 1 章 数学 与 系统 控制 


按照 一 般 的 说 法 , 近代 数学 有 三 个 主要 组 成 部 分 : 代数 、 几 何 和 分 析 . 当然 , 许多 重 
要 数学 分 支 是 在 这 个 基础 上 交叉 发 展 形成 的 . 代数 指 的 是 近世 代数 (也 称 抽象 代数 ), 几何 
以 拓扑 学 和 微分 几何 为 主 , 分 析 指 实 分 析 、 复 分 析 与 泛 函 分 析 . 在 这 三 块 基础 上 发 展 出 来 
许多 重要 的 交叉 分 支 , 如 概率 论 、 随 机 过 程 、 代 数 拓扑 、 微 分 拓扑 、 李 群 、 李 代数 、 代 
数 几何 、 概 率 论 、 随 机 过 程 等 (图 1.1.2). 


4 
代数 拓扑 微分 拓扑 随机 过 程 
近世 代数 
点 集 拓扑 实 复 分 析 


图 1.1.2 近代 数学 


本 书 讨论 的 主要 对 象 是 图 1.1.2 中 的 几 个 主要 近代 数学 分 支 , 强调 它们 的 基本 概念 及 
其 与 系统 控制 直接 相关 的 内 容 . 本 书 力图 以 系统 与 控制 理论 为 导向 , 将 这 些 近 代数 学 的 相 
关内 容 作 为 一 个 不 可 分 割 的 整体 进行 讨论 . 

由 于 篇 幅 所 限 , 还 有 一 些 在 自动 控制 及 其 相关 领域 应 用 广泛 的 一 些 近代 数学 工具 未 
能 收入 本 书 , 例如 变 分 法 、 逻 辑 与 布尔 代数 、 图 论 、 博 弈 论 等 . 

在 结束 本 节 之 前 , 我 们 对 有 关 集 合 的 序 的 问题 作 一 点 介绍 . 相关 的 公理 是 近代 数学 中 
的 一 个 工具 , 但 很 难 把 它们 归 到 哪 一 个 数学 分 支 . 


定义 1.1.1 设 义 是 一 个 集合 , 在 天 的 元 素 间 定义 一 个 关系 <, 它 满足 : 
(1) ( 自 反 性 ) 对 任 一 EX, 则 Zz<z; 

(2) (对 称 性 ) 如 果 z <y 且 yy<Zz, 则 z=y; 

(3) (传递 性 ) 如 果 z<y 且 y <c, 则 Zz <c. 

那么 < 称 为 和 上 的 一 个 序 , 和 称 为 一 个 偏 序 集 . 


定义 1.1.2 设 X 是 一 个 偏 序 集 , < 为 筷 上 序 . 如 果 对 任意 两 个 元 素 z,V E 义 , 或 者 
ZX <2 或 者 W <Z, 那么 和 称 为 一 个 全 序 集 . 


例 1.1.1 (1) 在 一 组 人 群 中 , 按 血 缘 排 辈 分 : .… < 孙子 、 孙 女 < 儿子 、 女 儿 < 
父亲 、 和 母亲 < …. 这 是 一 个 偏 序 集 . 

(2) 考虑 [wj 上 的 连续 函数 集合 Cla,0], f(z) < g(zx), 如 果 f(z) 一 g(x) > 0, Vz e 
[co 如, 那么 Ca 是 一 个 偏 序 集 . 

(3) 自然 数 集 N、 整 数 集 Z、 有 理 数 集 Q、 实 数 集 及 依 大 小 均 为 全 序 集 . C 是 偏 序 
集 , 它 只 在 子 集 琢 上 有 大 小 . 口 
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定理 1.1.1 (Zermole 选择 公理 ) 设 {5、, 入 E A} 为 某 些 集合 的 集合 族 ,， 则 可 以 从 每 
志 个 AN 中 选 出 一 个 元 BE Sw 换言之 ， 存在 


(这 加 Ds 
入 E4 


使 得 C 与 每 个 SA 的 交 只 有 一 个 元 , 即 
[eMNs:|=1, vaea. 


选择 公理 看 起 来 十 分 自然 . 我 们 在 数学 证 明 中 经 常 不 自觉 地 用 了 它 . 但 其 实 , 应 当 清 
醒 意 识 到 , 我 们 这 时 是 将 它 当 作 公 理 使 用 . 


定理 1.1.2 (Zorn 引 理 ) 设 Q 为 一 个 偏 序 集 , 如 果 每 一 个 全 序 子 集 都 有 上 界 (下 界 )， 
则 9 中 存在 极 大 元 (相应 地 , 极 小 元 ). 


它 有 很 多 应 用 , 例如 证 明 无 穷 维 线性 空间 基 的 存在 . 还 有 一 个 是 泛 函 分 析 中 应 用 广泛 
的 泛 函 延 拓 定 理 . 注意 , 引 理 也 是 一 个 公理 . 

定理 1.1.3 ( 超 限 归纳 法 ) 设 全 为 一 个 全 序 集 , 一 个 命题 , 如 果 (1) 它 对 菜 个 td ET 
对 ; (2) 如 果 它 对 所 有 t0 <t <c 对 , 则 能 推出 它 对 c 也 对 , 那么 这 个 命题 对 所 有 的 t> 加 
都 对 . 


超 限 归纳 法 显然 是 对 数学 归纳 法 的 一 个 推广 . 当 取 了 为 自然 数 集 时 , 超 限 归纳 法 就 
变 成 了 普通 的 数学 归纳 法 了 . 

最 后 , Zermole 选择 公理 、Zorn 引 理 和 超 限 归纳 法 这 三 个 命题 被 证 明 是 等 价 的 , 而 且 
它们 在 已 有 数学 框架 下 是 不 能 证 明 它 对 错 的 . 数学 中 通常 将 它们 作为 公理 来 用 . 


1.2 “系统 与 控制 理论 


从 20 世纪 中 后 期 开始 , “系统 科 学 ”在 一 段 时 期 里 成 为 一 个 很 热门 的 话题 , 它 仿佛 是 
一 门 包罗 万 象 的 科学 , 一 切 学 科 都 可 以 看 作 是 它 的 子 学 科 . 因为 每 一 个 学 科 似乎 都 以 某 种 
或 某 一 类 系统 作为 自己 的 研究 对 象 . 首 作 者 曾 在 20 世纪 80 年 代 中 从 美国 华盛顿 大 学 系 
统 科学 与 数学 系 得 到 博士 学 位 , 但 如 今 却 越 来 越 对 “系统 科学 ” 心 存疑 惑 . 系统 学 方面 的 
研究 也 许 已 经 有 了 许多 进展 , 但 它 还 缺乏 作为 自然 科学 的 一 门 学 科 所 必要 的 基本 框架 和 
实质 性 的 理论 成 果 . 因此 , 尽管 它 有 许多 合理 和 创新 性 的 思维 及 某 些 实践 的 支持 , 至 今 , 它 
仍然 不 能 称 为 一 门 成 熟 的 学 科 . 我 国 著名 科学 家 钱学森 为 创建 系统 学 作出 了 巨大 努力 B89， 
但 看 来 系统 学 的 创建 还 是 一 个 长 时 间 的 艰巨 任务 . 

本 书 提 到 的 系统 只 是 作为 控制 的 对 象 来 讨论 的 , 强调 的 是 控制 系统 . 控制 系统 主要 指 
的 是 动力 系统 , 它 可 能 是 机 械 系统 、 电 力 系统 、 化 工 过 程 等 具体 的 工程 系统 , 也 可 能 是 带 
有 更 多 复杂 特征 的 多 主体 系统 、 混 沌 系统 等 . 系统 的 描述 仅 限于 微分 方程 (包括 常 微分 方 
程 、 偏 微分 方程 、 随 机 微分 方程 ) 和 差分 方程 . 


还 有 一 类 系统 , 状态 空间 只 能 取 有 限 值 , 例如 布尔 网 络 与 布尔 控制 网 络 [63, 演化 博 
弈 8 等, 它们 的 动力 学 模型 不 能 用 微分 或 差分 方程 表示 , 只 能 用 逻辑 或 多 值 逻辑 动态 系 
统 来 表示 . 这 类 系统 在 生物 学 、 经 济 学 以 及 社会 行为 的 研究 日 形 重要 , 也 因 篇 幅 所 限 , 本 
书 几 无 涉及 . 

控制 理论 实际 上 是 自动 化 的 理论 , 因此 , 将 本 书 称 为 自动 化 或 控制 理论 中 的 近代 数学 
基础 也 许 更 确切 一 些 . 自动 化 技术 是 人 类 在 漫长 的 经 济 与 军事 活动 中 创造 出 来 的 . 早 在 
两 千 多 年 前 , 我 们 的 祖先 就 发 明了 指南 车 , 依靠 一 套 齿 轮 系统 的 负 反 馈 作用 , 不 管 车 子 怎 
样 转弯 , 车 上 的 “仙人 ”始终 手指 南方 . 1788 年 瓦特 发 明了 离心 式 调 速 器 , 这 是 一 个 典型 
的 自动 控制 装置 , 它 能 稳定 蒸汽 机 的 转 数 , 从 而 使 其 得 到 广泛 的 工业 应 用 . 20 世纪 30 年 
代 , 由 于 电力 工业 的 兴起 , 信号 处 理 和 电力 系统 的 稳定 性 研究 得 到 迅速 发 展 . 这 时 , 出 现 了 
奈奈 斯 特 (Nyquist) 稳定 性 判 据 (或 称 奈 奎 斯 特 频率 法 ), 它 至 今 仍 在 控制 理论 及 工程 设计 
中 使 用 . 这 种 方法 后 来 被 推广 到 非 线性 系统 , 发 展 成 为 一 种 新 的 方法 , 称 为 描述 函数 法 或 
谐 波 平衡 法 . 

在 20 世纪 40 年 代 到 60 年 代 , 由 于 自动 化 技术 的 发 展 ; 控制 系统 的 概念 已 逐步 形成 . 
维 纳 (Wiener) 因 其 在 1948 年 出 版 的 《控制 论 》B29 一 书 被 视 为 控制 论 的 创始 人 之 一 . 
该 书 详细 刻画 了 在 机 械 运 动 (如 航行 ) 及 动物 行为 中 的 反馈 及 自 适应 控制 行为 等 , 强调 控 
制 与 信息 的 关系 . 这 本 书 被 认为 是 第 一 本 关于 控制 理论 的 专著 . 我 国 著名 科学 家 钱学森 
1954 年 在 美国 出 版 了 《工程 控制 论 》B39, 它 创造 性 地 将 数学 方法 应 用 于 工程 系统 , 特别 
是 力学 系统 的 控制 中 去 , 为 控制 论 成 为 一 门 严格 的 学 科 体系 作出 了 重要 贡献 . 

大 致 地 说 , 一 个 控制 系统 可 以 看 作 是 一 个 黑匣子 (图 1.2.1). 


1.2.1 控制 系统 


在 图 1.2.1 中 , wv 是 输入 , y 是 输出 . 控制 设计 的 目的 就 是 找 出 适当 的 输入 , 使 得 输出 
满足 我 们 的 要 求 . 如 果 在 系统 中 有 一 条 从 输出 y 到 输入 的 通道 , 见 图 1.2.1 中 的 天 通 
道 . 这 说 明 输 出 的 信息 可 以 被 “反馈 ”到 输入 端 . 有 KK 通道 的 控制 被 称 为 反馈 控制 , 这 种 
控制 特别 重要 , 它 可 以 用 输出 信息 来 自动 调节 系统 . 因此 , 控制 论 的 前 身 也 称 为 调节 原理 . 
实际 上 , 指南 车 和 瓦特 调 速 器 都 是 属于 这 类 调节 系统 . 大 致 地 说 , 在 20 世纪 50 至 60 年 代 
之 前 , 自动 化 所 面 对 的 对 象 还 比较 简单 , 从 控制 论 的 角度 看 它们 所 要 处 理 的 控制 系统 多 半 
只 有 单一 的 输入 和 单一 的 输出 , 称 为 单 输 入 单 输出 系统 . 研究 方法 主要 是 频 域 法 , 即 从 系 
统 的 输入 频率 和 输出 频率 的 关系 , 研究 系统 的 频率 响应 , 从 而 了 解 系 统 结构 进而 设计 出 系 
统 的 控制 律 . 

导弹 和 航天 事业 的 发 展 是 控制 理论 发 展 的 一 个 重要 推动 力 . 无 论 是 导弹 或 卫星 都 只 
能 携带 有 限 燃 料 , 因此 , 用 最 小 的 能 量 , 推动 最 大 质量 的 装备 , 准确 到 达 目 的 地 成 了 控制 理 


论 面临 的 最 为 严峻 的 挑战 . 这 形成 了 后 来 称 之 为 “能 控 性 ”和 最 优 控制 问题 . 

为 了 解决 这 些 问 题 , 1956 年 前 苏联 学 者 庞 特 里 亚 金 (Pontryagin) 发 现 了 极 大 值 原理 ， 
给 出 最 优 控 制 的 必要 条 件 . 同年 美国 学 者 贝尔 曼 (Bellman) 发 展 了 动态 规划 原理 , 用 以 解 
决 有 约束 的 最 优 控制 问题 . 1960 年 前 后 美国 学 者 卡尔 曼 (Kalman) 提出 了 状态 空间 方法 ， 
给 出 了 系统 能 控 、 能 观测 等 新 概念 , 使 对 控制 系统 的 研究 从 频 域 走向 时 域 . 

20 世纪 60 年 代 以 后 的 控制 理论 被 称 为 现代 控制 理论 . 庞 特 里 亚 金 的 极 大 值 原理 、 贝 
尔 曼 的 动态 规划 和 卡尔 曼 的 状态 空间 方法 以 及 卡尔 曼 滤 波 ， 被 称 为 现代 控制 理论 三 个 代 
表 性 工作 . 现代 控制 理论 以 “多 输入 多 输出 "、“ 状态 空间 方法 ”等 为 标志 , 以 泛 函 分 析 、 
随机 过 程 、 微 分 几何 等 近代 数学 为 工具 , 在 几 十 年 的 时 间 里 发 展 成 为 一 门 有 坚实 的 理论 
基础 和 广泛 工程 应 用 背景 的 学 科 体 系 , 它 的 理论 在 航空 、 航 天 、 导 弹 制导 、 汽 车 和 机 器 
人 控制 以 及 电力 、 化 工 、 机 械 制 造 等 工业 过 程 中 得 到 广泛 而 成 功 的 应 用 . 


1.3 ” 建 模 、 控 制 与 优化 中 的 数学 方法 


自动 化 及 其 理论 基础 一 系统 与 控制 理论 一 通常 被 视 为 一 门 应 用 数学 学 科 . 之 所 以 如 
此 , 是 因为 一 方面 数学 的 理论 与 方法 是 其 理论 研究 的 基本 工具 和 手段 ; 同时 , 它 对 许多 相 
关 数 学 学 科 的 理论 有 许多 创造 和 发 展 . 另 一 方面 , 它 强 烈 的 应 用 背景 和 工程 导向 性 使 其 有 
别 于 纯粹 数学 . 当然 这 并 不 是 说 , 一 个 优秀 的 系统 与 控制 专家 所 应 掌握 的 数学 工具 就 比 一 
个 数学 家 少 , 而 是 有 其 特点 . 下 面 我 们 引用 文献 [17] 中 的 一 段 话 :“ 控 制 理 论 发 展 到 今天 ， 
恐怕 没有 一 位 系统 与 控制 专家 能 够 同时 掌握 控制 理论 的 所 有 前 沿 分 支 , 正如 当今 一 个 数 
学 家 很 难 同时 是 拓扑 学 、 几 何 学 、 代 数学 、 微 分 方程 、 泛 函 分 析 、 概 率 统计 、 数 论 等 各 
方面 的 专家 . 但 是 , 与 纯 数 学 不 同 的 是 , 一 个 优秀 的 系统 与 控制 科学 家 , 应 该 能 对 不 同 的 
控制 理论 与 控制 方法 有 一 个 比较 全 面 的 了 解 . 控制 论 是 一 门 应 用 性 很 强 的 科学 理论 , 它 面 
对 的 是 各 种 各 样 错综复杂 的 实际 系统 . 宇宙 飞船 到 底 是 有 穷 维 模型 还 是 无 穷 维 模型 , 是 随 
机 系统 还 是 确定 性 系统 , 是 该 采用 最 优 控制 还 是 用 鲁 棒 控 制 , 抑或 是 多 种 模型 和 多 种 控制 
手段 的 综合 , 不 可 能 有 现成 的 答案 . 模型 的 刻画 , 控制 手段 的 选择 , 都 是 控制 工程 师 自己 的 
事情 . 这 种 以 问题 为 导向 , 以 解决 问题 为 目标 的 研究 路 线 , 要 求 系统 与 控制 的 理论 工作 者 
和 工程 师 面 对 需求 或 实际 对 象 , 有 宽阔 的 知识 面 , 对 本 学 科 各 个 重要 分 支 的 理论 和 方法 有 
一 个 全 面 综合 的 了 解 . 这 也 是 我 们 对 研究 生 , 特别 是 对 那些 有 志 在 系统 与 控制 科学 的 理论 
与 应 用 研究 方面 , 实现 其 人 生 宏 伟 理 想 的 博士 研究 生 们 的 要 求 和 期 盼 .” 

本 节 的 目的 是 对 系统 与 控制 理论 中 用 到 的 那些 主要 数学 工具 和 如 何 使 用 这 些 工具 做 
一 个 概括 性 的 介绍 , 使 读者 有 一 个 初步 的 了 解 . 这 里 涉及 到 的 多 数 数学 概念 和 方法 , 将 在 
本 书 以 后 的 各 章节 讲述 , 所 以 初 读 时 可 以 不 求 甚 解 . 如 有 兴趣 可 在 读 过 全 书 或 书 中 相关 章 
节 后 再 回 过 头 来 看 这 一 节 . 


1.3.1 系统 建 模 


回忆 图 1.2.1, 那里 有 个 黑 框 子 , 称 为 系统 (了)， 所 谓 状态 空间 方法 , 就 是 给 出 这 个 黑 
框 子 的 动力 学 模型 . 本 书 讨论 的 这 个 系统 , 它 的 动力 学 模型 一 般 用 微分 方程 来 描述 . 如 何 


和 十， 
由 一 个 实际 物理 过 程 得 出 它 的 动力 学 模型 , 这 个 过 程 称 为 建 模 . 建 模 是 系统 分 析 与 控制 的 
基础 . 
建 模 的 方法 , 细 说 起 来 有 很 多 , 但 主要 有 两 种 ;一 种 是 经 验 建 模 , 一 种 是 根据 物理 规 
律 建 模 . 系统 与 控制 理论 中 研究 的 主要 是 动态 模型 , 它 通常 用 微分 方程 或 差分 方程 来 描 
述 . 下 面 举 几 个 例子 . 


例 1.3.1 考虑 海洋 中 鲸鱼 的 数量 , 如 果 数 量 低 于 一 定 的 水 平 , 那么 数量 会 继续 减少 ， 
直到 物种 灭绝 ; 如 果 数 量 大 于 环境 所 能 容纳 的 数量 , 那么 由 于 环境 所 能 提供 的 食物 等 的 不 
足 , 也 会 使 鲸鱼 数量 减少 . 试 建立 鲸鱼 数量 的 模型 . 

记 鲸 鱼 的 数量 为 a(t), 其 中 为 时 间 , 例如 , 以 年 为 单位 . 种 群 最 小 量 为 m, 即 当 种 群 
太 小 时 , 该 种 群 会 逐渐 消亡 . 那么 假定 增长 速度 四 包 正比 于 a( -mm 是 合理 的 . 即 当 
alt) 一 m > 0 时 种 群 数量 增加 , 而 当 a(t) 一 m < 0 时 减少 . 此 外 , 设 环境 所 容纳 的 最 大 的 
数量 为 M, 即 当 数量 太 大 时 , 环境 难以 提供 足够 的 食物 等 , 故 种 群 数 会 减少 . 因此 , 可 假定 
增长 速度 正比 于 M 一 a(t). 于 是 可 以 得 到 以 下 经 验 模 型 


a(t) = Ek(M — a(t))(a(t) = m,), (1.3.1) 
这 里 > 0 为 比例 系数 . 当 考 虑 连续 时 间 的 动态 过 程 时 , 就 会 得 到 这 类 微分 方程 . 如 果 考 
虑 离散 时 间 , 用 a(i) 表示 鲸鱼 数量 , 其 中 i = 1,2,:…. 表示 年 份 , 那么 类 似 的 讨论 可 以 得 到 
如 下 用 差分 方程 表示 的 离散 模型 


a(i+1) = a(i) +k(M — a(i))(a(i) —m). (1.3.2) 


那么 , 如 何 确 定式 (1.3.1) 或 式 (1.3.2) 中 的 参数 hk、M 和 m 呢 ? 通常 是 根据 测量 或 
观测 数据 , 利用 恰当 的 数学 工具 来 确定 . 例如 , 可 以 用 最 小 二 乘 的 方法 即 均 方 误差 最 小 的 
方法 来 确定 . 由 于 测量 值 通常 是 离散 的 , 我 们 以 离散 模型 为 例 : 设 我 们 测量 N + 1 年 的 海 
洋 鲸鱼 数目 为 a(i), i = 1,2,:… ,N+1l, 其 计算 值 与 实际 值 的 差 的 平方 记 作 E(k, 2 mm)， 
即 


N 
E(k, M,m) = > [a(i+1)—a(i)— Ek(M— a(i))(a(i) — m)], (1.3.3) 


i=1 


于 是 , k、M、m 的 最 优 估计 值 的 计算 可 转化 为 如 下 的 优化 问题 


E(k, M,m). (1.3.4) 


求 式 (1.3.4) 的 最 优 解 的 方法 很 多 , 例如 梯度 法 求 最 优 解 等 . 口 


下 面 的 例子 描述 两 种 生物 形成 的 生物 链 的 演化 过 程 , 对 模型 的 更 多 讨论 可 见 文 
献 [16]. 

例 1.3.2 考虑 捕食 者 - 食 饵 模型 ( 即 著名 的 Lotka-Volterra 模型 ). 它 是 关于 捕食 者 
与 食 饵 的 两 个 物种 数量 关系 的 动态 模型 . 以 须鲸 和 磷 虾 为 例 , 记 磷 是 数量 为 z(t), 须鲸 数 


量 为 y(). 如果 没有 须鲸, 磷 虾 的 增长 与 其 现 有 数量 成 正比 . 因此 


dz 
i 下 全 » 0 (1.3.5) 
这 里 , a 是 比例 系数 , 但 须鲸 的 存在 会 减少 这 个 比例 系数 . 因此 式 (1.3.5) 可 修正 为 
d 
二 = (0 0, “qb 0, (1.3.6) 
这 里 ,5 代表 须鲸 的 捕食 能 力 . 反 过 来 如 果 没 有 磷 虾 , 则 假设 须鲸 的 减少 与 其 现 有 数量 是 
成 正比 
时 = my, m0; (ge) 
这 里 m 为 比例 系数 , 反映 了 减少 速度 . 但 由 于 有 磷 虾 存在 , 这 个 比例 系数 会 减少 , 因此 式 
(1.3.7) 应 修正 为 
oy =(—m+nz)y, m,n>0. (1.3.8) 
t 
这 里 n 代表 磷 虾 的 存活 能 力 . 将 式 (1.3.6) 及 式 (1.3.8) 放 到 一 起 得 到 如 下 的 方程 
Bs AN 
” i (1.3.9) 
= (mne)y, wbmN> 0. 


它 就 是 一 个 捕食 者 - 食 饵 的 动力 学 模型 
| 


0 至 磷 虾 了 


1.3.1 捕食 者 - 食 饵 模型 的 周期 轨 线 


容易 检验 , 式 (1.3.9) 有 两 个 平衡 点 (图 1.3.1), 一 个 是 不 稳定 平衡 点 (0,0), 这 是 我 们 
不 感 兴趣 的 ; 另 一 个 平衡 点 是 ( 畔 , 8). 可 以 证 明 Hel, 这 是 一 个 稳定 但 不 渐 近 稳定 的 平衡 
点 , 系统 在 这 个 平衡 点 附近 的 轨 线 为 周期 轨 线 . 口 


0 bb 
以 上 的 两 个 例子 都 是 根据 经 验 而 假定 系统 演化 的 动态 规律 , 从 而 得 到 微分 或 差分 方 
程 . 这 种 建 模 方法 很 重要 , 在 实际 系统 建 模 中 应 用 很 广 , 但 根据 实际 观测 数据 检验 预先 设 
定 的 模型 的 合理 性 是 十 分 重要 的 . 


根据 已 知 物理 学 规律 建 模 是 另 一 种 重要 建 模 方法 . 下 面 给 出 一 个 根据 力学 定律 建 模 
的 例子 , 关于 这 个 例子 的 详细 讨论 可 见 文献 [56]. 


例 1.3.3 ”考虑 平面 上 一 个 滚动 的 圆 盘 (图 1.3.2). 设 圆 盘 半 径 为 p, 圆 盘 与 地 面 垂 直 ， 
X-Y-2 为 地 面 固定 直角 坐标 , 2 与 地 面 垂直 , a-6-7 为 固定 于 圆 盘 上 的 直角 坐标 , 7 平行 
于 平面 , 这 保证 圆 盘 与 地 面 垂 直 . 圆 盘 在 X-Y-2 平面 上 滚动 . 切 点 坐标 为 (z,y), 圆 盘 转 
过 的 角度 为 $, 转动 轨 线 切 方向 与 X 轴 正 方向 交角 为 9. 显然 , 圆 盘 的 状态 可 以 用 广义 坐 
标 (z,vy,9,$) 唯一 确定 . 


一 般 , 我 们 把 动力 系统 状态 所 处 的 空间 称 为 状态 空间 . 那么 , 对 滚动 圆 盘 而 言 , 什么 
是 它 的 状态 空间 呢 ? 既然 状态 可 由 四 个 独立 变量 来 描述 , 一 个 很 直观 而 合理 的 想法 是 , 状 
态 空 间 是 R4. 但 如 果 仔 细 分 析 , 这 里 有 不 合理 的 地 方 : 后 两 个 坐标 变量 0, 9 与 前 两 个 坐标 
变量 z,y 是 不 同 的 , z 或 y 可 以 取 任 意 实 数值 , 但 9 或 8 只 能 取 , 譬如 [0,2r), 否则 , 一 
意 性 将 被 破坏 . 那么 , 将 状态 空间 设 成 R? x [0,2r)2 行 不 行 呢 ? 如 果 不 管 “ 几 何 形状 >, 那 
么 确实 每 个 点 对 应 了 圆 盘 的 一 个 状态 . 但 如 果 考 虑 几何 形状 , 这 个 表达 又 不 行 了 , 因为 在 
[0, 2r) 中 , 如 果 一 个 点 p 一 27, 它 不 可 能 接近 “0”, 而 对 实际 变量 9 或 8, 9 一 27 意味 着 
6 一 0. 这 实际 上 涉及 到 状态 空间 或 集合 上 的 拓扑 结构 问题 , 这 个 问题 将 在 本 书 以 后 章节 
详细 讨论 . 将 单位 圆周 记 作 51, 那么 , 直观 地 说 , 9 或 8 是 在 S 上 变化 的 , 这 就 避免 了 前 
面 提 到 的 尴 雁 局 面 . 因此 , 我 们 可 以 说 , 对 于 上 述 滚动 的 圆 盘 , 状态 空间 可 为 R? x S1 x S51. 
当然 , 这 样 我 们 又 会 遇 到 如 何在 9: 上 定义 坐标 和 微分 关系 等 , 这 就 变 成 微分 几何 所 要 讨 
论 的 课题 , 这 也 是 本 书 最 核心 的 内 容 之 一 . 


我 们 暂时 将 这 些 严格 化 的 工作 放 在 一 边 , 继续 考虑 建 模 问 题 . 


图 1.3.2 ”滚动 的 圆 盘 


10 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 


设 圆 盘 无 滑动 地 滚动 , 则 由 线 速度 可 知 


> 一 pgcos(0)， (3:0) 


各 = pgsin(0)， 


圆 盘 的 动能 是 


I 
K= 3M(2? 十 旬 ) 十 了 人 十 F797, (L811) 


这 里 M 为 圆 盘 质 量 , J。 和 . 分 别 为 圆 盘 绕 直径 和 绕 轴 的 转动 惯量 . 根据 能 量 守 恒 律 可 
以 得 到 [59] 
d20 ks d20 二 
A 0. (L312) 
这 两 个 式 子 的 物理 意义 是 明确 的 , 即 没 有 外 加 转动 力矩 . 记 
Z1 二 了 7Z2 王 2 x3 = 0, z4 = 0, 2Z5 = 9, x6 = 9, 
那么 动态 系统 可 以 写成 标准 线性 方程 组 的 形式 
21 = pre cos(Z3)， 
Zo 一 pxe sin(z3), 
hake (3.19) 
0 
2Z5 = Xe, 
we.— 0. 
现在 , 如 果 假定 转盘 上 装 有 电动 机 , 它 可 以 产生 绕 直径 和 绕 轴 的 转动 惯量 , 分 别 记 作 
wi、 v2, 它们 可 以 看 作 系统 的 控制 . 于 是 上 述 系统 就 变 为 控制 系统 


£1 = DZ6 cos(Z3)， 
2Z2 = 0Z6 sin(x3), 
2Z3 = Z4) 

(1.3.14) 
Z4 = U1, 
2Z5 = ze, 


Ze = U9; 


在 结束 本 例子 前 , 我 们 希望 将 固定 坐标 X-Y-2 与 活动 坐标 a-8-y 联系 起 来 . 准确 地 
说 , 希望 通过 一 个 空间 旋转 将 两 个 坐标 方向 变 成 一 致 的 , 这 就 相当 于 找 一 个 正 交 矩阵 也 
(det(T) = 1) 使 得 
(a@,B,7) = T(X, Y, 2), 
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放下 


(det(T) = 1 可 保证 坐标 轴 旋 转 方向 不 变 ), 记 
SO(3,R) = {Te Maxs| TT = I, § det(T)=1}, 

它 称 为 特殊 正 交 群 , 它 是 一 个 李 群 , 李 群 是 一 个 很 重要 的 概念 , 我 们 以 后 会 讨论 到 . 

实际 上 , 由 于 圆 盘 运动 时 垂直 于 平面 , 这 里 的 旋转 只 能 是 一 些 特殊 的 集合 , 实际 上 , 不 
难 推出 

cos($)cos(0) sin($)cos(0) sin(9) 
ee cos($)sin(0) sin($)sin(0) —cos(0)|I0€R,peR 
— sin($) cos(9) 0 

J 是 50(3, 了 及) 的 李子 群 . 回 


系统 辨识 可 看 作 一 类 特殊 的 建 模 问题 , 它 假定 模型 的 结构 已 知 , 但 具体 参数 不 知道 . 
因此 , 要 通过 系统 的 输入 输出 值 来 确定 系统 的 参数 . 


例 1.3.4 设 一 个 未 知 系统 的 输入 wu(i) € 了 mm 与 状态 z(i) € R” 具有 线性 关系 , 即 
z(i+1)= Az(i)+ Bu(i), i=1,2,... (1.3.15) 
我 们 希望 从 一 组 输入 一 状态 值 来 估计 出 参数 A, B. 设 敌阵 殉 = (wi;) < Mpxq, 我 们 用 
Ve(W) 表示 它 的 列 展开 , 即 
VW) = (wi wal ;Wp ,Wlg W2sgy yp) 


那么 , 容易 证 明 
Ve(A) 
Ve(B) 


这 里 x 是 矩阵 的 半 张 量 积 , 参见 附录 A ( 详 见 文献 [12]). 设 有 V 十 1 组 观测 量 , 记 


z(i+1)= (zi)T,u(i)T) x 


Z(2) A 
W = : 站 一 : 2 a 
l. l Ve(B) 
z(N+1) Z(N) 7 wu(N)™ 
则 有 
W = HY. 
设 列 满 秩 , 则 得 参数 的 最 小 二 乘 估计 值 
Y=(HTH)-IHTwxW. (1.3.16) 
这 里 , 半 张 量 积 的 使 用 大 大 简化 了 计算 . 口 


与 建 模 辨识 密切 相关 的 一 个 问题 是 滤波 及 预测 问题 , 在 系统 具有 随机 噪声 的 情况 下 ， 
它 希 望 从 系统 的 输出 值 直 接 得 到 状态 的 最 好 估计 . 下 面 给 出 一 个 简单 例子 . 


ee 


例 1.3.5 (卡尔 曼 滤 波 [8) 考虑 线性 离散 系统 


ee = B(k+1,k)z(k) + Tk+ 1,k)w(k), (1.3.17) 


z(k+1)= H(k+1)z(k+1)+v(k+ 1). 


这 里 z(k) e Rn 为 系统 状态 , z(k) e Rm 为 系统 观测 输出 , w(k) e Rr 为 系统 噪声 ， 
v(k) e Rm 为 观测 噪声 . 
设 系统 噪声 w(k) 和 观测 噪声 v(k) 均 为 零 均值 白 噪声 , 满足 
Elw(k)] = 0, 
Elv(k)] = 0， 
Elw(k)w™())] = Q(k)ok,3, (1.3.18) 
Elv(k)v™ (7)] = R(k)6k,;, 
Elw(k)v*(j)] = 0. 


初始 状态 的 均值 及 方差 为 


人 二 Me(D)， 
El[(z(0) — ma(0))(z(0) — mz(0))T] = 已 (0). 


ZX(0) 与 w(k) 及 w(k) 都 不 相关 , 即 


Elz(0)wT(k)] =0; El[lz(0)vT™(k)] =0. (1.3.20) 


利用 正 交 投影 的 方法 , 即 z(7) 基于 前 次 观测 z* = [z(1),… ,z(k)]” 的 线性 最 小 方 
差 估计 应 为 z(7) 在 z* 上 的 正 交 投影 , 即 


z(jlk) = Elz(7)|z]. (1.3.21) 


利用 和 内 积 空间 正 交 分 解 的 一 些 简单 运算 , 即 可 得 到 如 下 的 最 优 滤波 估计 z(k|k) 的 递 推 
关系 式 


z(k|k) = B(k,k—1)z(k—1k—1)+K(k) 
x [z(k) — H(k)G(k,k— 1)z(k— 1|k— 1)), 
K(k) =P(k|k— 1)HT(E)H(E)P(EIE — 1)HT(k) + R(E)]-!; 
P(klk—1)= @(k,k—1)P(k— 1k=1)8T(k,k— 1) 
+T(k,k—1)Q(k— TT(k,k— 1), 
P(kIk) =[In — K(k)H(KE)]P(EIE—1), k=0,1,... 


(05) 


这 个 递 推 滤波 算法 也 称 为 卡尔 曼 滤波 器 . 这 里 ，P(-|-) 是 估计 误差 的 协 方差 阵 ， 即 
P(k|k 一 1) 是 一 步 预 测 误差 的 协 方差 阵 , P(k|k) 是 滤波 估计 误差 的 协 方差 阵 . 
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对 于 多 步 预测 , 我 们 有 如 下 的 最 优 滤波 估计 
ZT(k|j) = B(k, 7)7(1), (1.3.23) 
这 里 5(k,j) 是 系统 转移 阵 , 即 
GS(k,j7) = Gk, kom1)G(k—1,k— 2)... (7+1,7). 


多 步 预测 误差 的 协 方差 阵 为 
P(k|j) = SB(k,k— 1)P(k—1|))GT (k,k— 1) 


T(E= TO= Dr k= 1) (1.3.24) 


关于 卡尔 曼 滤波 , 将 在 第 5 章 进一步 讨论 . 

从 以 上 几 个 例子 可 以 看 出 , 在 动力 系统 建 模 及 模型 辨识 等 问题 中 , 要 解决 的 问题 本 质 
上 都 是 数学 问题 , 而 它 涉及 到 的 数学 工具 包括 微分 方程 与 微分 动力 系统 理论 、 微 分 流 形 、 
李 群 李 代数 、 概 率 与 随机 过 程 、 函 数 空间 与 泛 函 分 析 等 . 

下 面 给 出 一 个 分 布 参数 控制 系统 的 例子 , 详 见 文献 [106] 或 文献 [17]. 


例 1.3.6 考虑 人 口 的 演化 问题 , 设 P(a,t) 为 在 时 间 t 的 年 龄 为 a 的 人 口 密度 , D(a) 
和 B(a) 分 别 为 年 龄 为 a 的 人 群 的 死亡 率 与 生育 率 , Po(a) 为 人 口 初始 分 布 密度 , m 为 最 
大 存活 年 龄 . 那么 可 以 得 到 下 面 的 人 口 演 化 模型 [106] 
9B(et) 十 820t) | D(a)P(a,t)= 0; 
P(0,t)= /0 Bl(a)P(a,t) da, t>0, (1.3.25) 
Pla,0f ="Eo(a) OS Km. 
我 们 设 死亡 率 与 生育 率 满足 以 下 条 件 
D(a) >0, a&€ [0,mm]; 


fb D(s) ds <o%, Vae [0,m); 
/0 D(e) de os 


Bl(a) >0, a€ [0,mj; 
B(:) € Cl0, ml]; 
Supp(B) = [ai, a2] C (0,m). 


这 里 C[0, mj] 为 区 间 [0, m] 上 的 连续 函数 集合 ; Supp(.) 指 一 个 函数 的 支 集 , 即使 得 函数 值 
不 为 零 的 自 变量 的 集合 ; [a1, a2] 为 妇女 的 生育 时 间 段 . 
定义 (0,m) 上 的 可 积 函 数 集合 为 


Fi {7 : (0,m) -BR 人 va ~} 
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可 以 证 明 , 这 是 一 个 Banach 空间 . 作为 系数 在 慌 上 的 线性 空间 , 它 是 无 穷 维 的 . 现在 
P(a,t) 可 以 看 作 在 L1(0,m) 上 演化 的 变量 , 即 P(,t) e L1(0,m). 对 比 有 穷 维 系统 状态 
变量 z(t) € RR", 可 以 清楚 地 看 出 为 什么 把 这 类 系统 称 为 无 穷 维 系统 了 . 
为 了 研究 的 方便 , 我 们 可 以 将 系统 (1.3.25) 写成 算 子 形式 . 在 L1(0,m) 上 定义 线性 
算 子 4 如 下 
42 = 一 92 (oa) — Dla)ypla), 


其 定义 域 为 
D(A) = {e < Li(0,m) [ap EGR oO) = 人 du | . 


那么 , 系统 (1.3.25) 就 可 以 写成 以 下 的 发 展 方程 的 形式 
dL (1.3.26) 
dt 
可 以 证 明 , 这 里 4 生成 一 个 L1(0,m) 上 的 Co 半 群 . 所 谓 Banach 空间 了 上 的 一 个 Co 
半 群 是 指 一 个 单 参数 有 界线 性 算 子 族 T(t) : X 一 久 , te {0, oo0} 满足 (1) T(0) = 了 (I 为 
恒 等 算 子 ); (2) T(t +s) = T(t)T(s); (3) lim: yo+ T(t)z — z=0,vz€X. 
这 里 , 4 十 分 类 似 于 线性 系统 中 的 系数 矩阵 , 在 式 (1.3.26) 形式 下 , 许多 算 子 分 析 的 


工具 都 可 以 用 来 研究 系统 了 . 
当然 , 这 个 系统 像 是 没有 控制 的 动态 系统 , 但 实际 上 B(a) 可 以 看 作 一 个 控制 , 计划 生 
育 等 手段 就 是 通过 改变 生育 率 来 控制 人 口 增长 的 . 口 


在 上 述 例子 中 所 有 的 积分 都 是 Lebesgue 积分 ; 另外 , 我 们 还 可 以 看 到 , 在 分 布 参数 系 
统 的 研究 中 , Banach 空间 、 线 性 算 子 等 泛 函 分 析 的 基本 概念 和 工具 是 基本 的 研究 手段 . 

前 面 我 们 分 别 以 线性 系统 、 非 线性 系统 和 分 布 参数 系统 中 的 个 别 问 题 为 例 , 指出 近 
代数 学 在 其 中 的 作用 . 实际 上 , 在 复杂 系统 的 控制 问题 中 , 可 能 要 求 各 种 近代 数学 工具 的 
综合 应 用 . 

量子 控制 是 近年 来 量子 物理 学 、 量 子 化 学 及 控制 论 等 学 科 的 共同 热点 , 我 们 以 它 为 
例 说 明 其 对 多 种 近代 数学 工具 的 依赖 


例 1.3.7 ”量子 力学 断言 , 一 个 微观 粒子 总 可 以 用 一 个 称 为 波 函 数 的 复 值 函数 到 (r, 
来 完全 描述 , 这 里 7 是 位 置 坐标 向 量 , t 是 时 间 . 
波 函 数 经 归 一 化 后 满足 
¥ y* (r,t) V(r,t) dr = 1. (1.3.27) 
M 


这 里 M 是 粒子 所 在 空间 . 炎 *(7,) 炎 (r,t) 是 一 个 概率 密度 函数 , 它 表示 在 7 处 找 出 粒子 
的 概率 . 
波 函 数 满足 的 动力 学 方程 是 如 下 的 Schr6dinger 方程 


ow(r,t) 
让 = 站 Ww(r,t), (1.3.28) 


本 下 
这 里 庆 是 体系 的 哈密 顿 量 太 所 对 应 的 哈密 顿 算 子 . 
为 求解 Schr6dinger 方程 作 变量 分 离 


V(r,t) = Vr). 


代入 Schr6dinger 方程 , 则 得 
f(t) 和 e™ (DE 


这 里 码 是 普 郎 克 常 数 , 巨 为 另 一 常数 , 表示 量子 系统 的 能 量 . 于 是 有 


V(r,t) = V(r)e /DEt. , (1.3.29) 


Z(7) 描述 的 态 称 为 定 态 . 
在 量子 力学 中 每 一 个 可 观测 力学 量 4 都 对 应 一 个 算 符 4, 4 的 平均 值 为 


_ fv*(r)Av(r) dr 


4r pt fw*(r)B(r) dr (1.3.30) 


在 有 外 部 控制 时 , 哈密 顿 量 会 变 为 


H= Hot+), Hw 
j=1 
这 里 Ho 是 内 部 哈密 顿 量 , wj 是 外 部 控制 量 , H。 = 亏 产 1 Hjuw; 是 外 部 哈密 顿 量 . 代入 
Schr6dinger 方程 即 可 得 到 双 线 性 形 的 量子 控制 系统 


一 ( + ) w(r, t). (93 


j=1 
口 


从 上 例 的 简单 介绍 中 可 以 看 出 , 概率 论 、 泛 函 分 析 与 算 子 理论 等 在 量子 控制 中 均 十 
分 重要 . 由 于 篇 幅 所 限 , 我 们 未 能 提 到 的 是 , 无 论 是 量子 通信 或 量子 计算 , 真正 重要 的 是 有 
限量 子 态 , 如 最 简单 的 双 态 的 量子 比特 . 这 时 , 李 群 李 代 数 成 了 基本 工具 09. 

近代 数学 工具 在 控制 中 的 应 用 可 以 说 几乎 无 处 不 在 . 最 近 一 个 出 色 的 结果 是 , 用 黎 曼 
几何 的 方法 解决 变 系统 波动 方程 的 长 期 未 能 解决 控制 问题 17, 它 是 应 用 近代 数学 工具 解 
决 较 艰 深 的 控制 问题 的 一 个 成 功 的 范例 . 


1.3.2 “系统 控制 


在 实际 工作 中 , 建 模 是 控制 理论 中 要 解决 的 第 一 个 问题 , 可 以 说 它 是 属于 认识 世界 
的 范畴 . 控制 论 更 重要 的 目的 是 要 设计 控制 , 使 系统 按 我 们 的 意愿 演化 , 属于 改造 世界 的 
范畴 . 

先 从 一 个 例子 看 什么 是 控制 问题 . 


例 1.3.8 回忆 例 1.3.2. 根据 模型 (1.3.9), 不 难看 出 两 个 物种 的 数量 呈 周 期 性 变化 ， 
且 都 不 会 灭绝 . 进而 可 以 证 明 , 其 平均 值 为 
mm a 


二 一， 光 二 二， 1.3.32 


下 面 考 虑 控制 问题 , 控制 是 指 人 类 的 捕捉 . 设 对 磷 虾 和 须鲸 的 捕捉 速度 (单位 时 间 捕 
捉 量 ) 分 别 为 wx 和 va, 那么 动态 系统 (1.3.9) 变 为 一 个 控制 系统 


和. = (a — by)z— wu (1.3.33) 


扣 =(-m+nz)y -uw a,b,m,n>0. 


假定 我 们 只 捕 磷 虾 , 且 根 据 磷 是 的 当前 数量 决定 捕捉 量 , 即 
nd = yD p= 
这 里 0 < 7 < oa. 于 是 式 (1.3.33) 变 为 
了 = (@- 力 - 芭 ja， i 
= (m+nz)y. 


于 是 


eae 问题: di 这 时 令 
ul 一 7Z， ?12 = Hy. 
这 里 更 区 0 于 是 式 (1.3:33) 变 为 
二 
也 ((a—7) — by)z, (1.3.35) 
革 =(=(m+ ph) + no)y. 


于 是 


即 磷 虾 量 不 减 反 增 , 而 须鲸 的 数量 与 单 捕 磷 虾 的 情况 一 样 . 口 


下 面 举 几 个 控制 系统 的 问题 来 看 看 它们 会 涉及 到 哪些 近代 数学 的 工具 . 
一 个 连续 时 间 定 常 线性 系统 可 以 描述 成 


= Arz+Bu, 7zE€R",wv eR”™, 
Y= y € R?. 


(1.3.36) 


这 里 ,v = (wi1,… ,um)! 是 系统 的 输入 即 控制 ; y = (y1,… ,yp)T 是 系统 的 输出 ; 4、B、 
C 为 适当 维 数 的 矩阵 . 
下 面 我 们 考虑 线性 系统 的 刻画 . 


人 BR 

例 1.3.9 一 个 连续 时 间 线 性 系统 (1.3.36) 可 以 由 (4, B,C0) 三 个 矩阵 来 确定 . 
此 , 一 个 简单 的 想法 是 , 所 有 的 (n 维 状态 , mm 维 输入 , D 维 输出 ) 线性 系统 构成 一 个 
R"x" x 及 ?xmm x 及 2xm， 即 及 "+m+D) := R* (k= n(n+t+m+p)) 维 线性 空间 . 那么 , 我 们 
可 以 用 R* 上 的 距离 定义 两 个 系统 的 接近 程度 , 用 拓扑 学 的 语言 来 说 , 就 是 用 R* 上 的 距 
离 导 出 的 拓扑 来 定义 线性 系统 集 的 拓扑 . 这 种 定义 是 否 合理 呢 ? 显然 它 不 是 很 合理 , 因为 ， 
对 于 一 个 控制 系统 , 我 们 关心 的 应 当 是 它 的 输入 输出 关系 , 状态 只 是 一 种 刻画 方式 . 对 一 
个 实际 系统 , 从 某 种 意义 上 说 , 状态 变量 是 人 为 规定 的 , 我 们 可 以 用 不 同 的 状态 变量 来 刻 
画 同一 个 系统 . 一 个 熟知 的 事实 是 , 为 了 某 种 目的 , 我 们 可 以 对 系统 作 坐 标 变换 , 即 坐 标 
变换 不 会 改变 系统 . 设 z = Tz 为 一 线性 坐标 变换 , 那么 系统 (4, B,C) 在 z 坐标 下 变 为 
(T-1AT,T-1B, CT), 这 两 个 系统 应 当 是 等 价 的 . 我 们 将 所 有 了 ”空间 上 的 坐标 变换 了 的 
集合 记 作 GL(n, 民 ), 它 实 际 上 是 一 个 李 群 , 称 为 一 般 线性 群 . 

两 个 线性 系统 (4A, B,CO) 及 (D,E, 下) 是 等 价 的 , 或 者 说 , 它们 刻画 的 是 同一 个 系统 ， 
记 作 

(4, B,C) ~ (D,E,F,), 

如 果 存 在 一 个 Te GL(n, RR), 使 得 =T-147, EE =T-1B, FF = CT. 容易 证 明 , 这 是 一 
个 等 价 关 系 , 因此 , 刻画 线性 系统 间 几 何 关系 的 一 个 合理 拓扑 应 当 是 R* 在 这 个 等 价 关系 
下 的 商 拓扑 , 记 作 R*/GL(n, R). 口 


下 面 考虑 非 线性 控制 系统 , 一 个 仿 射 非 线性 系统 可 表示 为 


(L837) 


t= f(7)+ 2 gi(z)u, rTEM, 
t=1 
yi = hy(7), 证 一， 


这 里 , 状态 空间 M 一 般 可 设 为 一 个 n 维 流 形 . 当然 , 作为 最 重要 的 特例 , 它 也 可 以 是 R". 
在 例 1.3.3 中 大 家 已 经 看 到 , 有 时 用 RR” 并 不 合适 . 这 样 的 实际 例子 也 很 多 , 例如 , 在 考虑 
卫星 姿态 角 控制 及 观测 问题 时 , 状态 空间 即 为 5O(3, 展 ), 而 输出 空间 则 是 它 的 一 个 子 群 的 
陪 集 空间 [53, 69]. 

有 人 说 , 微分 几何 是 近代 非 线性 控制 理论 的 基础 . 这 句 话 大 概 不 算 过 分 . 如 果 有 兴趣 ， 
不 妨 翻 翻 这 方面 的 一 些 参考 书 , 如 文献 [79, 83], 就 不 难 发 现 它们 的 关系 . 

下 面 我 们 用 一 个 简单 例子 说 明 微分 几何 是 如 何 与 控制 系统 的 性 质 联 系 起 来 的 . . 


例 1.3.10 能 控 性 是 控制 系统 的 一 个 重要 性 质 . 所 谓 系统 能 控 是 指 , 给 定 状态 空间 
的 任意 两 个 点 x, y, 总 能 找到 控制 , 它 驱 使 系统 从 z 到 达 y. 对 于 线性 系统 (1.3.36), 我 们 
可 以 定义 一 个 矩阵 


C =" AB EB| (1.3.38) 
称 它 为 能 控 性 矩阵 . 一 个 很 精彩 的 结论 是 [119, 线性 系统 能 控 当 且 仅 当 能 控 性 矩阵 行 满 秩 ， 


即 
rank(C) = nn. 
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那么 对 于 仿 射 非 线性 系统 (1.3.37), 我 们 有 没有 相应 的 结构 呢 ? 实际 上 , f(z)、gi(z)， 
i 二 1,.…,m 可 以 看 作 流 形 M 上 的 向 量 场 , 它 与 常 微分 方程 理论 中 讲 的 向 量 场 本 质 上 是 
一 致 的 . 记 M 上 的 光滑 向 量 场 集合 为 V(M), 定义 一 个 向 量 场 的 “乘法 ”, 称 为 李 括 号 , 用 
[,:] :V(M) xV(M) 一 TCM) 表示 . 它 的 严格 定义 在 本 书 以 后 会 详细 讨论 , 粗略 地 说 , 如 
果 两 个 向 量 场 X,Y 在 坐标 x 下 表示 为 


X(z) = (a1(2),*** ,an(7)", Y(z)= (0(z) ,bn(z))™, 


那么 它们 的 李 括 号 可 表示 为 
PE mn) (1.3.39) 
这 里 1 
9al(z) ES Dal(z) 
oxX(z) a os 
~ 
9an(z) ... dan (7X) 
Ori Tn 


是 和 (z) 的 Jacobi 矩阵 . ; 
[X,Y] 也 称 Y 对 X 的 李 导 数 , 记 作 adx Y. 我 们 还 可 以 定义 高 阶 李 导数 如 下 


adx Y = [X,Y], 
nd ye = 下 区 ， 


设 5 为 一 个 由 向 量 场 集合 在 玉 上 生成 的 线性 空间 , 如 果 5 对 李 括 号 封闭 , 即 对 任意 
两 个 向 量 场 X,Y e 5S, 均 有 [X,Y] € 5, 则 5 称 为 一 个 李 代数 . 如 果 5 不 是 一 个 李 代数 ， 
则 包含 5 的 最 小 李 代 数 记 作 {S}z4, 它 也 称 由 S 生成 的 李 代数 . 

有 了 这 些 概念 , 我 们 就 可 以 讨论 非 线 性 系统 的 能 控 性 问题 了 . 对 于 仿 射 非 线 性 系统 
(1.3.37), 先 定义 一 个 李 代 数 


Loa = {ady gi|i= 0sE>0 ,, (1.3.40) 


称 它 为 强 可 达 李 代数 (strong accessibility Lie algebra), 它 可 以 看 作 一 个 分 布 , 即 在 每 一 
点 xX EM 它 是 m 维 空间 R” 的 一 个 子 空间 . 

Lsa 是 判定 非 线 性 系统 能 控 性 的 一 个 重要 准则 , 可 以 证 明 , 如 果 系 统 完全 能 控 , 则 满 
足 如 下 的 能 控 性 秩 条 件 


rank(Laa(e)=R we (E3841) 


当然 , 要 让 它 成 为 充分 条 件 , 还 需要 一 点 附加 要 求 . 这 里 就 不 详 述 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
见 有 关 参 考 书 , 例如 文献 [83]. 

最 后 想 说 一 下 , 线性 系统 (1.3.36) 显然 是 仿 射 非 线 性 系统 (1.3.37) 的 特例 . 那么 , 对 
于 线性 系统 强 可 达 李 代数 Cs 是 什么 呢 ? 实际 上 , 一 算 便 知 , 它 就 是 能 控 性 矩阵 C. 回 


SS ee Se Es 一 一 一 -一 一 一 si i 


Se ee 人 
在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 磁 到 了 “ 流 形 "、“ 向 量 场 "、“ 李 代数 "、“ 分 布 ”等 , 它们 都 是 
微分 几何 中 最 基本 的 概念 , 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 这 些 问题 (参见 第 9 章 ). 
前 面 讨论 的 问题 都 是 有 穷 维系 统 的 情况 , 在 控制 理论 中 还 讨论 无 穷 维系 统 的 情况 , 控 
制 中 将 它 称 为 分 布 参数 系统 . 


1.3.3 “系统 优化 


下 面 , 再 来 看 看 优化 问题 . 实际 上 , 优化 是 控制 的 一 个 基本 目的 . 最 优 控制 是 现代 控 
制 理 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 1.2 节 曾 经 提 到 , 现代 控制 理论 有 三 个 代表 性 工作 : 卡尔 曼 
的 状态 空间 方法 (及 卡尔 曼 滤 波 )、 庞 特 里 亚 金 的 极 大 值 原理 、 贝 尔 曼 的 动态 规划 . 其 实 ， 
后 两 者 都 是 关于 优化 及 最 优 控制 问题 的 . 下 面 举 几 个 例子 说 明 优化 中 的 数学 问题 . 


例 1.3.11 ( 变 分 法 ) ” 变 分 法 是 最 优 控制 的 一 个 基本 工具 [89l, 最 古老 的 变 分 问题 是 贝 
努 利 于 1696 年 提出 的 最 速 落 径 问题 : 在 桌子 边 上 一 点 4 和 地 面 一 点 B 之 间 找 到 一 条 轨 
线 , 一 个 小 球 从 4 滚 到 B 的 时 间 最 短 . 


1.3.3 最速 落 径 


设 坐标 z-y 如 图 1.3.3 所 示 , 则 坐标 4 = 4(0,0), B = B(z1, 妇 ). 记 轨 线 为 y = y(z)， 
则 滚动 时 间 为 


a ol a adi 
T(z)) = 到 | dx: (1.3.42) 

这 里 

y(0)=0,， y(z1) = i: 

一 般 地 说 , 考虑 
w= Flewy) de 

的 极 值 问 题 , 这 与 微 积 分 中 求 函数 极 值 不 同 . 这 里 “变量 ”y 本 身 是 一 个 函数 , 因此 , L(y) 
称 为 一 个 泛 函 , 求 泛 函 极 值 的 方法 称 为 变 分 法 - 变 分 法 . 变 分 法 证 明 , 最 优 解 满 足下 面 的 欧 
拉 - 拉 格 朗 日 方程 

A (部 ) 本 (1.3.43) 
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利用 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 不 难 证 明 , 最 速 落 径 是 一 条 滚圆 线 , 满足 


eh 0 
,dd (1.3.44) 
ye S(1 一 cos(0)). 
此 处 , C 是 滚圆 直径 , 它 可 由 终点 坐标 求 得 . 口 


通过 下 面 的 例子 , 我 们 对 动态 规划 作 一 简单 介绍 . 


例 1.3.12 (动态 规划 ) ”贝尔 曼 的 动态 规划 的 基本 出 发 点 称 为 最 优 性 原理 . 最 优 性 原 
理 断 言 , 任何 一 个 最 优 过 程 , 从 过 程 进行 中 的 任意 一 点 到 最 后 的 这 个 子 过 程 也 必 是 最 优 
的 . 例如 对 有 限 步 离散 过 程 , 我 们 可 以 通过 从 最 后 一 步 开始 倒 向 地 逐步 寻 优 得 到 最 优 解 . 
下 面 看 一 类 连续 系统 的 控制 问题 . 设 系 统 为 


= f(z,u), (1.3.45) 
z(to) = zo ER"*, z(ti)=0. 


这 里 , tf > to 是 自由 的 ; w(t) € Q(t), Q(t) 为 分 段 连续 有 限 值 函数 集合 (对 每 个 十 
Q(t) CU CR™m, 这 里 UU 是 一 个 紧 集 ). 

因此 , 我 们 的 目的 就 是 在 某 个 时 刻 好 将 系统 状态 拉 回 原点 . 同时 , 我 们 考虑 一 个 性 能 
指标 , 例如 希望 耗 能 最 少 等 , 记 作 


CE 让 Lp, ja (1.3.46) 


于 是 , 优化 问题 是 找到 最 优 控制 wu*(t) e Q(t), 使 式 (1.3.45) 成 立 , 则 对 任 一 满足 式 (1.3.45) 
的 uu 有 
J(u*) < JT(u). 
定义 V(z,t) 为 初始 值 为 z, 初始 时 刻 为 上 的 最 优 值 , 那么 , 根据 最 优 性 原理 , 不 难 推 
出 如 下 方程 上 


u(t)EQN(t) (1.3.47) 


E+, Min, {f(z + Lz,)} =0, 
V(Ot7) 0: 


该 方程 称 为 带 边界 值 条 件 的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程 . 显然 , 如 果 w* 是 最 
优 控制 , z* 是 相应 的 最 优 轨 道 , 则 对 任意 to < t < tf 有 


Iw ) 三 产 (ur) = V2*(t),t). 


最 后 , 我 们 对 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 作 一 简单 介绍 回 . 


i pi 
例 1.3.13 ( 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 ) 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 (也 称 极 小 值 原理 ) 是 
变 分 法 在 控制 系统 中 的 应 用 . 根据 控制 系统 不 同 的 边界 条 件 与 优化 指标 , 由 变 分 法 导出 的 
极 大 值 原理 形式 上 会 有 所 不 同 , 详细 讨论 可 见 文献 [35]. 下 面 讨论 一 种 最 普通 情况 . 
考虑 如 下 的 优化 问题 . 系统 


j= f(z(t), u(t)), (1.3.48) 
z(to) = zo, 
控制 集 为 有 界 函数 , 即 
ult)eUcCcR”™, (1.3.49) 
U 为 一 紧 集 . 性 能 指标 为 
ts 
di / L(z(t), u(t)) dt, (1.3.50) 
vu to 
这 里 如 , 好 为 定常 值 . 
引入 伴随 向 量 A(t) = (A1(t),…: ,和 n(t)) 了 Ee R", 定义 哈密 顿 量 为 
H(z(t), u(t), A) = L(z(t), u(t)) + AE)T F(z(t), ult)). (1.3.51) 
那么 , 最 优 控 制 满足 如 下 的 必要 条 件 : 
(1) 正则 方程 
人 
Ne (1.3.52) 
(2) 边界 条 件 
(3) 横 截 条 件 
A(tr) =0. (1.3.54) 
(4) 极 小 值 条 件 
(A mip H(z",u, Xm), (153:55) 


这 里 , u* 为 最 优 控 制 , z* 和 和 * 分 别 为 相应 的 最 优 状 态 轨 线 和 最 优 伴随 向 量 : 由 式 (1.3.55) 
可 知 , 它们 也 使 哈密 顿 函 数 达 到 最 优 , 这 就 是 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 . 口 


近年 来 , 代数 拓扑 的 方法 在 动力 系统 研究 中 得 到 许多 应 用 , 下 面 来 看 两 个 例子 . 


例 1.3.14 图 拓扑 在 目前 多 主体 系统 (multi-agent systems) 研究 中 起 着 重要 作用 . 

一 个 有 向 图 , 它 由 顶点 和 某 些 连接 顶点 的 有 向 边 组 成 ( 见 图 1.3.4), 于 是 每 个 项 点 都 
有 入 度 (指向 它 的 边 数 ) 与 出 度 (从 它 向 外 的 边 数 , 记 为 Na). 出 度 不 为 1 的 顶点 称 临 界 
点 . 一 个 临界 点 wv 的 指数 定义 为 


. ON 
太公 二 
Tt 


当 i(v) = 1 时 , 其 重 数 定 义 为 
m(v) = TVo 一 1. 


一 个 有 向 图 的 欧 拉 特 征 数 定义 为 
X(G) := No — Ne， 
这 里 N 为 顶点 数 ，Ne 为 边 数 . 可 以 证 明 
X(G) = mo — m1, (1.3.56) 


这 里 , mo 为 i(v) = 0 的 临界 点 数 , m1 为 i(v) = 1 的 临界 点 的 重 数 之 和 . 


图 1.3.4 有 向 图 的 欧 拉 特征 数 


下 面 我 们 验证 图 1.3.4: i(v) = 0 的 临界 点 有 CO, 五 ; i(v) = 1 的 临界 点 及 其 重 数 为 
A:m(A)=2; BB Dupe 


则 
m=1, m=2+1+1=4, zo—mi=—2. 
而 显然 
Xx(G)= Nu — Ne=8—10= —2. 


故 式 (1.3.56) 成 立 . 门 


1.3.4 ”代数 拓扑 方法 


近年 来 , 同 伦 、 同 调 等 代数 拓扑 工具 被 越 来 越 多 地 应 用 于 动力 系统 分 析 , 特别 是 同调 
群 方法 在 多 主体 系统 的 邻接 图 结构 分 析 中 十 分 有 用 , 下 面 对 Floer 同调 群 作 一 简单 介绍 . 
在 一 个 有 势 场 中 考虑 一 个 负 梯 度 势 函 数 系统 


t=—DF(x), 7z€X, GIESD7) 
和 为 一 维 流 形 . 一 个 点 zo 称 为 临界 点 , 如 果 
Df(z0) = 0. 


一 个 临界 点 称 为 非 退 化 的 , 如 果 在 该 点 的 Hessian 矩阵 


200 
Oxi1071 OT107n 
Hess(F)(z0)= | : : 
En. /Rs 
0znozl zx0cn 


没有 零 特 征 根 . 注意 到 Hessian 矩阵 是 实 对 称 的 , 在 非 退 化 临界 点 zo 它 只 有 非 零 实 特征 
值 . 定义 该 点 的 指数 为 


i(zo) = D2F(zo) 的 负 特 征 值 个 数 . 


假定 F(z) 光滑 (实际 上 只 要 本 质 光滑 (generic smooth) 就 够 了 ), 而 且 所 有 的 临界 点 
都 非 退 化 , 那么 两 个 临界 点 p, g 之 间 是 否 有 从 p 流向 g 的 式 (1.3.57) 的 解 呢 ? 即 解 z(t) 
满足 


lim 7t)=p, ,lim z(t)=¢. 

实际 上 所 有 这 样 的 解构 成 一 些 不 变 流 形 , 它们 是 p 的 不 稳定 子 流 形 同 时 也 是 g 的 稳定 子 
流 形 . 这 在 工程 系统 的 稳定 性 分 析 中 十 分 重要 [62, 119, 66]. 那么 , 这 样 的 流 形 是 否 存在 呢 ? 
微分 动力 系统 理论 告诉 我 们 , 如 果 它 存在 , 它 的 维 数 为 

i(p) — i(q). 
因此 , 我 们 知道 当 i(p) < id) 时 , 它 一 定 不 存在 . 这 个 观念 在 图 拓扑 中 很 有 用 . 这 时 , 我 们 
感 兴趣 的 是 一 维 解 轨 线 , 即 i(p) = i(gq) 十 1 的 情况 . 

设 i(p) = i(gq) 十 1. 为 构造 同调 群 , 定义 
p(p,9) = [从 p 到 gq 一 维 解 轨 线 个 数 ] (mod 2) 


即 如 果 有 奇数 条 解 轨 线 , p(p, q) = 1; 如 果 有 偶数 条 解 轨 线 , p(p, q) = 0. 
那么 , 我 们 定义 边界 算 子 8 为 


:= (1.3.58) 
i(q)=i(p)—1 


这 个 求 和 是 在 由 临界 点 在 Z 上 张 出 来 的 向 量 空间 上 进行 的 , 即 
(aPi +bP) + (cP + dP;)= (a+c)(mod 2)pi+ (b+ d)(mod 2)p2. 


显然 , 这 个 向 量 空 间 在 加 法 意义 下 是 一 个 阿 贝 尔 (Abel) 群 . 
现在 , 将 F 的 指数 为 大 的 临界 点 集 记 作 Vi, k= 0,1,2,:… ,n, 则 边界 算 子 为 


DE VR = VAS 
这 是 一 个 群 同 态 . Floer 证 明了 
0i_1 00; =0y 和 1,.…: ;nN. (1.3.59) 
于 是 显然 
im(0i;+1) C ker(0;). (1.3.60) 


从 群 的 意义 上 讲 ， im(0i41) | ker(0;), 即 im(0i;+1) 为 ker(0i) 的 正规 子 群 . 于 是 5 我 们 可 
以 定义 商 群 
HR; Z2) 一 ker(0;)/ im(0i+1), Y= 0, 1 Se (1:3:61) 
Hi(X,Z2) 称 为 i 阶 同 调 群 . 
有 趣 的 是 , Hi;(X, Z2) 与 下 的 选择 无 关 , 只 要 FF 满足 上 述 假设 即 可 . 
bi(X) 一 dim(Hi;(X, 2Z2)),1 一 0, 区 < 
称 为 和 的 Betti 数 ; 
Xx(X) = >_(-1)ib(X) 
i=0 
称 为 X 的 欧 拉 特征 数 . 下 面 给 一 个 具体 例子 . 
例 1.3.15 设 XX 为 一 竖立 轮胎 , FF 为 其 上 点 的 高 度 . 显然 , 有 四 个 邻 界 点 : P、Q@、 


”RR、5, 并 且 , i(P) = 2, 因为 它 是 局 部 极 大 点 , i(@) = i(R) = 1, 因为 它们 是 鞍点 , 10S) = 0， 


因为 它 是 局 部 极 小 点 , 相应 的 连接 积分 曲线 如 图 1.3.5 所 示 . 现在 
(1) 9OP = 2 +2R=0= ker(02) = span(P), im(ro) = {0}; 
(2) 0 = 0R = 25 =0 = ker(01) = span(®, R), im(71) = {0}; 
(3) 05 = 0 = ker(00) = span(9). 
因此 
H;2(X, 2Z2) = ker(02) = (aP |a € 2Z2); 
Hi(X,Z2) = ker(01)/im(02) = (aQ + bR|a,b € Z2); 


Ho(X, Z2) 一 ker(0o)/ im(01) 一 (aS | @E€ Z2). 


生生 
故 环 的 Betti 数 为 如 (X) = 了 Da(X)=2,80(X) = 1; 欧 拉 特征 数 为 x(X) = 1 一 2+1= 0. 
下 面 定义 同 伦 : 设 和 , Y 为 两 个 拓扑 空间 (参见 第 4 章 ), f,g : X 一 了 为 连续 映射 , 了 
与 g 称 为 同 伦 映射 , 如 果 存 在 一 个 连续 函数 互 (t, x) : [0, 1] x XX 一 Y, 使 得 


H(O2) = To) 全) 一 下 (2 
记 作 f ~ 9g. 两 个 拓扑 空间 X,Y 称 为 同 伦 空间 , 如 果 存 在 两 个 连续 函数 了 :XX 一 了 ， 
9 :Y 一 六, 使 得 
gof ~ idx, fog~ idy, 
这 里 , idx, idy 分 别 为 ,YY 上 的 恒 等 函数 . 
如 同一 般 同调 群 一 样 (参见 第 6 章 ), Floer 同调 群 是 同 伦 不 变 的 [83]. 口 


图 1.3.5 轮胎 的 同调 群 


代数 几何 研究 多 元 多 项 式 解 的 几何 结构 , 是 一 门 较 艰深 的 数学 分 支 . 代数 几何 方法 在 
控制 系统 中 的 应 用 , 第 9 章 有 一 节 专 门 论 及 , 因为 其 概念 要 求 太 多 的 预备 知识 , 这 里 就 先 
不 提 及 了 . 

总 之 , 系统 与 控制 中 用 到 的 数学 工具 是 极为 广泛 的 , 而 且 , 随 着 学 科 的 发 展 , 越 来 越 多 
的 近代 数学 工具 在 其 中 得 到 应 用 甚至 得 到 新 的 发 展 . 对 于 年 轻 的 学 生 或 学 者 而 言 , 打下 一 
个 良好 的 数学 基础 比 发 表 一 些 无 关 紧要 甚至 滥 竿 充 数 的 文章 要 重要 得 多 . 


1.4 ”注释 与 参考 


本 章 提 到 的 对 数学 的 描述 , 主要 参考 文献 [26, 84]. 

关于 近代 数学 的 三 大 组 成 部 分 , 是 较 常 见 的 说 法 , 例如 见 文献 [57]. 

即使 我 们 只 是 将 数学 作为 一 个 工具 , 对 数学 的 历史 和 它 的 整体 结构 有 一 个 大 致 清晰 
的 了 解 也 十 分 必要 . 有 关 数 学 的 故事 多 半 都 很 精彩 , 吴 文 俊 先 生 主 编 的 《世界 著名 数学 家 
传记 》 [ 约 值 得 一 读 , 几乎 每 个 数学 家 都 有 自己 不 俗 的 传世 故事 . 

维 纳 (N. Wiener, 1894-1964) 被 称 为 控制 论 的 创始 人 , 他 14 岁 大 学 毕业 , 18 岁 获 哈 
佛 大 学 博士 学 位 . 在 创立 控制 论 之 前 , 他 就 已 经 在 调和 分 析 、 随 机 过 程 等 数学 领域 作出 重 
要 贡献 . 他 有 一 本 书 , 书 名 就 叫 《 我 是 一 个 数学 家 》(T Am A Mathematician). 
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关于 控制 理论 的 专著 很 多 : 线性 系统 的 经 典 著 作 是 文献 [116], 国内 中 文 专著 有 文 
献 [35, 21, 42] 等 ; 非 线性 系统 的 专著 很 多 , 较 经 典 的 有 文献 [79, 97, 86], 国内 的 有 文献 
[11, 13, 22, 19] 等 , 值得 参考 . 就 控制 理论 而 言 , 较 全 面 而 深入 的 是 文献 [17]. 
关于 控制 理论 在 中 国 的 发 展 情况 , 可 参阅 文献 [90, 59]. 
关于 图 的 拓扑 结构 及 同 伦 , 同调 在 动力 系统 分 析 中 的 应 用 可 参见 文献 [82]. 


1.5 “习题 


1.1 什么 是 数学 ? 什么 是 纯粹 数学 与 应 用 数学 ? 为 什么 说 系统 与 控制 理论 是 一 门 应 
用 数学 ? 

1.2 你 对 近代 数学 有 多 少 了 解 ? 你 是 否 遇 到 过 查阅 专业 论文 时 不 了 解 其 数学 背景 或 
数学 方法 的 时 候 ? 你 现在 认为 它们 可 能 属于 近代 数学 的 哪个 分 支 ? 

1.3 系统 与 控制 理论 中 主要 涉及 到 哪些 近代 数学 工具 ? 你 在 科学 研究 中 是 否 遇 到 过 
数学 工具 不 足 的 情况 ? 你 最 希望 了 解 的 是 哪些 数学 知识 ? 

1.4 某 学 校 学 生食 堂 排队 打 饭 , 加 塞 严重 . 当时 流传 一 题 : 设 队长 为 卫 , 卖 饭 速度 为 v 
加 塞 速度 与 队长 成 正比 , 比例 系数 为 yu. 试 给 出 其 数学 模型 . 

1.5 考察 例 1.3.2~ 例 1.3.8. 设 解 周期 为 了 , 证 明 式 (1.3.32). 

[提示 : 由 式 (1.3.6) 可 得 


两 边 对 一 个 周期 积分 即 得 立 .] 
1.6 图 1.5.1 所 示 的 Solow 模型 称 为 经 济 动力 学 基本 模型 [站 , 这 里 : @ 为 产 出 , C 为 
产品 ,5 为 再 生产 投入 , 工 为 劳力 , K 为 资本 . Solow 模型 的 基本 关系 式 如 下 


Q = F(K, 万 )， (15.1) 
这 里 , F 称 为 生产 函数 ; 
Q=0+5; (1.5.2) 
9 三 5 0s <!l a=0C0nst. (1.5.3) 
Spk, Ol ,= 00nat: (1.5.4) 
~ =mD; 1 = Const: (1.5.5) 


设 生产 函数 为 一 齐 次 函数 , 即 FP(K, 工 ) = Lf( 和 A), 这 里 入 = K/L > 0. (1) 找 出 关于 
入 的 自治 系统 ; (2) 设 @ J(A) = 和 2, @ f(A) = VX. 分 别 找 出 平衡 增加 策略 ( 即 和 的 平 
衡 点 ). 


1.5.1 Solow 模型 


1.7 系统 
t= ArT+Bu, TER"”,veER (1.5.6) 
称 为 可 控 的 , 如 果 对 任意 两 点 p,q € 有 R”, 存在 控制 函数 u(t), 使 得 系统 j= 4z 十 Bu(t) 


满足 z(0) = p, zx(T) = g, 即 控制 u(t) 使 系统 轨 线 从 p 出 发 , 在 时 刻 了 到 达 g. 今 设 系统 
(1.5.6) 可 控 , £(t) : [0, oo) 一 R" 为 已 知 一 致 连续 函数 . 构造 系统 


t= Arz+ét+Bu, ，7ER"， ER. (1.5.7) 
证 明 系 统 (1.5.7) 也 可 控 . 
[提示 : 构造 系统 
ZzZ= Az+ Bu. (1.5.8) 


设 z 一 z=y, 则 = Ay 一 &. 根据 y(t) 构造 系统 (1.5.8) 的 控制 器 .] 
1.8 考虑 线性 系统 


人 (1.5.9) 


Za2 = 01 一 To 十 人 


证 明 系 统 (1.5.9) 可 控 . 
1.9 考虑 非 线性 系统 


j1 三 了 2 
| i (1.5.10) 


j2 = sin(z1 十 Z2) + uu. 


计算 系统 (1.5.10) 的 强 可 达 李 代数 . 
1.10 回顾 例 1.3.11. 
(1) 由 能 量 守恒 mgh = jmv? 及 


d Vit+ydz 


i 


证 明 式 (1.3.42). 
(2) 试 利用 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 证 明 : 最 速 落 径 是 一 条 滚圆 线 , 满足 式 (1.3.44). 
[提示 : 先 证 欧 拉 方程 可 写成 


y(1+ 2) = const := c. 


然后 设 站 = cot(0). 于 是 


[3 


C 
v= (1 一 cos(20)) ; 


dye= 了 = c(1 一 cos(20)d0.] 
1.11 试用 极 大 值 原理 解 如 下 最 优 控制 问题 : 系统 为 
三 (0)=4 


控制 约束 为 
om. 


优化 指标 
ee 
min7= 人 (z+u) dt. 


[提示 : 为 使 五 极 小 , 可 知 


基 ra 
w(t) = 
5 入 站 


然后 由 正则 方程 与 横 截 条 件 解 出 和 *, 则 w* 可 知 , 再 代入 状态 方程 得 到 最 优 轨 线 2*.] 


一 一 全 


测度 与 积分 


微 积 分 是 在 17 世纪 主要 由 牛顿 (Newton) 和 莱 布 尼 芯 (Leibniz) 创立 的 . 牛顿 的 《 流 
数 简 论 》 和 莱 布 尼 落 的 《一 种 求 极 大 与 极 小 值 和 求 切线 的 新 方法 》 等 一 系列 论文 标志 着 
微 积 分 的 诞生 , 但 是 无 论 是 牛顿 还 是 莱 布 尼 茨 在 他 们 创立 的 新 算法 中 , 都 大 量 使 用 了 几何 
直观 . 因此 , 他 们 的 微 积分 是 不 严格 的 , 特别 是 在 使 用 无 限 小 和 级 数 求 和 等 概念 上 十 分 随 
意 和 混乱 , 并 因此 带 来 了 许多 矛盾 和 错误 . 这 使 得 早期 的 微 积 分 受到 了 许多 非 难 和 攻击 . 

微 积分 在 解决 实际 问题 上 的 无 比 威力 与 它 在 概念 及 逻辑 上 的 混乱 和 了 矛盾 促使 许多 18 
世纪 的 数学 家 们 去 努力 将 其 严格 化 , 在 严格 化 基础 上 重建 微 积分 的 努力 到 19 世纪 初 获 
得 成 效 . 法 国 数学 家 柯 西 (Cauchy) 的 工作 具有 代表 性 意义 , 他 对 变量 、 函 数 、 极 限 、 连 
续 性 、 导 数 、 微 分 、 收 敛 等 概念 都 给 出 了 明确 的 定义 . 随后 , 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 
(Weirstrass) 创立 了 e-6 语言 , 使 柯 西 的 定义 达到 今天 所 具有 的 严密 性 . 

但 是 还 有 一 个 根本 性 的 问题 没有 解决 , 就 是 实数 和 它 的 完备 性 , 这 是 数学 分 析 的 一 块 
基石 , 没有 它 , 整个 微 积 分 就 要 崩塌 . 例如 , 微 积分 中 一 个 熟知 的 结论 是 “单调 有 界 序列 
有 极限 ”. 显然 , 这 个 结论 与 实数 的 完备 性 有 关 , 实际 上 它们 是 等 价 的 . 因此 , 只 有 实数 的 
定义 和 它 的 完备 性 得 到 证 明 , 微 积分 的 严格 化 才能 最 后 完成 , 这 个 任务 主要 是 由 戴 德 金 
(Dedekind)、 康 托 (Cantor) 等 人 完成 的 . 

本 章 介绍 实 分 析 的 基本 内 容 , 主要 包括 实数 的 严格 定义 及 其 完备 性 、 集 合 论 与 描述 
集合 “大 小 ”的 势 、Lebesgue 测度 与 可 测 函数 、Lebesgue 积分 等 . 


2.1 “集合 与 势 


在 现代 分 析 中 , 集合 论 被 广泛 引用 . 实际 上 , 读者 已 经 大 量 使 用 过 集合 论 中 的 记号 和 
概念 . 为 方便 起 见 , 这 里 我 们 简单 介绍 集合 论 的 概念 、 记 号 和 基本 性 质 . 

设 X 为 研究 的 基本 集合 , 有 时 也 称 作 空间 . 通常 情况 下 , 4, B, C, .…… 表示 X 的 子 
集 , A Cc B 表示 A 是 B 的 一 部 分 , 读 作 4 包含 于 B, 或 者 B 包含 4; a € A 表示 a 是 4 
的 一 个 元 ( 素 ), 读 作 a 属于 4; 不 含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 集 , 记 作 gg. 集合 论 中 的 四 个 
最 基本 的 运算 是 : 

并 运算 : AUB= {zeX|zeh 或 z eB); 

交 运 算 : 4nB={zeXlze4 且 ze 也 }; 

余 运算 : 4 = {z €E X|z ¢ 4); 

差 运算 : A\B= {zeX|IzehA 但 xz ¢B}. 


有 时 也 会 用 到 集合 的 对 称 差 运算 : AAB = (4\B) U (B\A): 有 关 集 合 运算 的 基本 性 
质 反 映 在 下 面 的 定理 中 . 


定理 2.1.1 设 4, 妃 为 成 的 子 集 . 那么 我 们 有 

(1) 交换 律 : AUB= BUAh, ANMB=BN4; 

(2) 结合 律 : (AUB)UC= AU(BUG), (4NnNB)NC= AN(BNMO); 

(3) 分 配 律 : AU(BNMOC)=(4UB)N(AUOC), AN(BUC)= (4NB)U(ANO); 
(4) 对 偶 律 : (A4U B)° = A°nB°, (4NB):= A°UB:; 

人 此) 误 补 律 : 2 二 半 , 交 二) 二 A 4A = AM = 


证 明 这 里 我 们 以 分 配 律 (3) 的 第 一 式 为 例 , 其 余部 分 的 证 明 是 类 似 的 , 请 读者 自行 
补足 . 设 z€ AU(BNMO), 则 或 者 z e 4, 或 者 ze 成 nmC, 而 后 者 意味 着 zeEB 且 zz€C. 
因此 ,ze AUB 且 ze AUO, 从 而 ze (AUB)N(AUO). 反之 , 设 z€ (AUB)N(AUO), 
则 zeE (4UB) 且 ze (4UO). 今 若 z 4 4, 则 ze BNCO, 从 而 必定 有 ze4U(BnC)， 
因此 AU(BNC)= (4UB)N(AUO). 加 


类 似 地 , 可 以 定义 多 个 集合 的 并 集 与 交集 . 设 有 集合 族 {4、 | 入 e 4}, 其 中 4 为 某 个 
指标 集 , 规定 其 并 集 和 交集 如 下 
U4=fzlaxe4ze4xh 
EA 
门人 =fzlYAs4ze4 
和 E4 
交换 律 和 结合 律 等 也 适用 于 多 个 集合 的 并 集 与 交集 运算 . 例如 , 分 配 律 和 对 偶 律 可 以 
写成 
分 配 律 : 4U (heaBA) = 站 sa(4UBA)， AN (Uen Bs) = Uxca(4 门 BA); 
对 侦 律 : (站 en 43) 二 四 (WA Se 
对 偶 律 也 称 De Morgan 公式 . 
今后 , 为 记号 简单 起 见 , { 4%} 表示 一 序列 . 特别 地 , 当 4 是 集合 时 {4%} 就 是 集 列 ， 
而 当 4, 表示 数 时 {An} 就 是 数列 . 偶尔 我 们 用 {zx} 表示 仅 含 元 z 的 单 点 集 , 但 会 作 特别 
申明 . 
定义 2.1.1 设 {An} 是 一 集合 列 , 记 


天 如 = 站 局 所 lm b=U NA 


n=1 k=n n=1 k=n 
分 别称 为 集合 列 {An} 的 上 极限 和 下 极限 . 如 果 


lim An = lim A, = 4h, 
B09 n—00 


则 称 4 为 {An} 的 极限 , 记 作 limn_)oo An = A, 并 称 {Aw} 为 收 化 列 . 
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由 定义 易 见 , z e iim 4 < 一 存在 一 严格 递增 的 正 整数 列 {nx}, 使 得 z < An， 
Vk>1;z€ lim 4n 全 存在 一 自然 数 NN = N(z)， 使 得 zs An, Vn>N 
例 2.1.1 设 一 序列 {4An} 满足 Azk_1 = {1}, 4Azk = {1},k == 1,2,…. 那么 
im pd 
lim A, = {1}. 


也 一 OO 


口 
定理 2.1.2 ”单调 集合 列 必 定 是 收 化 的 , 更 确切 地 说 , 若 {An} 是 升 列 , 则 Jlim A, = 
UP An; 而 车 {An} 是 降 列 , 则 lim An = 门 亿 4. 


n=1 


这 个 定理 的 证 明 留 作 练习 . 

集合 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 “大 小 ”. 当 一 个 集合 只 含有 限 个 元 素 的 时 候 , 我 们 称 其 
为 有 限 集 ; 不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 在 集合 的 抽象 理论 研究 中 , 对 集合 的 具体 对 象 
并 不 感 兴趣 , 重要 的 是 集合 所 含 元 素 的 个 数 . 实际 上 , 如 果 两 个 有 限 集 4 和 B 一 样 大 , 则 
可 以 在 其 元 素 之 间 建 立 一 个 一 对 一 的 对 应 关系 (映射 ) p : 4 一 B. 这 里 映射 p 称 为 一 
一 或 一 对 一 , 是 指 a1,a2 € 4, 且 ai 关 a2, 则 wp(a1) 关 wp(a2); 并 且 对 于 任意 be B, 存在 
a € 4 使 得 p(a) =b, 即 yp 还 是 一 个 4 到 B 的 满 射 . 


定义 2.1.2 能 和 自然 数 集 N 一 一 对 应 的 集合 称 为 可 数 集 . 


可 数 在 近代 数学 中 起 着 重要 的 作用 , 例如 拓扑 中 的 第 二 可 数 公 理 , 泛 函 分 析 中 的 可 
分 空间 等 都 基于 可 数 性 概念 . 自然 数 是 最 基本 的 可 数 集 : N = {1,2,3,:…}, 它 的 元 素 按 
1,2,3,… 排列 , 每 个 数 都 知道 什么 时 候 被 数 到 . 

定理 2.1.3 (1) 可 数 集 的 子 集 或 者 可 数 或 者 有 限 ; (2) 从 可 数 集中 减 去 有 限 子 集 , 其 
余 集 仍 可 数 ; (3) 可 数 个 可 数 集 之 并 仍然 是 可 数 集 . 

证 明 (1) 和 (2) 显 见 , 我 们 证 明 (3). 设 {4 |n = 1,2,:…} 为 可 数 个 可 数 集 组 成 的 
集 族 , 4 = {a% |k = 1,2,…}. 现在 我 们 把 U?21 4; 的 元 素 排 为 


{a 2 01 oO TN 3 1 ee 
定义 映射 p(a2) = 名 20+- 4 n, 这 里 n,k 二 1,2,:…. 容易 证 明 p :U2 Ak 全 RN 
是 一 一 映射 . 同 
下 面 给 出 一 些 例子 . 


例 2.1.2 ”奇数 集 、 偶 数 集 、 整 数 集 和 有 理 数 集 都 是 可 数 的 ， 
我 们 仅 证 有 理 数 集 Q@ 的 可 数 性 , 其 余部 分 的 证 明 留 作 练习 . 我 们 用 N 表示 全 体 自然 
数 集 . 对 于 任意 ne N, 令 A = {k/n|k < N}, 则 正 有 理 数 全 体 可 表示 成 Uw 4w. 由 于 


每 个 4。 是 可 数 的 , 故 正 有 理 数 全 体 也 是 可 数 的 , 从 而 负 有 理 数 全 体 也 是 可 数 的 . 由 此 即 
得 Q 的 可 数 性 . 

有 限 集 和 无 限 集 的 最 大 差别 是 , 有 限 集 不 能 与 它 的 真子 集 一 一 对 应 , 而 对 无 限 集 总 存 
在 一 个 真子 集 , 使 它 与 其 真子 集 一 一 对 应 ; 

那么 , 自然 会 问 , 是 不 是 所 有 的 无 限 集 都 是 可 数 的 呢 ? 如 果 对 , 那么 所 有 的 无 限 集 就 
都 一 样 “ 大 小 ”了 . 但 根据 2.2 节 中 的 定理 2.2.8, 答案 是 否定 的 , 即 实数 集 及 就 是 一 个 不 
可 数 集 . 口 


在 集合 论 中 , 若 两 个 集合 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 , 则 认为 这 两 个 集合 的 “大 小 ”是 相 
同 的 . 反映 集合 “大 小 ”的 这 个 量 称 为 势 , 集合 4 的 势 用 |4| 表示 . 有 限 集 的 势 就 是 它 的 
元 素 个 数 . 可 数 集 的 势 用 No 表示 , 称 可 数 势 . 实数 集 下 的 势 用 N 来 表示 , 称 连续 势 . 

给 定 两 个 集合 4 和 B, 若 4 和 B 的 某 个 子 集 一 一 对 应 , 同时 4 与 B 又 不 可 能 一 一 
对 应 , 则 称 4 的 势 比 B 的 势 大 . 那么 是 否 可 能 出 现 4 的 势 比 B 的 势 大 , 同时 B 的 势 又 
比 4 的 势 大 呢 ? 这 是 不 可 能 的 , 因为 我 们 有 如 下 结论 . 


定理 2.1.4 给 定 两 个 集合 A 和 B, 若 A 与 BB 的 菜 个 子 集 Bo 一 一 对 应 , 同时 BB 又 
与 A 的 某 个 子 集 ho 一 一 对 应 , 则 A 和 B 必 一 一 对 应 , 即 4A 与 BB 有 相同 的 势 . 


证 明 设 f 是 4 与 Bo 之 间 的 一 一 对 应 , 而 9 是 B 与 ho 之 间 的 一 一 对 应 . 令 
A\Ao= A1, f(A1) = Bi, 


g(Bi) = 4;, f(42) = B,, 


g(B2) = hs, f(A4s) = Bs, 


注意 f 和 9 都 是 一 一 映射 , 并 且 4? C ho, 故 4im4 = 68. 于 是 BinEB。 = Z. 进 
而 不 难 验 证 A1, 4?,…… 互 不 相交 , 并 且 Bi, B2,…: 也 互 不 相交 .从 映射 f 可 知 , 对 于 
任意 n, A 和 B, 之 间 一 一 对 应 , 故 > , 4。 和 UPe B， 之 间 也 一 一 对 应 ; 同 理 从 映 
射 9 可 知 , B 与 ho 之 间 一 一 对 应 , 并 且 , 对 于 任意 n, Bn 和 An41 之 间 一 一 对 应 ， 
此 B\ (U2 Bn) 与 4o\(U2 hnt1) = A\ (U214n) 之 间 也 一 一 对 应 . 由 此 可 见 ， 
4=4\(Un-i4n)U(Uni4n) 与 互 = 了 BAN\(Un=lBn)U(Uni Bn) 之 间 一 一 对 应 口 


有 了 可 数 势 与 连续 势 , 一 个 自然 的 问题 就 是 连续 势 是 不 是 最 大 的 势 呢 ? 为 此 我 们 考虑 
集合 4 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 , 记 作 24. 一 般 地 , 若 4 是 一 个 含 n 个 元 的 集合 , 则 它 总 
共有 2” 个 子 集 . 这 就 启发 我 们 采用 记号 24 表示 4 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 , 称 作 4 的 
堵 集 . 


定理 2.1.5 设 4 为 一 非 空 集合 , 则 (1) 存在 24 的 一 个 子 集 , 它 与 4 一 一 对 应 ; 
(2) 24 与 4 不 可 能 一 一 对 应 . 

证 明 (1) 作 24 的 子 集 M = {{z}|z € 4}, 这 里 {z} 表示 仅 含 元 素 z 的 单 点 集 . 显 
然 , 4 与 M 一 一 对 应 . 


OT Cy 
(2) 假定 4 与 24 间 存 在 一 一 对 应 , 并 设 对 应 于 z € A 的 24 的 元 ( 即 4 的 子 集 ) 记 
作 Mz. 令 
P={reAlz¢ M:}. 


PP 是 4 的 一 子 集 , 设 它 对 应 于 4 中 的 元 z*, 即 Mz = P. 如 果 z* € P, 则 z* 4 Mz:, 世 
盾 ; 而 若 z* 4 P, 则 z* 4 Mz-, 从 而 z* e P, 又 是 矛盾 . 这 就 证 明了 24 与 4 不 可 能 一 一 
对 应 . 口 


由 定理 2.1.5 可 知 , 对 于 非 空 集 4, 有 |24| > |4|, 特别 有 |2*| > N, 所 以 不 存在 最 大 
的 势 . 

还 有 一 个 有 趣 的 问题 , 即 是 否 有 一 个 集合 , 它 的 势 处 在 可 数 势 No 与 NN 之 间 , 即 比 有 
理 数 多 , 又 比 实数 少 的 集合 . 

这 个 问题 困惑 了 数学 家 一 百 多 年 , 这 就 是 康 托 提出 的 “连续 统 假定 >; 即 没 有 一 个 势 
数 界 于 No 与 N 之 间 . 哥 德 尔 (G6del) 的 不 完备 性 定理 及 其 后 的 一 系列 工作 证 明了 连续 统 
假定 对 于 数学 分 析 就 像 平行 公设 对 于 几何 学 一 样 , 是 不 能 证 明 的 . 即 假定 它 或 假定 它 的 反 
面 , 都 可 以 得 到 相 容 的 数学 体系 . 因此 , 近代 分 析 一 般 将 其 作为 公理 使 用 . 

在 结束 本 节 之 前 , 想 对 集合 论 再 说 几 句 . 有 人 说 “和 集合 ”是 数学 中 唯一 没有 定义 好 而 
又 广泛 使 用 的 概念 , 这 话 不 无 道理 . 笔者 曾经 背 过 的 定义 是 :“ 具 有 某 种 性 质 的 事物 的 全 
体 , 称 为 具有 这 种 性 质 的 事物 的 集 .” 显然 这 句 话 等 于 没 说 . 数学 家 们 曾 努 力 给 集合 下 一 
个 确切 的 定义 , 但 这 些 努 力 被 Russell (罗素 ) 的 悖 论 打 破 了 . 罗素 对 其 悖 论 有 一 个 通俗 的 
说 明 : 一 个 村 里 有 一 个 理发 师 , 他 宣布 给 所 有 不 为 自己 理发 的 人 理发 . 把 理发 师 理发 的 对 
象 记 作 4, 那么 理发 师 自己 属 不 属于 4 呢 ? 如 果 他 属于 4, 按照 4 的 定义 , 理发 师 不 为 自 
己 理发 , 但 既然 属于 4, 理发 师 又 必须 为 自己 理发 . 因此 他 不 属于 4. 同样 , 如 果 他 不 属于 
4, 又 可 以 推出 他 属于 4. 

当然 , 不 要 因为 罗素 悖 论 而 不 敢 使 用 集合 论 . 在 这 里 , 我 们 不 做 进一步 的 探讨 , 但 在 使 
用 集合 论 时 , 要 注意 , 集合 中 的 元 素 必须 是 直接 定义 好 的 . 


2.2 ”实数 及 其 完备 性 


本 节 介 绍 实数 定义 及 其 完备 性 的 戴 德 金 理论 . 将 有 理 数 全 体 记 作 Q@. 把 Q 分 成 两 个 
非 空 集合 4 和 4/', 使 得 

(1 )Q=AUA, 且 ANA’= 9; 

(2) 4 中 的 任 一 数 都 小 于 4' 中 的 任 一 数 . 
那么 4 和 4’ 构成 Q@ 的 一 个 分 割 , 记 作 (4|4'). 4 称 为 下 组 ,4' 称 为 上 组 . 

例 2.2.1 (1) 定义 (4|4’) 如 下 : A4={reQ|lr<1},4’={reQ|lr>1}. 

(2) 定义 (BI|B') 如 下 : B ={reQlr 和 0 B={treQlr>0}. 

(3) 定 六 (CIO') 如 下 : C= {reQ@|lr<0, 或 ?<2},0'={reQ|lr>2: 口 

这 个 分 割 称 戴 德 金 分 割 . 

注意 分 割 只 可 能 出 现 如 下 三 种 类 型 : 


(1) 上 组 有 最 小 的 数 7, 下 组 没有 最 大 的 数 ; 

(2) 上 组 没有 最 小 的 数 , 下 组 有 最 大 的 数 7; 

(3) 上 组 没有 最 小 的 数 , 下 组 没有 最 大 的 数 . 

例 2.2.1 中 (4|4') 属于 第 一 类 , (B|B') 属于 第 二 类 , (CIC') 属于 第 三 类 . 

在 第 一 种 和 第 二 种 情况 中 , 我 们 说 分 割 对 应 着 一 个 有 理 数 , 记 作 (4|4’) = 1， 
(BIB') = 0. 

为 了 使 分 割 对 应 的 数 有 唯一 性 , 我 们 将 第 二 类 分 割 中 下 组 的 最 大 数 移 到 上 组 , 则 第 二 
类 分 割 变 为 第 一 类 . 

现在 , 我 们 将 第 三 类 分 割 看 作 一 个 数 , 它 比 下 组 中 的 数 大 而 比 上 组 中 的 数 小 , 它 称 为 
一 个 无 理 数 . 例如 , 例 2.2.1 中 的 (CIC') 显然 就 是 V2. 

有 理 数 与 无 理 数 合 在 一 起 就 称 为 实数 集合 , 因此 一 个 实数 就 是 一 个 有 理 数 集 的 分 割 . 
两 个 实数 相等 而 且 仅 当 它 们 的 分 割 有 相同 的 上 组 与 下 组 . 这 里 当下 组 有 最 大 数 时 , 我 们 总 
将 其 移入 上 组 , 从 而 使 有 理 数 所 对 应 的 分 割 有 唯一 性 . 

下 面 我 们 定义 实数 的 序 . 


定义 2.2.1 设 a=(4|4'),B6=(BIB'), 则 a=B 是 指 4=B, 且 A'=B’;a>p 
是 指 AB; 而 a<B 是 指 p>a. 


从 实数 的 定义 直接 可 以 证 明 实数 的 如 下 性 质 : 


命题 2.2.1 (1) 设 a, 8 是 任意 两 实数 , 则 以 下 三 种 情况 之 一 必 存 在 且 唯 一 : a = 有 
(oe Wt 
(2) 如 果 a > PB,B>7Y, 则 a> 7. 


下 面 考虑 实数 的 完备 性 . 
引 理 2.2.1 给 定 两 个 实数 a > B, 则 存在 有 理 数 7 使 得 w>7r> Hp. 
证 明 令 a = (44), 8 = (B|B'), 则 4 了 B, 于 是 存在 re A\B. 也 就 是 说 


a > 7 BP, 这 里 当 B 为 有 理 数 时 等 式 可 能 成 立 因 4 中 无 最 大 数 , 故 存在 r+ e 4, 使 
Te SB. El 


由 引 理 2.2.1 可 知 , 两 个 实数 间 可 以 有 无 穷 多 个 有 理 数 . 


引 理 2.2.2 ”给 定 两 个 实数 a, B, 如 果 对 于 任意 E > 0, 总 存在 有 理 数 ri 和 72, 使 得 
| = r2| Re Ey 且 


max{71,72} > Qa > min{ri,72}, max{r1,72} > 6b > minfrayroh}， (2 
则 aw = 有 8. 


证 明 不 失 一 般 性 , 设 mi < rz. 用 反 证 法 设 w > B. 由 引 理 2.2.1 可 找到 有 理 数 r, 7'， 
使 得 a > >7r>B. 于 是 ra >r'>r>7i1, 从 而 ro 一 71 >r' 一 r+. 取 e=r' 一 7, 则 不 存 
在 vi, 72; 使 式 (2:2.1) 成 立 ; 回 


利用 引 理 2.2.1 和 引 理 2.2.2 容易 证 明 , 任何 一 个 实数 都 可 以 表示 成 小 数 形式 , 有 限 与 
无 限 循环 小 数 表 示 有 理 数 , 而 无 限 不 循环 小 数 表示 无 理 数 ( 详 见 文献 [37]). 

今后 我 们 记 实 数 集 为 及. 

类 似 于 有 理 数 , 我 们 也 可 以 将 实数 集 及 分 割 成 两 个 非 空子 集 A 和 A', 使 得 了 及 = 
AUA' 且 AmA' = 5. 

那么 有 没有 可 能 像 有 理 数 那样 , 存在 一 个 分 割 , 使 A 中 无 最 大 数 且 A' 中 无 最 小 数 ， 
即 实数 集合 还 有 空隙 存在 , 从 而 使 我 们 还 得 引进 新 数 ? 下 一 个 戴 德 金 定理 表明 这 不 可 能 ， 
就 是 说 实数 集中 已 经 不 存在 空隙 , 从 而 建立 了 实数 域 的 完备 性 (也 称 连续 性 ). 


定理 2.2.1 对 于 实数 域 的 任 一 分 割 (A|A'), 必然 存在 一 个 实数 B, 使 得 它 或 者 是 A 
的 最 大 数 , 或 者 是 A' 的 最 小 数 . 


证 明 记 4=ANnQ,4'=A’NnQ. 显然 (4|4') 是 Q 的 一 个 分 割 , 于 是 它 确定 了 一 
个 实数 8 = (4|40). 现在 如 果 6 e A, 则 它 必定 是 A 中 最 大 数 , 因为 否则 , 设 weA 且 
a >.B8, 则 存在 有 理 数 re@, 使 得 a > 7 > PB, 于 是 re A, 因此 ,re 4. 这 与 8 定义 矛盾 . 
若 6eA' 则 同 理 可 证 8 是 A' 中 最 小 的 数 . 口 


有 理 数 中 的 四 则 运算 可 以 通过 适当 的 方式 移植 到 实数 集中 . 例如 , 设 a = (4|41)， 
B= (BIB'), 令 


C={at+blae A,beB}, C={at+blae A’,be B'), 


则 易 证 C, C' 构成 恨 的 一 个 分 割 (C1C"). 我 们 定义 (CIC') = a 十 86. 当然 我 们 还 要 证 明 
用 分 割 定 义 的 实数 运算 与 普通 实数 运算 一 致 . 这 部 分 内 容 可 参阅 文献 [39] 或 文献 [4]. 

实数 集 的 完备 性 可 以 有 多 种 等 价 的 表述 , 这 些 表述 本 身 也 是 实数 的 重要 性 质 , 在 分 
析 中 有 重要 的 应 用 . 这 里 我 们 用 定理 的 形式 列 出 6 种 等 价 的 表述 , 为 此 我 们 先 定 义 一 些 
术语 . 

数列 {an} 称 为 收敛 于 a, 是 指 对 任意 s > 0, 存在 自然 数 N = N(e), 使 得 |a 一 al < es， 
vn > N, 记 作 ,Jim an 二 a 或 an 一 a(n 一 00), 在 不 致 引起 混淆 的 情形 下 , 往往 简 记 作 
a 

数列 {an,} 称 为 基本 列 或 Cauchy 列 , 是 指 对 任意 s > 0, 存在 自然 数 N = N(e), 使 得 
lan 一 am| < s Vn,mzN. 

一 个 数 集 4 称 为 有 界 的 , 是 指 存在 一 正 数 we 民 , 使 得 |a| < 1, Yae 4,/ 称 为 4 的 
一 个 界 ; 4 称 为 上 (下) 有 界 的 , 是 指 存在 一 数 /人 E 民 , 使 得 a < hh (ae> 由 ,Yae47 称 
为 4 的 一 个 上 (下 ) 界 . 显然 , 不 存在 4 的 最 大 上 界 (最 小 下 界 ). 4 的 最 小 上 界 (最 大 下 
界 ) 称 为 4 的 上 (下) 确 界 , 记 作 sup4 或 sup{foloe4l(inf4 或 inffalae 4}). 

闭 区 间 [a, 5] 是 指数 集 [a,b] = {z|a < zx < 0)}, 开 区 间 (a,b) 是 指数 集 (a,b) = {zl|a < 
Zz < 外. 一 个 由 开 区 间 组 成 的 集 族 8 称 为数 集 4 的 一 个 覆盖 , 是 指 对 于 任意 ze A, 必 存 
在 一 包含 z 的 开 区 间 I e 86; 如 果 B 是 由 有 限 个 区 间 组 成 , 则 称 8 是 4 的 一 个 有 限 覆 盖 . 

一 列 闭 区 间 {[an, bn] |n > 1} 称 为 一 个 区 间 套 , 是 指 它 满足 (1) [an, bn] 2 [ant1, bn+1]; 
vn 之 1, 并 且 (2) ,lim (bn 一 an) = 0. 


36 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版) 
在 下 面 的 叙述 中 涉及 到 的 数 都 指 实数 , 而 不 再 特别 说 明 . 下 面 的 几 个 定理 几乎 都 是 数 
学 分 析 中 为 人 熟知 的 . 


定理 2.2.2 任意 上 (下 ) 有 界 的 数 集 必 有 上 (下 ) 确 界 . 
定理 2.2.3 ”任何 单调 上 升 (下 降 ) 而 上 (下 ) 有 界 的 数列 必 为 收敛 列 . 


定理 2.2.4 (区 间 套 定理 ) 设 {[an,bn]|n > 1} 是 一 区 间 套 , 则 必 存 在 唯一 的 实数 
EE€Elan,bnj, Vn > 1, He = jlim an 二 ,lim bn. 


定理 2.2.5 (有 限 覆 盖 定 理 ) 设 B 是 一 开 区 间 族 . 如 果 BB 是 一 有 界 闭 区 间 [a,| 的 
一 个 履 盖 , 则 必 存 在 B 中 有 限 个 开 区 间 组 成 的 [o, 避 的 子 族 和 覆盖 . 


定理 2.2.6 (Bolzano-Weierstrass 列 紧 性 定理 ) 任何 有 界 数 列 必 有 收敛 子 列 . 
定理 2.2.7 {an} 为 收敛 列 <=> {an} 是 基本 列 . 


这 里 我 们 利用 戴 德 金 定理 给 出 定理 2.2.2 的 证 明 , 其 余 定 理 的 证 明 请 读者 自行 完成 ， 
或 阅读 有 关 参 考 书 . 证 明 中 可 遵循 如 下 思路 : 定理 2.2.2 一 > 定理 2.2.3 一 > 定理 2.2.4 一 > 
定理 2.2.5 一 > 定理 2.2.6 一 > 定理 2.2.7 一 > 定理 2.2.2. 


定理 2.2.2 的 证 明 设 M 为 一 上 有 界 的 数 集 , 并 设 4' 表示 M 的 所 有 上 界 组 成 的 数 
集 , 而 4= 及 \4'. 于 是 {4, 4'} 构成 及 的 一 个 分 割 , 记 p= (4|4'). 依据 戴 德 金 定理 , 或 
者 4 有 最 大 数 , 或 者 4' 有 最 小 数 . 对 于 任意 ae 4, a 不 是 M 的 上 界 , 从 而 存在 bE M， 
使 得 b>a. 令 z= 从 , 则 a<z<b, 于 是 从 z <b 和 be M 可 知 , z 也 不 是 MM 的 上 界 ， 
从 而 z e A. 最 后 从 a < z 可 知 a 不 是 M 的 最 大 数 . 由 于 上 述 ae 4 是 任意 取 的 , 故 4 
中 没有 最 大 数 . 这 就 是 说 , 4' 有 最 小 数 1, 它 正 好 是 M 的 最 小 上 界 , 即 上 确 界 . 口 


一 个 数 集 M 称 为 在 及 中 是 稠密 的 , 简称 稠 的 , 是 指 对 于 每 个 ze 及 , 对 任意 6 > 0， 
可 以 找到 一 数 ye M, 使 得 |y - z| < e. 例如 , 有 理 数 集 Q 就 是 及 的 一 个 稠 子 集 . 
在 结束 本 节 之 前 , 我 们 证 明 实数 集 的 不 可 数 性 . 


定理 2.2.8 ”实数 集 耻 是 不 可 数 集 . 


证 明 只 要 证 明 闭 区 间 数 集 [0, 3] 是 不 可 数 的 即 可 . 用 反 证 法 , 假设 [0, 3] 可 数 , 并 且 
[0， 3] 二 {z1, 7z2， wk 中 


将 [0, 3] 三 等 分 成 三 个 子 区 间 : [0, 1], [1,2], [2, 3]. 显然 这 三 个 子 区 间 中 必定 有 一 个 子 区 间 
不 含 z1. 将 该 子 区 间 记 作 五 = [a1,b1]. 然后 再 将 五 三 等 分 成 三 个 子 区 间 , 同样 三 个 子 区 
间 中 必定 有 一 个 子 区 间 不 含 zz, 将 该 子 区 间 记 作 五 = [az,b2]. 如 此 无 限 进行 下 去 , 得 到 
一 区 间 套 {I = [an,bn]|n = 1,2,:…}. 根据 区 间 套 定理 , 存在 唯一 实数 上 € ,Vn > 1. 
显然 & 关 zn, vm>1 但 上 el[0,3], 得 出 矛盾 . 因此 假设 [0,3] 可 数 不 成 立 . 口 
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2.3 ”实数 域 R 中 的 开 集 和 闭 集 


任 给 实数 a 和 b, a .< b, 数 集 (a,b) = {rz € RRla < xz < 6} 称 为 尺 中 的 开 区 
间 , [ao = {zx € 有 Ra < x < 0} 称 为 闭 区 间 , 而 [a,b) = {ze 了 Ra 和 rz< 革 和 
(a,0] = {Zz € 民 |a < x < 06} 叫做 半 开 半 闭 区 间 . 设 zo e 了，6 > 0, 我 们 称 开 区 间 
(zo 一 6,zo 十 6) 为 zo 的 一 个 邻 域 , 记 作 B(xo, 6). 


定义 2.3.1 设 ACR, 称 ZERR 为 A 的 一 个 内 点 , 如 果 存 在 z 的 一 个 邻 域 B(x,6)， 
使 得 B(x,6) C A. 若 4 中 的 每 个 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 4 为 一 个 开 集 . 


显然 , 空 集 @ 和民 都 是 开 集 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.3.1 (1) 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 ; (2) 任意 多 个 开 集 之 并 是 开 集 . 


证 明 (1) 设 4= 门 p_-i1 Ak,， A1，42,… ,An 为 开 集 , 不 妨 设 4 头 8B. 对 于 任意 
的 z € 4, 我 们 只 要 证 xz 是 4 的 内 点 .事实 上 , 由 于 z e Axk, 有 = 1,2,… ,mi 故 对 
每 个 k = 1 2,…… ,n, 存在 z 的 邻 域 B(z,6k) C Ak. 今 取 5 = min{61,52,… ,6n}, 则 
B(x,6) C B(z,6k) C 4k Vk = 1,2,.… ,n, 因此 B(z,6) C A, 即 z 是 4 的 内 点 . 

(2) 的 证 明 是 显然 的 , 留 作 练习 . 回 


下 面 我 们 讨论 RR 中 开 集 的 构造 . 我 们 将 指出 RR 中 的 任意 开 集 至 多 由 可 数 个 互 不 相交 
的 开 区 间 组 成 . 设 4 是 下 的 一 个 非 空 开 集 , 若 开 区 间 (a,b) C 4, 但 a 4 4 (或 a= 一 00)， 
b 4 4 (或 b= 十 oo), 则 称 (a,5) 为 开 集 4 的 一 个 构成 区 间 . 

注意 一 个 开 集 4 的 任意 两 个 构成 区 间 (a1,b1) 和 (az,b2) 或 者 重合 , 或 者 互 不 相 
交 . 事实 上 , 假定 该 两 区 间 相 交 不 重合 , 比方 说 , bi < bz. 取 z € (qi,b1,) 阁 (az,b2), 则 
a2 之 ZX<bi<b2, 从 而 bi € (a2,b2) C 4, 与 b1 4 4 相 蔬 盾 . 

此 外 , 任意 非 空 开 集 4 至 多 只 有 可 数 多 个 构成 区 间 . 事实 上 , 我 们 可 在 每 个 构成 区 
间 中 取 一 有 理 数 与 该 构成 区 间 对 应 , 显然 不 同 的 构成 区 间 所 对 应 的 这 种 有 理 数 是 不 同 的 ， 
因此 开 集 4 与 有 理 数 域 的 一 个 子 集 一 一 对 应 , 但 后 者 是 可 数 的 , 故 构成 区 间 数 至 多 是 可 
数 的 . 


定理 2.3.2 RR 中 的 任意 非 空 开 集 都 可 以 表示 成 至 多 可 数 个 构成 区 间 {I} 的 并 : 
A = Uk Ix. 


证 明 只 需 证 明 YVz e 4, zx 属于 4 的 一 个 构成 区 间 . 事实 上 , 由 于 4 是 开 集 , 必 
存在 一 个 邻 域 B(x;65) C 4. 令 52 = sup{6 > 0|[z,z 十 6) C A}. 如 果 62 关 oo, 则 
b= 十 62 4 4, 因为 否则 的 话 , 有 一 邻 域 B(x,e) C 4, 从 而 [z,z 十 se) C 4, 这 与 9 的 定义 
相 矛 盾 . 类 似 地 , 若 令 6 = sup{6 > 0|(z 一 0zlc4} 则 当 6 关 co 时 ac=z 一 0lc4. 
于 是 (ab) 是 4 的 一 个 构成 区 间 . 口 


定义 2.3.2 设 ACR 民 . zx E 恨 称 为 A 的 一 个 极限 点 , 是 指 存在 一 列 {zk| 风 >TC 
A\{z}, 使 得 zk 一 TZ(k 一 oo), 这 里 {Zz} 表示 仅 含 并 的 单 点 集 . 如 果 4 包含 其 所 有 的 极 
限 点 , 则 称 4 为 闭 集 . 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


. 注意 4 的 极限 点 未 必 在 4 中 , 例如 , 1 是 区 间 [0,1) 的 极限 点 , 但 1 不 在 [0,1) 中 . 


定理 2.3.3 设 ACR 民 ,那么 (1) 为 了 Z 是 4 的 极限 点 , 必须 且 只 需 对 于 z 的 任意 邻 
域 B(x;6), 有 B(z;6) 赂 (4A\{2z}) 关 2, 也 即 对 于 任意 6 > 0, B(x;6) 中 含有 异 于 Z 的 属于 
A 的 点 ; (2) 为 了 A 是 闭 集 , 必须 且 只 需 4 的 余 集 4e 是 开 集 . 


证 明 (1) 的 证 明 是 明显 的 , 留 作 练 习 , 今 证 (2)， 根据 定义 , 4 是 闭 集 当 且 仅 当 
车 Y6 > 0, 4n B(z;,6) #2, 则 ze A， 而 这 又 等 价 于 , Vz 4 4, 35。> 0 使 得 
B(x;6z) 巾 A= 2. 于 是 Vz € 4e, 36s > 0 使 得 B(x;6s) C 45, 这 正 是 说 hc 是 开 集 . 口 


利用 定理 2.3.2 和 De Morgan 法 则 , 易 证 如 下 定理 . 
定理 2.3.4 (1) R 中 任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 ; (2) RR 中 有 穷 个 闭 集 之 并 是 闭 集 . 


推论 2.3.1 设 A 为 恨 中 的 闭 集 , B 为 恨 中 开 集 , 那么 A\B 是 闭 集 ,而 B\A 是 
开 集 . 


2.4 了 中 的 测度 论 


“测度 ”是 通常 的 长 度 、 面 积 和 体积 概念 对 任意 集合 的 推广 . 测度 论 及 建立 在 测度 论 
上 的 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 被 称 为 “现代 分 析 的 开端 ”, 它 不 仅 重建 了 微 积分 的 基本 定理 ， 
而 且 大 大 扩大 了 微 积 分 的 使 用 范围 . 在 展开 勒 贝 格 测度 讨论 之 前 , 我 们 先 来 分 析 一 下 黎 曼 
积分 . 区 间 [a,6] 上 函数 f 的 黎 曼 积分 是 如 下 黎 曼 积 分 和 的 极限 


n 
| IO = Be, (eae 


这 里 取 分 割 &a = zo < z1 < … < zn = b,x 是 小 区 间 (zk_1,zx) 中 的 任意 点 ,Ak = 
Zk 一 Zk-1. 注意 若 f 在 各 小 区 间 (x4_1, zk) 上 的 值 变 化 很 大 , 则 其 黎 曼 积 分 就 不 存在 . 因 
此 , 黎 曼 积分 基本 上 是 为 连续 函数 设计 的 , 这 样 就 把 应 用 中 大 量 的 函数 排除 在 可 积 函 数 类 
之 外 , 从 而 给 应 用 带 来 很 多 麻烦 . 这 种 黎 曼 意义 下 古典 积分 理论 已 不 足以 解决 数学 分 析 中 
的 许多 问题 . 为 了 克服 黎 曼 积分 理论 上 的 上 述 局 限 性 , 必须 改造 原 有 的 积分 定义 . 

勒 贝 格 在 设计 新 的 积分 时 采用 新 的 思路 , 不 是 通过 分 割 自 变量 区 域 , 而 是 通过 分 割 函 
数值 域 来 构造 积分 和 : 假定 函数 f 在 区 间 [a,6] 有 界 , m < f(z) < M, Vz e [a,9]. 作 值 域 
[Im, M] 的 分 割 

=v < 


令 
E={r|y 11) mma Sr < nt 
对 应 于 上 述 分 割 的 积分 和 为 jr_j 入 m(Bk), 其 中 入 € [yk-1,Yk], 而 m(Bn) 表示 集 Eh 


的 “长 度 ”. 这 样 定义 积分 和 的 优点 是 我 们 可 以 取 分 割 很 细 使 得 yi 一 yi-_1 很 小 , 从 而 达到 
积分 和 收敛 , 其 极限 值 正 是 新 定义 的 了 的 勒 贝 格 积分 . 但 新 的 困难 也 随 之 出 现 了 : 我 们 如 


ep Oe Sa 
何 来 理解 一 般 点 集 的 “长 度 ” 呢 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 勒 贝 格 测度 理论 的 内 容 , 它 是 勒 贝 
格 积分 的 基础 
我 们 从 点 集 的 外 测度 开始 . 设 互 cR, 若 {I |k 之 1} 是 及 中 可 数 个 开 区 间 组 成 的 集 
族 , 满足 互 c Uee ， I, 则 称 {I |k < 1} 为 巨 的 一 个 可 数 开 覆 盖 . 下 面 我 们 用 |7| 表示 区 
间 了 的 长 度 . 


定义 2.4.1 设 马 C 民 . 我 们 令 


m8) int | Dm 


k=1 


{|k 之 直 为 马 Ta 


m*( 轧 ) 叫做 点 集 巨 的 勒 贝 格外 测度 ,简称 外 测度 


注意 这 里 的 和 Ri | 六 | 允许 取 十 co. 因此 从 定义 看 出 , 点 集 马 的 外 测度 mm* (五 ) 是 
一 个 确定 的 非 负 实数 或 +oc. 


例 2.4.1 RR 中 的 任意 可 数 点 集 瑟 的 外 测度 mm*( 瑟 ) = 0. 事实 上 , 设 E= {rn|n> 
有 
开 覆 盖 , 且 > ;| 浆 | < 2e. 因此 , 0 < m*(E) 和 2e. 由 于 s > 0 的 任意 性 , 我 们 得 到 
Ti () 三 0. 

特别 地 , 及 中 所 有 有 理 数组 成 的 数 集 @ 的 外 测度 为 零 . 口 

定理 2.4.1 ”外 测度 mm*( 瑟 ) 具有 如 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 : m*(E) > 0, m*(@) = 0; 

(2) 单调 性 : El C Ez 一 m*(EB1) < m*(E,); 

(3) 次 可 数 可 加 性 : m* (Uni En) < Dn1m*(En)， 

这 里 轧 , Bl，E2,:…… 均 为 民 中 任意 点 集 . 


证 明 (1) 从 定义 直接 推出 ; 为 证 (2), 只 需 注意 Bz 的 可 数 开 有 覆盖 必定 是 Bi 的 可 数 开 
覆盖 ; 下 面 证 明 (3): Ve > 0,Ym e N, 由 外 测度 定义 , 存在 E 的 可 数 开 履 盖 {12 |k > 1} 
使 得 

EB Ce Me es mn CE 2 Ye 
k==1 k=1 


但 {I2Ik>1,n>1} 是 UY] En 的 可 数 开 和 覆盖 , 因此 


m* (L 5.] 二 Do mle,) +e: 


由 于 e > 0 的 任意 性 , 从 上 式 可 知 结论 (3) 成 立 . 口 


例 2.4.2 对 于 恨 中 的 开 区 间 了 ,有 m*(7) = |1l. 
若 了 为 无 穷 区 间 , 则 上 述 结论 显然 成 立 , 因此 我 们 考察 有 界 区 间 了 = (a,b). 于 是 
Ve > 0, I = (a 一 e,b 二 e) DI 由 外 测度 定义 可 知 m*(7) < |I|= |I| 十 2e, 从 ee >0 的 任 


意 性 得 到 m*(7) < |1|. 现在 设 {Ik |k > 1} 是 了 的 任意 一 个 开 覆 盖 , 由 于 了 是 有 界 闭 集 ， 
依据 有 限 覆 盖 定理 , 存在 {I |k > 1} 的 有 限 子 集 族 {I4,, Tks，,… , Ik,} 使 得 TC U3 Ix,: 
显然 我 们 有 


n Do 
< Do lls SI, 
3=1 k=1 


由 此 可 得 | 了 | = m*(7). 这 样 我 们 证 明了 m*(7) = |1l. 

另 一 方面 , 由 外 测度 的 单调 性 有 mm*(T) < m*( 站 ), 显然 我 们 有 了 = (cb U {a,b}. 根 
据 例 2.4.1 的 结果 , rn*({fa 好 ) = 0. 因此 , 由 外 测度 的 次 可 加 性 有 m*(7) < m*(7), 从 而 
三 而 (二 人 口 


外 测度 能 否 作为 民 中 点 集 的 “长 度 ” 度 量 呢 ? 自然 地 , 我 们 希望 , 当 两 个 点 集 刀 和 了 契 
不 相交 时 , 集合 UF 的 “长 度 ” 应 该 等 于 巨 和 F 的 长 度 之 和 . 但 是 对 于 外 测度 , 有 反例 
表明 这 种 可 加 性 一 般 是 不 成 立 的 . 这 里 的 所 谓 可 加 性 是 指 : 

(1) 有 限 可 加 性 


m (EUF)=n (Dn (FR) VE,FCR, BNP = 


(2) 可 数 可 加 性 
mm” (DL am) 一 Dm*(E:), VE C R, EN BE; = ok?)). 
k=1 ~ k=1 


引 理 2.4.1 上 述 有 限 可 加 性 和 可 数 可 加 性 是 等 价 的 . 
证 明 只 需 证 明 (1) 一 > (2). 由 (1) 可 知 对 于 任意 ne N, 有 


mm” (L 5 三 y mr(BEh)， 
k=1 k=1 


于 是 我 们 有 
Ym’(E:) = (b ] < Ym’ (BE). 
k=1 k=1 k=1 
在 上 式 中 令 n 一 co, 即 得 到 外 测度 的 可 数 可 加 性 . 口 


对 于 集合 的 测度 ( 即 “ 长 度 ”) , 可 加 性 的 要 求 是 很 自然 的 . 既然 外 测度 不 可 能 对 所 有 
的 点 集 具 有 可 加 性 , 于 是 退 而 求 其 次 , 我 们 干脆 把 民 中 的 集合 分 成 两 类 : 可 测 集 类 和 不 可 
测 集 类 . 民 中 使 得 外 测度 具有 可 加 性 的 集合 属于 可 测 集 类 , 否则 属于 不 可 测 集 类 . 

下 面 我 们 来 分 析 一 下 可 测 集 应 该 满足 什么 样 的 条 件 . 开 区 间 应 该 是 可 测 集 . 设 开 区 间 
了 被 一 个 可 测 集 分 为 互 不 相交 的 两 部 分 : 工 = (TIn 玉 )UUmnEe). 我 们 自然 希望 可 测 集 
之 交 仍 然 是 可 测 的 . 于 是 由 可 加 性 应 该 有 


mm*(T) =m INE)+m(INE.). (2.4.1) 
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下 面 我 们 证 明 , 如 果 式 (2.4.1) 对 所 有 开 区 间 了 成立, 则 有 
mT)=mTNE)+mTNE), vTCR. (2.4.2) 
为 此 , 利用 外 测度 的 次 可 加 性 , 我 们 只 需 证 明 
mT)>m TNE)+mTNE), VTCR. (2.4.3) 
当 m*(T) = oo 时 式 (2.4.3) 显然 成 立 , 因此 我 们 可 以 假设 m*(T) < oo, 于 是 根据 外 
测度 的 定义 , Ve > 0, 存在 了 的 可 数 开 覆盖 {I |k > 1}, 满足 


De 
》 | 及 | < mx*(7) +e. 
4 一 1 


由 此 利用 外 测度 的 单调 性 和 次 可 加 性 , 从 式 (2.4.1) 可 得 


mTNE)+m (TNE') 


cm (ln) Pr 


= (Owna +m* (Vana) 
k=1 


= 


< > [me (Ti NE) Em (TTB)| 
k= . 
一 Ym’ (1x) = le| < m*(T) Wa 
k=1 


最 后 由 e 的 任意 性 可 得 式 (2.4.3) 成 立 . 回 

这 样 , 式 (2.4.2) 给 出 了 一 般 可 测 集 应 该 满足 的 条 件 , 于 是 我 们 提出 可 测 集 的 如 下 
定义 . 

定义 2.4.2 民 中 点 集 马 称 为 可 测 的 , 是 指 它 满足 条 件 (2.4.2). 可 测 集 五 的 外 测 
度 m*( 轧 ) 叫做 瑟 的 勒 贝 格 测 度 , 简称 测度 , 并 记 作 m( 思 )， 特别 当 可 测 集 轧 的 测度 
m() = 0 时 , 集合 马 叫做 零 测 集 . 

容易 验证 为 了 一 是 零 测 集 , 必须 且 只 需 m*(E) = 0. 由 此 易 见 零 测 集 的 任意 子 集 都 
是 零 测 集 . 

条 件 (2.4.2) 通常 称 作 Caratheodory 条 件 , 它 等 价 于 

m(AUB)=m*(A)+m*(B), vACE,BCE:. (2.4.4) 


事实 上 , 若 式 (2.4.2) 成 立 , 则 取 了 = 4 UB 即 得 式 (2.4.4); 反之 , 若 式 (2.4.4) 成 立 , 则 取 
A Ee (2A 


例 2.4.3 设 轧 CR 为 可 测 集 ,请 为 零 测 集 , 那么 BUF 也 是 可 测 集 , 并且 m(EUF) = 
m(E). 
事实 上 , 对 于 任意 的 TC 及, 我 们 有 


TGRE) = (TD) ENE 
TN(BUF) = (TNE°)NF:: 
于 是 


mTN(EUF)+m (TN(EUF)) 
<mTNE)+mTNF)+mTNE') 
<m (TNE)+m(F)+m (TNE') 
=mTNE)+m TNE = m(T), 


从 而 吾 U 玉 也 是 可 测 集 ， 最 后 , 从 m(E) < m(BUF) < m(E) 十 m(f) = m(B) 可 得 
m(EUF)= m(E). 口 


定理 2.4.2 下 中 的 测度 具有 如 下 性 质 : 

(1) 设 瓦 C 了 下 可 测 , 则 五 c 也 可 测 ; 

(2) 设 马 ,下 C 民 可 测 , 则 五 UF, 忆 NF,B\NF 蕴 可 测 ; 

(3) 设 i, Ez,… 为 取 中 的 一 列 可 测 集 , 则 UP Bk 和 门 Bi 也 是 可 测 集 ; 进而 
若 还 有 EB; 赂 B; = 8B, Vi 关 j， 则 有 如 下 可 数 可 加 性 


mm (Lb a 王 >》 (及 ). (2.4.5) 
k=1 k=1 


证 明 (1) 只 需 注 意 (Bc): = ,于 是 YT C R, 有 
mTNE)+mTN(E))=m (TNE)+mTNE) = m(7). 
(2) YT C RR, 了 可 分 解 成 T=AUBUCUD, 其 中 
A=(TNE)\F, B=(TNF)\E, C=TNENE, D=T\(EUF,). 


容易 看 出 4A, B,C,D 互 不 相交 , 并 且 AUC=TNE, BUD=TNZEc. 于 是 由 可 测 可 
推出 


m*(T)=m(AUC)+m*(BUD). (2.4.6) 
现在 取 卫 =AUBUCOC, 则 AUC=TNE, B=TNBe. 因此 


m(AUC)+m’*(B) =* (A4UBUC). (2.4.7) 
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再 利用 FF 的 可 测 性 , 取 72 = BU D, 并 注意 到 (DUB)NF=B,(DUB)NF*=D, 我 
们 有 
m(DUB)=m*(B)+m’*(D). (2.4.8) 
于 是 从 式 (2.4.6)~ 式 (2.4.8) 得 到 
m*(T) = m*(D)+m*(AUBUCOC) 
(PENNEUPDEm TIN(EVF)), 

由 此 即 得 巨 UF 可 测 . 再 利用 De Morgan 公式 , 有 EBNF = (BUF°)s, 可 知 刀 NF 也 
可 测 , 而 怠 \F 的 可 测 性 则 由 \f = BN Fe 推出 . 

(3) 对 于 任意 ne N, (J?_1 Ek 的 可 测 性 由 已 证 的 (2) 推出 . 我 们 先 讨论 BE 互 不 相交 


的 情形 . VT Cc RR, 在 可 测 性 的 等 价 条件 (2.4.4) 中 取 4 = TN i, B= 了 TN EB2. 注意 到 
MW ep pep (Gu 


mTN(BUE)) =m (TNE)+m (TN Eo). 


于 是 应 用 数学 归纳 法 可 得 


m* (rr (L m)) = Sm:(T N Ex). (2.4.9) 


一 大 一 二 


现在 我 们 对 于 集合 瑟 = 出 已; Bn 验证 可 测 性 条 件 (2.4.2). 为 此 不 妨 假定 m*(T) < 
co. 注意 到 TNB= WU 之 1(TN Bx), 我 们 有 


mTNE)S Ym (TN EE), 

k= 
但 Ur_i Bx 是 可 测 集 , 因此 
me (TY) "(zn (Um)) +m (rn(Ua)) 
R=1 入 一 六 
于 是 利用 外 测度 的 单调 性 , 有 
mTUE)<m (rn (Lb 5] | = Sim:(TN Eh). 
由 此 可 得 


mTUE+mTUE) SMmT)+ > mTN BE). 
大 一 有 十 1 


但 从 m*(T) < co 可 知 级 数 7px(Tn 本 ) 收敛 , 从 而 mm*(TU 玉 +m*(TUBe) < m*(T). 


由 此 推出 集合 Use Ei 的 可 测 性 . 


“we 


oa 

为 证 可 数 可 加 性 , 根据 引 理 2.4.1, 只 需 证 明 m(Bi U E2) = m(1) 十 m(B2)， 由 于 

BiNn Ez = 8%, 故 Ez C Ef. 因此 从 可 测 集 的 等 价 条 件 (2.4.4), 立即 得 出 m(Bi U EE;) = 
最 后 , 我 们 考虑 一 般 的 可 测 集 序列 {En|n 1}. 令 


n—l1 
Fsp, B= peN (UL a)， vn>2, 
= 
我 们 有 UP , = U1 En. 但 容易 看 出 , {|n > 1} 是 两 两 不 相交 的 序列 , 因此 由 上 
面 已 经 证 明 的 部 分 结论 可 知 J 1 妃 , 是 可 测 集 . 各 


上 面 我 们 定义 了 可 测 集 , 并 讨论 了 可 测 集 的 一 些 基本 性 质 . 人 们 自然 要 问 , 究竟 什么 
样 的 集合 才 是 可 测 的 呢 ? 一 般 来 说 , 对 于 给 定 的 集合 EE, 验证 条 件 (2.4.2) 并 不 是 一 件 容易 
的 事情 . 但 我 们 希望 , 至 少 实际 常 出 现 的 像 开 集 、 闭 集 这 样 的 集合 应 该 是 可 测 的 . 实际 上 ， 
我 们 有 如 下 定理 . 


定理 2.4.3 了 慌 中 的 任意 开 集 和 闭 集 都 是 可 测 的 . 
在 给 出 定理 的 证 明之 前 , 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 


引 理 2.4.2 设 了 = (b,c), J= (ad) 是 下 中 的 两 个 开 区 间 , 满足 a<b<c<d, 并 
且 @a 允许 取 一 00, 而 d 允许 取 十 co. 那么 对 于 任意 全 C 取 ,有 


m (TNATUTNIN = (PND Em ); 


证 明 任 取 (TN7)U(TN Je) 的 一 个 可 数 开 覆盖 {1% |n > 1}. 我 们 可 以 把 每 个 区 间 
In 至 多 分 解 成 3 个 小 开 区 间 , 使 得 其 长 度 之 和 等 于 |I|, 并 且 每 个 小 区 间 又 不 可 能 同时 
与 和 ye 相交 . 这 样 我 们 把 可 数 开 覆盖 {I, |n > 1} 分 解 成 两 组 开 区 间 {1|n > 1} 和 
{及 |n 之 1}, 使 得 {及 |n > 1} 是 TNT 的 可 数 开 覆 盖 , 而 {及 |n > 1} 是 TN Je 的 可 数 
开 和 覆盖, 并 且 


Co 


Sh l= DT |: 
n=1 n=1 n=1 

反之 , 若 {及 |n > 1} 和 {及 |n > 1} 分 别 是 TNT 和 TN Je 可 数 开 覆盖 , 则 显然 
{及 ,有 |Inzz1} 是 (TNT)N(TNJe) 的 一 个 可 数 开 和 覆盖 . 由 此 不 难 推出 所 需 结论 . 口 


定理 2.4.3 的 证 明 ”由 于 闭 集 的 余 集 是 开 集 , 因此 我 们 只 需 证 明 开 集 的 可 测 性 就 够 
了 . 但 我 们 知道 , 及 中 任意 开 集 可 以 表示 成 可 数 个 构成 区 间 之 并 , 因此 问题 归结 为 证 明 
任意 开 区 间 的 可 测 性 . 不 妨 设 工 = (a,b) 是 有 穷 开 区 间 . 对 于 任意 充分 大 的 ne N, 令 
了 Ih == (a 十 1/n,b 一 1/n). 注意 当 n 充分 大 时 , a 十 1/n <b 一 1/n. 于 是 根据 引 理 2.4.2， 
VT C 民 , Vn € N, 从 外 测度 的 单调 性 可 得 


mT) mTNT) UTNT)) =m (TN) + mTNI). 
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由 此 可 见 , 为 了 证 明了 可 测 , 只 需 证 明 lim m*(TN mm) = m*(T Nn 用 . 注意 到 
0 二 生 不 而 罗 三 宽 站 友 ) 用 三光 仙人 古 为 此 妥 呈 融 王 明 
lim m*(I \ In) = 0. 下 面 我 们 就 证 明 这 一 事实 . 令 凡 = (a 一 1/n,a+1/n), = 
(=1/75 十 1/n); Vn > 1 显然 TN G3 贱 NV 入 2 是 NE 的 二 个 开 役 者 ， 
但 |. 嫩 | 十 |.J2 = 4/m, 故 m*(T\ 三 ) 二 0(n 二 00). 口 


下 面 给 出 一 个 不 可 数 而 又 测度 为 零 的 集合 的 例子 , 即 康 托 集 . 


例 2.4.4 从 线段 Ci = [0,1] 出 发 . 取 走 中 间 的 1/3 开 区 间 , 即 取 走 (1/3, 2/3), 得 到 
C2 = [0, 1/3] U [2/3, 1. 然后 , 再 分 别 取 走 [0,1/3] 及 [2/3,1] 中 间 的 1/3 开 区 间 , 得 到 Cs. 
继续 这 个 过 程 , 我 们 可 以 构造 Cu n = 1,2,:…. ( 见 图 2.4.1). 定义 


C 称 为 康 托 集 , 它 是 一 个 不 可 数 集合 . 因为 如 果 将 [0,1 上 的 点 用 三 进 制 数 , 则 
C= {0.aiazas.… |ai € {0,2}}. 


显然 , 它 不 可 数 . 它 的 测度 为 零 , 这 是 因为 , Ci 的 测度 为 


IGi| = (六 3 


3 
加 

Ci 

0 1 
C2 

0 1/3 2/3 1 
Cs 

0 19 29 13 23 79 89 1 
Cu mf 

01/27 sai 碳 1 


2.4.1 康 托 集 


康 托 集 具 有 自 相 似 性 质 , 即将 它 的 一 部 分 放大 , 仍 与 全 体 一 样 . 按照 Hausdorf 测度 
(参见 2.6 节 ) 可 以 得 出 , 它 的 维 数 小 于 1 (dim = 0.6309...).“ 自 相似 ”与 “分数 维 ”在 复 
杂 系 统 研究 里 十 分 重要 . 
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2.5 ”可 测 函 数 
定义 2.5.1 设 马 CR 是 一 可 测 集 . 考察 函数 有 :万 一 有 R. 如 果 VaeE 惧 , 忆 的 子 集 
E(fraj={s|f(2) >0, % EE} 
是 可 测 集 , 则 称 了 为 妃 上 的 可 测 函 数 , 简称 矿 为 可 测 函 数 . 
定理 2.5.1 设 f 是 可 测 集 轧 上 的 可 测 函 数 , 则 对 于 任意 的 a € 下, 下 列 4 个 集合 都 
是 可 测 的 : . 
Ei(f,a)= {zlf(r)> a x EB} Eo(f/a)= {rz|/(5) < oa, we Ey} 
Es(f,a) = {z|f(z) < a, TE BE}, Elfra)= {7|f(2)=a, 2 €B}. 


证 明 注意 Va € RRR， 


Ei(f,a) = 人 E2(f,a) = E\Ei(f,a), 


n=1 


Es(f,a) = E\E(f,a), Ea(f,a) = Ei(f,a) N Es(f,a), 
从 而 根据 可 测 集 的 性 质 可 得 这 4 个 集合 都 是 可 测 集 . 口 


注 (1) 在 可 测 函 数 的 定义 中 可 以 用 轧 (f,a)，E2(f,a)， Ea(f,a) 中 的 任意 一 个 集合 
代替 EB(f,a). 

(2) 设 M 是 下 的 一 个 稠 子 集 , 那么 在 可 测 函 数 的 定义 中 , 任意 实数 a 可 用 任意 r Ee M 
代替 , 即 要 求 Vr E JM, 忆 (f,7) 是 可 测 集 . 读者 可 作为 练习 自行 证 明 . 


例 2.5.1 可 测 集 巨 上 的 常 值 函数 f(z) = ec 是 可 测 函 数 , 这 是 因为 Ya e RR， 


E(f,a) = 和 若 a<< 忆 
Dre 
口 
例 2.5.2 定义 在 任意 零 测 集 上 的 函数 都 是 可 测 的 , 这 是 因为 零 测 集 的 任意 子 集 都 是 
可 测 集 . 口 


例 2.5.3 设 互 C 了 下 , 定义 互 上 的 特征 函数 xz 为 


1， 逢 ZE 也， 
co-| 
0, 车 zERVNE 


那么 集合 和 函数 Xe 同时 可 测 或 同时 不 可 测 . 口 


de 0 

例 2.5.4 设 f 是 闭 集 EC 民 上 的 连续 函数 ,那么 f 是 巨 上 的 可 测 函数 . 这 是 因为 
Va € R, {z|f(z) > a, ze 五 } 是 闭 集 . 口 

今后 , 有 时 为 记号 简单 起 见 , 集合 {zx | f(z) > a, ze 五 } 等 中 的 集合 一 在 不 发 生 混淆 
的 情况 下 将 被 略 去 , 简 记 作 {zx | f(z) > a} 等. 

设 矿 为 可 测 集 瓦 C 了 及 上 的 可 测 函 数 ，Po CB 为 一 零 测 子 集 , 则 任意 改变 f 在 Bo 上 
的 值 并 不 影响 f 的 可 测 性 . 此 外 , f 在 马 的 任意 可 测 子 集 fF 上 仍然 是 可 测 的 , 这 是 因为 
va€R, 

{HL > TE EA) So we}: 

设 妃 = U2 Ek, 诸 Bk 是 及 中 互 不 相交 的 可 测 集 . 假定 在 每 个 下 上 是 可 测 的 ， 

那么 f 也 是 妃 上 的 可 测 函 数 . 这 是 因为 


{z|f(z) > a 7 € BE}= Ej si ZE Er}. 


EkE=1 

定理 2.5.2 设 f 是 可 测 集 轧 CR 上 的 可 测 函 数 , a € 区 为 任意 常数 . 那么 (1) af， 
|f| 和 |fl? 均 为 可 测 函 数 ; (2) 又 若 f(z) 关 0, Vz EB 则 f(z)-! = 1/f(x) 也 是 可 测 
函数 ， 

证 明 (1) 为 证 af 可 测 , 不 妨 设 a > 0, 于 是 Va e 下 ， 

{zlaf(z) > a} = {z|f(z) > a/a} 

是 可 测 集 . 注意 当 a > 0 时 , {z||f(z)| > oj = {z1f(z) > a}U {z1f(z) < 一 a}, 而 当 
a < 0 时 , {z||f(z)| > a} = 纪 由 此 可 见 |f| 的 可 测 性 . 类 似 地 容易 从 |f| 的 可 测 性 推出 


If 的 可 测 性 . 
(2) 当 f(z) 冯 0, Yz EE 时 ,有 


{z|f(zx) > 0}, 车 a=0， 
{z|f(z) >a}= 4 {zr|f(z) <a-!}N{z|f(z) >0}， 若 a>0, 
{z|f(z) < 1}U{D|f(2)S0}, “ 若 色 < 0. 

于 是 由 f 可 测 推出 f(z)-! 可 测 . 口 


定理 2.5.3 设 f,g 是 可 测 集 媚 C 到 上 的 两 个 可 测 函 数 , 那么 f 土 g, fg 以 及 f/g 
( 若 g(z) 关 0, Vz E 轧 ) 均 为 可 测 函 数 ， 

证 明 利用 定理 2.5.2, 我 们 只 需 证 明 f 一 g 和 fg 是 可 测 函 数 . 设 有 理 数 集 Q 以 
序列 形式 表 成 Q@ = {rk|k > 1}. 根据 Q 在 实数 集 及 中 的 稠密 性 , 对 于 任意 ae RR, 若 
f(z) 一 g(z) > a, 则 存在 某 个 天 使 得 f(z) > rk > a 十 g(x). 由 此 不 难看 出 


{z|f(7) — g(z) > a} = U (zy >mjnfzlgG) < mh — a)), 


于 是 从 f, g 可 测 即 得 f 一 g 可 测 . 又 Yae RR, 有 


9 > 


te a 若 a>0， 


由 此 可 得 |f| 可 测 . 
最 后 , 从 f(z)g(z) = 二 [(f(z) 十 g(z))? 一 (f(z) 一 g(z))3] 可 知 fg 的 可 测 性 . 口 
定理 2.5.4 设 { 记 |j > 1} 是 可 测 集 媚 C 及 上 的 一 列 可 测 函 数 . 若 VZ e 巴 , 存在 
极限 
2 f(z) = f(z), 


则 矿 也 是 媚 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 Yae 民 , 令 


A = {z1f(z) >a+1/n}, Be) = [| A. 
I=k 


显然 , 48) 和 B49 均 为 可 测 集 . 为 证 可 测 , 只 需 证 明 


Ea eb 
k,n=1 
首先 设 zo € EE， f(zo) > a 于 是 存在 一 自然 数 n 使 得 f(z0) > a 十 1/n， 由 
于 万 (zo) 一 f(z0)(i 一 co), 故 存在 k € N 使 得 fj(z0) > a 十 1/n, Vj > 大 因此 
zo € AY), Yj 之 k. 从 而 zo Ee BW CB. 
然后 设 zo e B, 则 zo 属于 某 个 BMW). 因此 zo e A8Y, Yj > 大 即 


fi(z0) > a+1/n, Vi %, 

在 上 式 中 令 j 一 co, 即 得 f(z0) > a+1/n>a. 口 

前 面 我 们 已 经 指出 , 对 于 函数 f : 妃 一 及 , 改变 f 在 零 测 子 集 Bo Cc 妃 上 的 值 , 并 不 
会 影响 f 在 巨 上 的 可 测 性 . 这 就 是 说 , 在 考虑 一 个 函数 的 可 测 性 时 , 零 测 集 是 一 个 可 以 忽 
略 的 集合 . 

定义 2.5.2 设 已 CR 民 为 一 可 测 集 , 4 为 一 个 与 集合 媚 有 关 的 数学 命题 . 若 4 在 万 
的 每 一 点 成 立 , 则 称 A 在 马上 成 立 ; 若 有 一 零 测 集 Bo C 瑟 , 使 得 4 在 瓦 \ Eo 上 成 立 , 则 
称 4 在 媚 上 几乎 处 处 成 立 .“ 几 乎 处 处 ”通常 用 英文 缩写 a.e. 表示 . 

例如 , 设 4 为 “函数 列 大 (z) 一 f(z)”, 并 设 Bo 是 马 的 一 零 测 子 集 ， 如 果 f(z) 一 
f(z) 在 瑟 \ Eo 上 成 立 , 则 称 大 (z) 在 巨 上 几乎 处 处 收 伍 于 f(z), 记 作 f(z) 一 f(z), a.e. 
Fe 


eyes 


再 如 , 设 让 :一 C 玉 一 及 ,Bo CB,m(Bo) =0, 若 f 在 EB\ Eo 上 连续 , 则 称 三 在 五 
几乎 处 处 连续 . 


定理 2.5.5 设 { 记 | 大 > 1} 是 可 测 集 妃 C 及 上 的 一 列 可 测 函 数 . 若 f(z) 二 f(z) 
a.e. 于 万 , 则 有 也 是 一 个 可 测 函数 . 


证 明 设 Bo = {ze 互 | 极限 limkoo 灰 (z) 夭 jz)， 或 不 存在 }， 由 定理 假设 有 
m(Bo) = 0, 故 卫 在 Bo 上 可 测 , 而 从 定理 2.5.4 可 知 f 在 EE\Eo 上 可 测 . 因此 了 在 
E= EoU(E\ Eo) 上 可 测 . 到 


作为 练习 , 读者 可 证 明 如 下 结论 : 设 户 , Bs C 避 为 可 测 集 , 假定 是 也 和 上 的 
可 测 函 数 , 那么 f 在 Bi UE。 上 也 是 可 测 的 . 进而 可 以 将 上 述 结论 推广 到 可 数 个 可 测 集 
bi, bE», So 的 情形 . 


定义 2.5.3 给 定 两 个 函数 f,g: 思 CC 民 一 民 , 称 f 和 g 在 轧 上 是 等 价 的 , 记 作 
厂 ~9, 是 指 f(z) = g(7), a.e. 于 E. 


容易 验证 , 上 面 定 义 的 马上 函数 之 间 的 等 价 性 确实 是 一 种 等 价 关 系 , 即 满足 

(WW Fn 

(2)f~g—g~; 

(3) f~g,g~hs>f~h. 

于 是 我 们 可 以 把 名 上 所 有 可 测 函 数 按 上 述 等 价 关 系 划 分 成 一 些 等 价 函 数 类 , 属于 同 
一 等 价 类 中 函数 彼此 等 价 , 而 不 同等 价 类 中 的 函数 则 不 等 价 . 在 后 面 讨论 勒 贝 格 积分 时 ， 
我 们 将 回 到 等 价 函 数 类 的 问题 . 

下 面 我 们 讨论 匈牙利 数学 家 了 Riesz 引入 的 可 测 函 数列 的 依 测度 收敛 (也 称 度量 收 
敛 ) 概念 , 这 种 收敛 通常 要 弱 于 几乎 处 处 收敛 . 


定义 2.5.4 设 { 所 |k 之 1} 是 可 测 集 轧 CR 上 的 一 列 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , f 
是 如 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 称 {内 |k 之 1} 在 马上 依 测度 收 化 (或 度量 收效 ) 于 帮 ， 
记 作 所 污 f, 是 指 Ve > 0, 有 


dm m({z|lfe(z) — f(z)| >e, 2 € E})=0. 


一 个 自然 的 问题 是 , 这 种 依 测度 收敛 的 极限 是 唯一 的 吗 ? 下 一 定理 表明 依 测度 收敛 
的 极限 函数 在 函数 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 . 


定理 2.5.6 设 { 庆 | 有 >1} 是 可 测 集 轧 CR 上 的 一 列 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ，f 
是 媚 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . (1) 如 果 斥 二 ff 二 9, 那么 f ~ g; (2) 若 太 所 几 
并 且 太一 机 则 及 友 9. 


证 明 (1) 我 们 要 证 m({z |f(z) 关 g(7x)}) = 0. 由 于 
[f(z) — g(2)| < |fr(2) — f(z)| + |fr(z) — g(2)), 


PE 


故 对 任意 自然 数 n, 有 
E(lf — gl,1/n) C E(fe — fl,1/2n) U E(|fi — gl,1/2n), 
” 这 里 对 于 定义 在 上 的 一 般 函 数 f, 我 们 采用 记号 E(f,e) = {z|f(z) > e,z EB}. 因此 
m(E(|f — gl,1/n)) < m(E(lfe = fl,1/2n)) + m(E(|fe — gl,1/2n)). 
在 上 式 中 令 上 一 co 得 到 
m(E(|f — gl,1/n)) =0, vneN. 
但 显然 我 们 有 
{z|f(z) # 9(7)} = U E(|f =— gl, 1/n), 


n=1 
从 而 m({z|f(z) 关 g(z)}) =0, 即 二 = 9 ae. 于 五. 
(2) 现在 设 庆 汉 妨 而 上 ~9 令 EBo= {z|f(z) 9(z)}, 则 m( 西 ) = 0. 记 
已 =B\Eo, 于 是 B=EoUBi.Ye>0, 有 


{Z||fr(z) — 9(2)| > e,z € E} 
= {z||fr(z) — f(z)| > 6,7 € Ei}U {zl||fr(z) — g(2)| > ,x € Eo}. 
注意 {z ||fk(z) 一 g(z)| > sz e Eo} 是 零 测 子 集 , 由 此 可 得 
m({z||fe(z2) — g(2)| > e,z € E}) < m({z ||fr(z) — f(z)| > ,2 € Ei1}) 0(k = 00). 
在 上 式 中 让 大 一 co, 可 知 大 二 9. 口 


定理 2.5.7 ( 勒 贝 格 定理 ) 设 国 为 阴 上 的 可 测 集 , 假定 
(1) m(E) < oo; 

(2) {fk |kk 之 1} 为 吾 上 一 列 可 测 函 数 ; 

(3) fr = f, ae. 于 EE. y 

那 乏 宪 "上 fi3 寺 了 . 


证 明 依据 定理 2.5.5, f 是 媚 上 的 可 测 函 数 . 给 定 s > 0, 令 
Ax = {21|fi(z)— f(z)| 2.7 € BE}, k= 1,2,.…. 


设 Eo={z|fr(z) f(z),T EB}, 则 m(Eo)=0. 令 
3 
;=k k==1 


今 证 BC Eo. 事实 上 , 设 z€ B, 则 ze Bi, Vk > 1. 于 是 VE > 了 存在 自然 数 认 寡 ， 
使 得 ze Aj;, 即 | 记 (z) 一 jz)| 兰 6 故 ze Bo. 于 是 m(B)=0. 

注意 {Bk |k > 1} 是 一 列 单调 递减 的 集 列 , 故 m(Bk) 一 m(B) = 0. 由 于 Ak C Bi， 
故 m(Ak) < m(Bk), 从 而 im m(Ak) = 0, 这 正 是 说 二 了. 口 


上 述 勒 贝 格 定理 的 逆 命 题 不 成 立 , 即 函数 列 的 依 测度 收敛 并 不 意味 着 几乎 处 处 收敛 . 
此 外 , 勒 贝 格 定理 中 的 条 件 m(B) < co 是 必要 的 . 


例 2.5.5 设 包 = (0,o0), 令 
Re 若 Ze(0,m)， 
1， 若 ze (n,o0). 
显然 Yze (0,o00), 有 f(z) 二 0(n 一 oo). 但 {z|l 户 (z) -0 >1T = [n,o0), 因此 所 在 
已 上 不 可 能 依 测度 收敛 到 0. 何 


定理 2.5.8 (Riesz 定理 ) 设 妃 为 取 上 的 可 测 集 , m(B) < oo, 并 设 { 所 |n 之 1} 为 
媚 上 的 一 列 可 测 函数 . 假定 万 抒 户 那 么 存在 { 户 | 元 这 1 的 一 子 列 { 记 |K 之 1}, 使 得 
fn. = jae. 于 五 . 


证 明 取 单 调 递减 正 数列 {ek |k >> 1}, 使 得 sk 一 0( 一 oo); 并 取 正 数列 {6k |k > 
1}, 使 得 6i 十 02 十 … < co. 
对 于 51 和 sl, 由 于 fi 续 了, 故 存在 自然 数 ni 使 得 


m({z||fn(7) — f(z)| > 61) < 061. 
同 理 , 对 于 一 般 的 pk 和 ek, 存在 自然 数 nk > nk-1 使 得 
m({z||fn.(z)— f(r)| > er)) < os VE>L1. 
这 样 我 们 得 到 函数 列 {fi |k > 1} 的 一 个 子 列 {fn | 大 > 1}. 今 证 f4, 一 JE 一 oo)， 
a.e. 于 马 . 事实 上 , 设 


BE;= {zllfn(z) — f(z)| > ex}, Eo= NB; 
k=7 | 


显然 {2; |j > 1} 是 马 中 一 单调 递减 集 列 , 从 而 


im m( 五 ") = m(Eo). 


从 万; 的 定义 可 知 
m(E;) < > ym({z||fis(z)— f(2)| > ek}) < > ok: 
此 二 k=7 


由 此 可 见 , m(;) 0(j 一 co), 从 而 m(E0) = 0. 
今 任 取 zo € EE\ Eo ， 由 于 zo 4 Eo, 故 存 在 ko € N 使 得 zo ¢ Ero, 即 zo ¢ 
{z||fn. (7) — f(z)| > ek}, Vk > ko. 因此 


| jms(zo) — f(zo)| < er, VEk 2 ko. 


这 样 我 们 证 明了 fni (T0) 一 f(zo)(k 一 oo)， 从 而 有 fn ff ae: 于 入: 口 


定理 2.5.9 ( 叶 果 洛 夫 (Egoroff) 定理 ) 设 马 为 民 上 的 可 测 集 , 假定 

(1) m(E) < ooi 

(2) {fn 之 1} 为 巨 上 一 列 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 元 数 ; 

(3) fr = f, a.e. 于 EB, 并且 |f(z)| < co, a.e. 于 五. 

那么 V6 > 0, 存在 可 测 子 集 Bs C 忆 使 得 m(Bs) < 0, 并且 { 记 | 村 这 1 在 五 \ ZE 上 
一 致 收效 于 f. 


证 明 不 妨 认为 和 fF 在 上 处 处 取 有 限 值 . 取 两 个 正 数列 {en|n > 1} 和 
{6n |n 之 1}, 使 得 sn 一 0, 61 + 0 十 … < co. 对 任意 n>1 和 k 之 1, 令 


A = [J{zllj(2)— Fo)| > er 
j=n 
由 定理 2.5.7 的 证 明 可 知 Vk > 1, 有 m(4W)) 0(n 一 co). 于 是 Vk > 1, 存在 nk 
使 得 m(A) < 54, 并 且 nk 一 oo(k 一 oo). 任 给 5 > 0, 取 自 然 数 p 充分 大 使 得 
Op 十 pH 十 <0. 令 
Es = (J 4%), 
k=p 


我 们 有 
m(Es) < > m(AW) < > ok <6. 
k=p 


k=p 
设 z EB\Es, 则 z¢ AW), Vk 之 p, 即 


|f(5) — f(2)| < By Vi > ng, VeE BE Nb. 


上 式 表 明 {|n 之 1} 在 妃 \ Bs 上 一 致 收敛 于 . 中 
直观 地 说 , 这 一 定理 说 明 几 乎 处 处 收敛 与 一 致 收敛 之 间 的 差别 “不 大 ”: 不 一 致 收敛 的 
点 的 集合 的 测度 可 以 任意 小 . 


可 测 函 数 类 显然 要 比 连续 函数 类 广泛 得 多 . 关于 可 测 函 数 的 进一步 性 质 的 研究 , 限于 
篇 幅 , 这 里 我 们 仅 列 出 一 些 重 要 的 结果 , 有 兴趣 的 读者 可 查阅 文献 [96]. 

定理 2.5.10 (和 鲁 金 (Lusin) 定理 ) 设 妃 为 了 上 的 可 测 集 , f : 马 一 民 为 几乎 处 处 取 
有 限 值 的 可 测 函 数 , 那么 Ve > 0, 存在 闭 集 Fi C 五 , m(B\ Fe) < ,使 得 f 在 Ff 上 连续 . 

定理 2.5.11 设 马 为 恨 上 的 可 测 集 , f : 马 一 民 为 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 ， 
那么 Ve > 0, 存在 闭 集 Fe C EE,m(B\ Fe) <e 以 及 定义 在 恨 上 的 连续 函数 p, 使 得 
f(z) 7 2(z)， vz Ee Fe. 

直观 地 说 , 以 上 两 个 定理 说 明 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 与 连续 函数 之 间 的 差别 “不 
大 ”: 不 连续 点 的 集合 的 测度 可 以 任意 小 . 而 下 面 定 理 说 明 这 种 函数 可 用 连续 函数 逼近 . 
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定理 2.5.12 设 马 为 民 上 的 可 测 集 , f :万 -有 R 为 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 逊 数 ， 
那么 存在 定义 在 民 上 的 连续 函数 列 {pn |n 之 1}, 使 得 pn 全 力 ae. 于 妃 . 
下 面 我 们 指出 连续 函数 可 用 简单 的 多 项 式 来 逼近 , 从 而 一 般 的 可 测 函 数 也 可 以 用 多 
定理 2.5.13 (Weierstrass 定理 ) 设 f:[a,b| 一 民 为 连续 函数 , 则 Ye > 0, 存在 多 项 
式 p(Z), 使 得 
(2)= wp(ol<E Veld. 
在 给 出 该 定理 证 明之 前 , 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 


引 理 2.5.1 设 0<z<1, 则 


n 


SO (2.5.1) 
k=0 
Sl — nz)2Orgt(1 — 2) * =nz(l—z). (2.5.2) 


ll 
[= 


证 明 式 (2.5.1) 是 如 下 熟知 的 二 项 式 展开 的 直接 结果 


(aF 0 Oa (2.5.3) 
k=0 


下 面 证 明 式 (2.5.2). 在 式 (2.5.3) 中 相对 a 求 导 后 乘 以 a, 即 得 
> Chharbr t= na(a+ do!. (2.5.4) 
k=0 
然后 在 式 (2.5.4) 中 相对 a 求 导 后 再 乘 以 a, 得 到 
> Okk2atb" kk = na(na+ b)(a 0 2 (2:5.5) 
k=0 
在 式 (2.5.3)~ 式 (2.5.5) 中 令 a = zx, b= 二 1 一 Zz, 然后 分 别 乘 以 n2x?, 一 2nz 和 1, 再 相 
加 即 得 式 (2.5.2). 口 


设 f : [0,1] 一 及 , 我 们 称 多 项 式 


Baal (2) 和 (2.5.6) 


k=0 


为 关于 函数 f 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 
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定理 2.5.13 的 证 明 若 [a,0] 关 [0,1], 则 作 变 换 y = 短 2, 即 z = a 十 (b 一 a)y. 于 是 
当 z€ [a,08] 时 , y € [0,1], 反之 亦 然 . 这 样 g(y) = f(a 十 (5 一 说 区 就 成 为 [0, 1] 上 的 函数 . 
因此 , 我 们 只 要 讨论 [0, 1] 上 的 连续 函数 就 可 以 了 . 

根据 引 理 2.5.1, f(z) 可 以 表示 成 


f(z) = 2 f(z)Cnze(1 一 zj 


k=0 
于 是 


Ge 0 le (2.5.7) 


-7 


由 于 了 在 [0,1] 上 连续 , 故 耻 在 [0,1] 上 也 一 致 连续 , 从 而 对 于 给 定 的 s > 0, 存在 6 > 0 使 
得 当 zi,za e [0,1], |z1 一 2X2| <6 时 有 |f(z1) 一 f(z2)| < s. 现在 取 任 意 固定 的 ze [0,1]， 


|f(z) 一 


令 
M={k||z— Ek/n| <6, k=0,1,.…. ,n)}, 
N= {k||z—k/n| >6, k=0,1,... ,n}. 
于 是 
> f(z)—f (2) Cdn Be) (2.5.8) 
kEM 


记 风 = eS, |f(z)|, 则 有 


D0 -1 (Es) ce -a < -nt -ar 
kEN ? ne 
< 3 py 人 nw) Oror (Lm) r= 2 “27(1 —2) < A (2.5.9) 


这 里 利用 了 z(1 一 z) < 1/4, Vz e [0,1. 今 若 取 n 充分 大 , 使 得 zz < 6 则 从 式 (2.5.8) 
和 式 (2.5.9) 得 到 
| fc) = Bn,(z)| < 2e, Vz € |0,1]. 


口 


推论 2.5.1 设 f:[a,b] 一 民 为 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 那么 存在 一 列 多 项 式 
{pn|n 之 1} 使 得 pn 一 f(n 一 00), a.e. 于 一 . 
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2.6 ”概率 测度 与 Hausdorff 测度 


前 几 节 我 们 讨论 及 上 的 勒 贝 格 测度 , 不 难 将 其 推广 到 及 ”上 . R* 上 的 勒 贝 格 测度 实 
际 上 是 R"” 上 的 长 度 、 面 积 、 体 积 等 的 一 个 直接 推广 . 它 是 勒 贝 格 积分 的 基础 , 也 是 本 章 
的 主线 . 但 实际 上 , 测度 有 很 多 . 例如 , 如 果 m(Q) = 1, m 称 为 概率 测度 . 系统 控制 理论 中 
较 常见 到 的 还 有 黎 曼 流 形 上 的 黎 曼 测度 , 拓扑 群 上 的 Haar 测度 等 , 还 有 在 复杂 系统 研究 
中 极为 重要 的 Hausdorff 测度 . 本 节 我 们 对 一 般 的 测度 作 一 个 简单 介绍 , 作为 特例 , 对 概 
率 测度 与 Hausdorf 测度 作 适 当 介 绍 . 

.定义 2.6.1 (1) 给 定 一 个 集合 Q 及 其 子 集 族 大 C 29. 三 称 为 一 个 go 代数 ,如果 
它 满足 (i) Q € 六 ; (i 如 果 4 € ,那么 A € 大; ( 道 ) 如 果 A; € 下 ,i 二 1,2,-…, 那么 
U2 ex. 

(2) 集合 Q 连同 它 上 的 一 个 go 代数 大 , 称 为 一 个 可 测 空间 , 记 作 (Q, 万). 

例 2.6.1 (1) 设 丰 为 上 的 一 个 o 代数 , 则 ge 大 . 

(2) 设 9 为 任意 集 , 大 := 29, 那么 (0 ,大 ) 是 一 个 可 测 空间 . 大 是 最 细 的 ce 代数 . 

(3) 设 Q 为 任意 集 , 大 := {Q,8}, 那么 (0 ,大 ) 是 一 个 可 测 空 间 . 大 是 最 粗 的 c 
代数 . 口 

定义 2.6.2 设 (Q, 太 ) 为 一 可 测 空 间 . m :大 一 民 称 为 一 个 测度 , 如 果 它 满足 

(1) m(A) > 0,vA EF; 

(2) m(2) = 0; 

(RAE wi 半 轰 


A CQ 称 为 可 测 集 , 如 果 4 e 大 . 


回忆 定理 2.4.2, 我 们 知道 , 勒 贝 格 测度 显然 也 满足 关于 一 般 测度 的 定义 . 那么 , 我 们 
当然 想 知道 , 在 恨 上 到 底 哪些 集合 可 测 , 即 对 于 9 = 及 上 的 勒 贝 格 测 度 , 大 是 什么 呢 ? 
首先 , 我 们 知道 , 开 区 间 是 可 测 的 , 因此 


TZ:={(a,b)la<b,a,beR}URUSGSCE. 
因为 可 测 集 的 可 数 并 及 其 余 集 可 测 , 于 是 有 


5 人 Un 


i=1 %=1 


天 ez) cn 


好 称 为 Borel 集 , 它 是 基本 的 可 测 集 集合 . 
最 后 , 因为 零 测 集 不 影响 测度 , 所 以 总 可 以 将 可 测 集 扩充 到 与 其 相差 一 个 零 测 集 的 集 
合 上 . 一 般 称 此 为 o 代数 的 完备 化 . 所 以 


三 = {C CRR| 存 在 某 个 Be 8, 使 m(CGAB)=0}. 


seeeeeaseesseeeseeeeaseeeeeeeeesseesos5eeesepeesseseeeee 


通常 也 把 完备 化 以 后 的 Borel 集 仍 然 称 为 Borel 集 . 


定义 2.6.3 设 (Qi, 万 ) 及 (Q2, 瑟 ) 为 两 个 可 测 空间 . T : 91 一 Qa 称 为 一 个 可 测 映 
射 , 如 果 每 一 个 可 测 集 的 原 象 可 测 , 即 


nM EF VA E.R. 


(02, £2) = (R, B) 时 ， 可 测 映 射 称 为 可 测 函 数 . 


容易 证 明 , (ai ,万 ) = (R, 8) 时 这 个 定义 与 定义 2.5.1 是 一 致 的 . (见习 题 2.10) 
下 面 给 一 个 简单 例子 . 


例 2.6.2 投 骨 子 , 事件 空间 9 = {1,2,3,4;,5,6}. 将 Q 的 所 有 子 集 作为 o 代数 , 即 
下 = 29. 将 投 出 的 般 子 数 z 作为 一 个 函数 , 则 它 是 一 个 可 测 函 数 . 定义 概率 测度 


P(z =i)=1/6, i=1,2,3,4,5,6. 
则 {Q,, P} 为 一 概率 空间 , z 是 一 个 随机 变量 . 现在 如 果 定 义 
= {2,0,{1,2,3}, {4,5,6}}. 
显然 , 下 是 一 个 o 代数 , 定义 


P(z <3)=1/2, Pl(z>3)=1/2. 


则 {9, 天 , P} 也 是 一 个 概率 空间 . 但 投 出 的 仍 子 数 不 是 一 个 可 测 函 数 . 口 
概率 论 与 随机 过 程 是 系统 与 控制 理论 中 的 一 个 重要 工具 , 本 书 将 在 第 4 ~ 第 5 章 详 
细 讨 论 . 


近年 来 , 由 于 对 复杂 系统 研究 的 需求 , 分 形 几何 与 分 数 维 成 为 一 个 热点 . 对 于 整数 维 
的 事物 , 大 家 都 很 熟悉 , 例如 , 直线 是 一 维 的 , 平面 是 二 维 的 , 球 是 三 维 的 . 但 有 些 东西 的 
维 数 却 不 那么 显然 . 例如 海岸 线 , 由 于 其 高 度 的 曲折 性 , 它 似乎 要 比 一 维 多 . 又 如 康 托 集 
( 见 例 2.4.4), 它 是 零 测 集 , 还 够 一 维 吗 ? 

下 面 再 给 两 个 典型 的 例子 . 类 似 于 康 托 集 , 它们 都 是 通过 多 次 迭代 而 得 到 . 


例 2.6.3 Koch 曲线 ( 见 图 2.6.1). 一 条 线段 , 中 间 1/3 用 等 边 三 角形 两 边 代替 , 得 
到 四 条 边 的 一 折线 . 然后 对 四 条 边 作 同样 的 替代 . 重复 这 个 过 程 , 最 后 得 到 的 就 是 Koch 
曲线 . 口 


例 2.6.4 雪花 . 图 2.6.2 给 出 两 种 刻画 雪花 的 方法 : (a) 表示 将 五 个 小 单元 县 加 到 一 
起 , 然后 将 五 个 新 图 形 再 县 加 , 这 样 不 停 做 下 去 . 为 好 看 , 也 不 妨 每 次 再 将 尺寸 缩 回 原来 
的 大 小 ; (b) 表示 将 一 个 方块 九 等 分 , 取 去 各 边 中 间 的 四 小 块 . 然后 对 剩 下 的 五 小 块 作 同 
样 的 事情 , 一 直 做 下 去 , 最 后 得 到 雪花 . 口 


那么 , 怎样 计算 这 类 几何 形体 的 维 数 呢 ? 我 们 介绍 Hausdorff 测度 . 
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图 2.6.1 Koch 曲线 


号 站 * 
ww ww 
.1 号 
ww we 
上 LN 
号 上 
Ji] Ed 
(a) 
i b= 
区 区 3 
号 怠 -4 


LE] .| 
号 号 钨 号 


图 2.6.2 雪花 
设 玉 CR",0<5<1. 对 于 每 个 0<5<1 可 以 定义 
HS}(F) = inf | 》 2 

4 一 1 


注意 , 一 个 集合 U 的 直径 , 记 作 | 如 |, 定义 为 


ys 路 (2.6.1) 


i=1 


IV|= sup{llz ~ yl||z,y e U}. 


如 果 固 定 s, 则 因 5 越 小 , 容许 的 集合 越 少 , 于 是 下 极限 越 大 . 由 单调 性 , 可 定义 


H°(F) = lim HS(F). (2.6.2) 


如 果 { 玉 1=12…:} 是 RR 中 的 一 组 可 数 的 不 相交 的 Borel 集 , 那么 不 难 证 明 


站 本 -me 


因此 ，E3( 己 ) 是 玉 ” 上 的 一 个 测度 . 与 勒 贝 格 测度 一 样 , 其 可 测 集 为 Borel 集 . 
命 愿 2.6.1 设 FCR*, 入 >0, 记 
AF := {Xz|s € F}. 
那么 
Hs(XF)= 和 NHS(F). (2.6.3) 


证 明 如 果 焉 CU2i 5 且 | 克 | < 6, 那么 AMPC UP; AUi, 且 |AUi| < M6. 根据 定 
义 , 任 给 s > 0, 存在 {Ui}, 使 得 
DIUil < HS(F) +e. 
d=] 


于 是 有 


HSsAF) < >》 AU = >》 Ul < MHI(F)+E. (2.6.4) 


i=1 i=l1 
令 5 一 0 且 考虑 到 se > 0 可 任意 小 ,于 是 有 


HS(AF) < XHS(F). 


同 理 可 知 
s 1 1 ; SS 
H (327) Se (3) Hs(AF), 
即 
NHS(F) < HS(AF). 
于 是 等 式 成 立 . 口 


如 果 五 为 R* 上 的 一 个 可 测 集 , 那么 , F 的 维 勒 贝 格 测度 与 H*() 是 一 致 的 ( 严 
格 地 说 , 差 一 个 不 依赖 于 的 固定 常数 ) [73l. 
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Hausdorf 测度 主要 用 于 测定 物体 的 维 数 . 设 上 > s, FC UP Ui, |UVi| < 6, 那么 
2 i 和 =, 3 wale < 6t—s > lle 
pr 4 和 
因此 , 用 Hausdorff 测度 测量 一 个 物体 FF 时 , 其 值 如 图 2.6.3 所 示 . 当 s 小 于 某 个 邻 


界 值 时 , 测量 值 为 co; 当 s 大 于 这 个 邻 界 值 时 , 测量 值 为 0; 当 s 等 于 这 个 邻 界 值 时 , 测量 
值 可 有 各 种 不 同情 况 . 于 是 , 这 个 邻 界 值 称 为 FR 的 Hausdorff 维 数 . 


: HS(F) 


dimy (F) S 


图 2.6.3 Hausdorff 维 数 


直接 用 Hausdorf 测度 的 定义 来 判定 维 数 是 比较 困难 的 . 在 工程 问题 中 可 用 计算 机 
通过 数值 方法 求 它 . 对 于 自 相似 图 形 , 有 一 种 很 方便 的 方法 计算 它 , 即 利用 命题 2.6.1. 为 
形象 起 见 , 我 们 看 图 2.6.4: 线段 ab, 当 它 的 长 度 增加 一 倍 时 , 会 生成 两 个 相同 的 线段 . 正 
方形 4BCD, 当 它 的 边 长 增加 一 倍 时 , 会 生成 四 个 相同 的 正方 形 , 立方 体 ABCDEFGH,， 
当 它 的 边 长 增加 一 倍 时 , 会 生成 八 个 相同 的 立方 体 . 如 果 我 们 用 K 表示 线 度 增加 的 倍数 ， 
用 W 表示 复制 出 自身 的 份 数 , 那么 下 面 的 公式 是 显然 的 

In(N) 


dim(F) = FR (2.6.5) 


将 式 (2.6.5) 应 用 于 自 相似 图 形 , 很 容易 算出 其 维 数 . 
例 2.6.5 (1) 考虑 康 托 集 C, 如 果 将 线 度 放大 三 倍 , 则 可 得 到 两 份 原来 的 康 托 集 ， 
此 , 康 托 集 的 维 数 为 
_ IC2) 


dim(C) = m0) ~ 63093. 


(2) 考虑 Koch 曲线 KK, 如 果 将 线 度 放大 三 倍 , 则 可 得 到 四 份 原 来 的 Koch 曲线 , 因此 ， 


Koch 曲线 的 维 数 为 
1.26186. 


内 
二 


图 2.6.4” 维 数 与 几何 形体 的 增长 


(3) 考虑 雪花 5S, 如 果 将 线 度 放 大 三 倍 , 则 可 得 到 五 份 原来 的 雪花 图 , 因此 , 雪花 图 的 
维 数 为 
; = (5) 
dim(K) 一 于 BS 1.46497. 


2.7 ” 勒 贝 格 积分 (1) 一 有 界 可 测 函 数 情形 
本 节 着 手 建 立 勒 贝 格 积分 理论 . 前 面 已 经 指出 , 正 是 由 于 黎 曼 积分 的 一 些 缺 陷 , 才 要 
求 新 的 积分 理论 的 诞生 . 黎 曼 积 分 在 理论 上 确实 存在 一 些 严重 弊端 , 比如 , [c, 上 黎 曼 可 
积 函数 列 {fn1k > 1} 的 极限 函数 未 必 黎 曼 可 积 . 为 了 使 
b b 
Jim / f(z)dz = lim (ww) do 
需要 附加 很 强 的 条 件 . 再 如 , [a,b] 上 黎 曼 可 积 函 数 全 体 按照 一 种 很 自然 的 “距离 ” 


b 
pf,9) = | If(0) — glo)l ds, 


并 不 能 形成 一 个 “完备 ”的 空间 . 粗略 地 说 , 黎 曼 可 积 函 数 全 体 在 这 种 距离 下 极限 运算 不 
是 “封闭 ”的 . 我 们 期 望 新 的 积分 能 够 克服 上 述 浆 端 . 

首先 我 们 从 测度 有 穷 的 集合 上 的 有 界 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积 分 开始 . 

定义 2.7.1 设 包 C 民 为 可 测 集 , m(E) < co, 让 : 瑟 一 到 为 有 界 可 测 函 数 ， 从 而 存 
在 常数 c,d 使 得 c < f(z) < d, Vz EB. 作 [c,d| 的 分 割 工 


c=y0 < < < yn=d. 


记 6=6(T) = max (yk 一 Yk-_1), 6 称 为 分 割 卫 的 细 度 , 它 反映 了 分 割 了 分 成 子 区 间 的 精 


1<k<n 
细 程 度 . 令 
Ek ={z | < f(z) < 从 ;ZE 五 }， k= 1, 2 4 


任 取 ék € Was yx] 作 和 式 
32(f,T) = 》 érm( Br:). 
k=1 


如 果 存 在 常数 J 使 得 7 = lim 2(f, 了 ), 这 里 的 极限 过 程 与 区 间 [c,d| 的 分 割 了 无关 ， 
那么 我 们 称 f 在 妃 上 勒 贝 格 可 积 , 极限 J 称 为 的 勒 贝 格 积分 , 记 作 


三 D | ta, 或 简 记 了 = / f(z) dz 


= [w 引 时 , 就 记 作 J= (D) 户 j(z)dz, 或 了 = /f(z)dz. 
Es (f,T) = jx_1 km(Bk) 叫做 函数 f 关于 分 割 工 的 勒 贝 格 和 , 而 


s(f,T) = > ye-1m(Er), S(f,T)= > yem(Br) 
ES=1 


k=1 
则 分 别 叫做 六 关于 分 割 全 的 勒 贝 格 小 和 及 大 和 . 容易 看 出 
s(f,T) < £1,T) < S(4,7). 
于 是 为 证 了 的 勒 贝 格 可 积 性 , 等 价 于 证 明 
lim s(f,7) = lim S$(f,7), 
这 里 同样 要 求 极限 与 分 割 了 无关. 


定理 2.7.1 设 马 C 民 为 可 测 集 , m( 忆 ) < oo, f: 马 一 民 为 有 界 可 测 函 数 , 则 是 
勒 贝 格 可 积 函 数 ， 


证 明 这 里 给 出 的 证 明 类 似 于 黎 曼 积分 理论 中 的 证 明 . 
(1) 设 马 , 屯 是 [c,dq] 的 两 个 分 割 . 我 们 称 T2 比 歼 细 , 是 指 了 TD 的 分 点 包含 了 用 的 
分 点 . 今 证 着 了 TD 比 三 细 , 则 


s(frT1) < s(f,72), i < SFY 


事实 上 , 不 妨 设 T2 比 多 一 个 分 点 , 比如 了:c=yo<Hn<…<yW<:…<wn=d, 
仙人 Toy < < < 


Bin= {zy <fz) <y}, Eiri= {zr|y" < f(z) < yn}. 
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f 关于 分 割 72 的 勒 贝 格 小 和 为 
s(f;B)= (FT) ym(E}1) * ym(E?,1) — ym(Eir1). 


于 十 
s(f,72)— s(f,T1) = yim( Eiri) 福 ym(E?+1) — yim(Bit1) > 0, 

即 s(f, 守 ) < s(f, 了 2). 同 理 可 证 (f,) > (Ff, 了 T2). 

(2) 设 耳 ,T2 是 [c,d] 的 任意 两 个 分 割 , 则 s(f, 卫 ) < 5S(f,T2). 事实 上 , 设 工 为 由 用 
和 的 所 有 分 点 组 成 的 一 个 新 的 分 割 , 显然 T 比 责 和 乳 都 细 . 于 是 根据 已 经 证 明了 的 
结论 (1), 有 

s(f,T1) < s(f,T) < S(F,T) < S(F,72). 
(3) $s= sup s(f,7), 9 洗 inf S(f, 7), 这 里 的 上 下 确 界 是 对 [c,d|] 的 所 有 分 割 工 取 


的 . 对 于 分 割 T, 有 


S(f,T)—s(f,T)= > (ye — ye-i)m(Er) < 6m(E), 


k=1 


这 里 壤 二 ax (Yk 一 yk-1) 为 了 的 细 度 . 由 于 s(f,T) <s < S < S(f, 了 T), 故我 们 有 
IS=s| < | Y= S(TNS Gm(E) 0 0). 


由 此 得 到 s = 5. 

(4) 记 J=s= 5. Ve>0, 取 60 > 0 使 得 60om(E) <e. 于 是 对 于 [c,d] 的 任意 分 割 
(TP) < 时 有 ST) (FT) < 0 的 )E 二 (六 全》 
故 有 

la(F TJ IS DD) = be, 


从 而 lim s(1,T) = lim S(f,T) = J, 即 了 是 勒 贝 格 可 积 的 . 口 


在 上 面 的 讨论 中 要 求 函 数 f 有 界 可 测 , 即 要 求 c < f(x) < d, Vz € EB. 实际 上 , 只 要 
求 几 乎 处 处 有 界 就 够 了 , 即 c < f(z) < d, a.e. 于 EB. 这 是 因为 , 改变 函数 f 在 一 零 测 集 
上 的 值 并 不 影响 函数 f 的 可 积 性 以 及 积分 的 值 . 因此 , 在 下 面 有 关 有 界 可 测 函 数 勒 贝 格 积 
分 基本 性 质 的 结果 中 , “有 界 可 测 ” 可 以 用 “几乎 处 处 有 界 可 测 ” 代 蔡 , 等 等 , 将 不 再 一 一 
著述 . 

定理 2.7.2 设 马 CR 民 为 可 测 集 , m(B) < oo, f,g9: 马 浅 民 为 有 界 可 测 函 数 ,a € 民 
为 常数 , 那么 有 

W [UW + on) = far+ f sl)ar; 


Oo afar =o f fl)ar. 
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证 明 留 作 练习 . 口 

定理 2.7.3 设 妃 C 取 为 可 测 集 , m() < co j : 互 一 下 为 有 界 可 测 函 数 ， 
c<f(z) <d,VzeE. 那么 

ci( 汪 过 / Far < dn(B). 
E 

证 明 任 取 一 自然 数 n, 则 c 一 1/n < f(z) < d+1/n, Vz €& .不 难看 出 , 对 应 区 间 

[c 一 1/n,d 十 1/n] 的 分 割 全 的 勒 贝 格 和 (J, 了 T) 满足 
(c—1/n)m(E) < 3(f,T) < (d+1/n)m(E). 

由 此 让 5 一 0 取 极 限 即 得 所 需 结 论 . 口 


推论 2.7.1 设 已 CR 为 可 测 集 , m( 妃 ) < co, f,g: 忆 一 民 为 有 界 可 测 函 数 ,a € 民 
为 常数 , 那么 有 

(1)m(E)=0=» /NAS0; 

(2 f(r) 0 Ne B=/s/( 人 D0 

(3) f(z) > g(7), Vz € EB => fp f(z)dz > fs 9(2)dz; 

(4 (2) =a, Vr € B=> fms = oi(B): 

定理 2.7.4 设 已 CR 为 可 测 集 , m( 忆 ) < co, 假定 媚 = UP 妈 ;, Bi, 2,… 为 一 
列 互 不 相交 的 可 测 集 . 若 厂 : 妃 一 下 为 有 界 可 测 函 数 , 那么 


/ a > 下 far. 


证 明 首先 考虑 巨 = Bi UEo, BiNE2=. 设 c< f(z) <d,Vze 艺 ,并 设 T 是 
[c, 可 的 一 个 细 度 为 6 的 分 割 . 设 f 在 El 和 Es 上 的 对 应 于 分 割 T 的 勒 贝 格 小 和 分 别 为 
s1(f,T) 和 s2(f,T). 容易 看 出 


s(f, 了 = 2 机 sa(f, T). 
然后 让 5 一 0 即 得 


| sar = £ Jodz+ 人 f(z)dz. 
利用 数学 归纳 法 可 证 , 若 巨 是 互 不 相交 的 有 穷 个 集合 页, BE2,… , En 之 并 , 则 有 


| tar 3 f(r)dr: 


最 后 考虑 E= Uj bE; 的 情形 . 仿 Fn+1 J bE;, 则 Ei, E>, Ri) En,, Fnt+1 互 
不 相交 ， 并 且 好 二 (pe E;) U J 因此 


| f(a = Bk oart f(z)dz. 


注意 到 m( 忆 1) 一 0(n 一 co), 我 们 有 


而 f(z)dz 


由 此 即 得 所 需 结论 . 口 


推论 2.7.2 设 轧 CR 为 可 测 集 , m( 刀 ) < oo, 让 : 妃 - 职 为 有 界 可 测 函 数 . 那么 


(1) |fs f(z)dz| < fs |f(z)ldz; 
(2) 车 jz) >0( 或 <0),vzE€EEB, 并 县 [f(z2)dx 三 0, 那么 f(x) 二 0; ae. 于 万 . 


< (lc| +|a)m(Fnri) 一 00 一 co). 


证 明 (1) 令 九 = {z|f(z) > 0}, Bz = {zx|f(zx) < 0}, 则 EB 和 Es 为 可 测 集 ， 
互 = Ei U Ez, EinN Ez = 2. 于 是 根据 定理 2.7.4 


fle)dz| =|/ rilaz- /rejlaz 
E 五 1 五 2 
< 上 alaz+ (le = /ralaz 


(2) 令 Eo = {z|f(z) > 0,z € E}. 从 假设 可 知 /5 f(z) dz = 0. 任 取 自 然 数 n, 令 
En = {Z|f(z) > 1/n,z eB}, 于 是 Bo=W> En, 并且 {En|n > 1} 是 一 列 递增 的 可 测 
集 列 . 从 而 m(Eo) = lim m(En). 但 0= fs f(z)dz > (1/n)m(En). 因此 mm(En) = 0， 
故 m(Bo) = 0. 这 表明 f(z) = 0, a.e. 于 歼 . 口 
下 一 定理 涉及 勒 贝 格 积分 号 下 极限 运算 的 换 序 问 题 . 


定理 2.7.5 ( 勒 贝 格 有 界 收 敛 定理 ) 设 马 C 民 为 可 测 集 , m( 思 ) < co, 并 设 {fn} 为 
妃 上 一 列 可 测 函 数 . 假定 {fn} 是 几乎 一 致 有 界 的 , 即 存在 常数 儿 > 0 使 得 | 记 (z)| < 4， 
Vn 之 1, a.e. 于 忆 ) 而 f 是 马上 有 界 可 测 沪 数 ; 不 妨 认为 也 满足 |f(z)| < 1, a.e. 于 五 . 如 
条 记 续 J, 那么 


Jim, [flear = | tar. 
证 明 注意 m(B) = 0 时 定理 显然 成 立 , 因此 不 妨 认 为 m(E) > 0. 于 是 任 给 e > 0， 
设 5 = 元 55. 令 
En = {x||fn(z) — f(z)| > 6}, n=1,2,... 
依据 假设 , 有 m(,) 履 0(n -co), 从 而 存在 自然 数 N 使 得 m(B) < 去. 因此 


/moaz- /rdz 
-人 |fa(z) -Tolart [ |fn(z) — f(z)ldz 


i Ifa(z) - f(z)ldz 


< pm(Bn) + dm(E\ BE,) < 5 守 5 Ee 


然后 让 n 一 oo 即 得 所 需 结论 . 口 


2.8 ” 勒 贝 格 积分 (IT) 一 - 非 负 可 测 函 数 情形 
设 巨 CR 为 可 测 集 , f : 已 一 及 为 非 负 可 测 函 数 . 对 于 任意 自然 数 n, 记 


a 若 了 (2) & nn 
n， ” 若 f(z)>n, 


称 为 f 的 截断 函数 .. 容易 看 出 , {fn > 1} 为 上 一 列 有 界 可 测 函 数 ,并且 
f(z) < fm+D(z), VYz € 一 因此 , {f 中 |n > 1} 是 巨 上 一 列 勒 贝 格 可 积 函 数 ， 从 
而 {fs f(z)dz| nz 1} 是 一 递增 数列 . 


定义 2.8.1 设 马 C 民 为 可 测 集 , f :万 一 民 为 非 负 可 测 函 数 . 
(1) 假定 m(E) < co. 设 {f 中 |n 之 1} 为 了 截断 函数 列 . 我 们 称 lim . f(z) dr 
n—o0 E 
(有 限 或 无 限 ) 为 函数 f 在 轧 上 的 勒 贝 格 积 分 , 记 作 


/ f(z)dz = lim / f(r) dz. 
E n—o0 E 
当 厨 f(zZ)dz < oo 时 , 称 f 在 马上 是 勒 贝 格 可 积 的 . 
(2) 假定 m(B) = co. 对 于 自然 数 n, 令 En,={z||z| <n,zEB}. 于 是 m(En) < oo， 
而 {m(Bs) |n > 1} 为 一 列 单调 递增 的 数列 . 我 们 称 极限 lim 站 f(z) dz (有 限 或 无 限 ) 
爷 一 DO 本 
为 函数 在 马上 的 勒 贝 格 积分 , 记 作 


/rodtz= sm, /fo 


当 /f(z)dz < co 时 , 称 汪 在 媚 上 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 


定理 2.8.1 设 马 CR 为 可 测 集 , f : 马 一 民 为 几乎 处 处 有 限 ( 即 几 乎 处 处 取 有 限 
值 ) 的 非 负 可 测 函 数 . 那么 

( 卫 洲 尺 区 盏 为 可 测 子 集 ; 则 :人 72Jazs [sf(2) dz; 

(2) 若 m(E)=0; 则 /sf(z)dz=0; 

(3) 车 [f(z)dz=0," 则 f(z)=0,ae. 于 克 . 


证 明 留 作 练习 . 回 


定理 2.8.2 设 轧 CR 为 可 测 集 , 太 : 媚 _》 及 为 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 函 数 . 设 丰 
表示 测度 有 限 且 f 在 其 上 有 界 的 巨 的 可 测 子 集 所 组 成 的 集 族 , 那么 


/lar = sup f(z)dz. 
E Fe 大 JP 
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证 明 情形 1: m(E) < oo. 令 思 二 {z|f(z) < mzeB}, 则 {Fnln>1} 是 一 列 递 
增 的 集 列 , 并 且 互 = Uj x. 因此 m(E) = im ml(En), 
任 取 书 C 天, 由 于 f 在 上 有 和 界 , 故 存在 自然 数 n, 使 得 FCF. 于 是 


[0a] rte)ar< f fe)ae. 


sup /f(a)ar < 人 /to)dz 


由 此 可 见 


另 一 方面 , 对 于 任意 给 定 的 自然 数 n, 取 > n, 我 们 有 
(n) (n) (n) 
1 (War< fi (Wart ,i (z) dz 
< 和 a 
二 amp 人 f(z)dz +nm(E\F). 
Fefr 
但 im m(E\) =0, 故 


/1 ar< sp / fv) 
BE FeF JF 


上 式 中 让 n 一 oo 即 得 
| svar < sup |/ f(a) dz 
E FeFJr 


情形 2: m(B) = oo， 取 定理 2.8.1 证 明 中 的 集合 = {z||z| < nz € 可 , 则 
m(En) < co. 于 是 由 已 经 证 明了 的 情形 1 的 结论 , 有 


六 fdr emp far < sup p 人 flz)d 


另 一 方面 , 任 取 w 二 Sup Jr f(z) dz, 则 存在 Re, m(F) < o,f 在 F 上 有 界 ,并 
央 
HT dr a. SO 三 区 长 


i fjdz= 人 jdz>a 
但 GnC En, 故 [6 f(z)dz 之 fo. f(z)dz, 因此 


sm FB dD 
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然后 让 a 一 sup /f(z) dz, 即 得 
FEéEF 


/f(r)ar > sup 人 f(z) dz. 
B FefFJF 
口 


定理 2.8.3 设 马 CR 为 可 测 集 , :已 -到 为 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 函 数 . 假定 
媚 = UP 囊 ， 诸 囊 为 互 不 相交 的 可 测 集 . 那么 


[w= [sa 


证 明 如 果 有 某 个 n 使 得 [6 f(z) dz = oo, 则 [5 f(z)dz = oo, 从 而 上 式 自然 成 立 . 
因此 不 妨 假定 [6 f(z) dz < co, Yn 1. 任 取 玉 & 下 ,从 而 m(F) < o0, 并 且 f 在 FF 上 
有 界 . 令 = FN En, 则 下 = 之 1 Fn, 且 诸 琴 , 互 不 相交 , 从 而 


[ree me 0 


由 此 根据 定理 2.8.2, 有 
/1a < 世故 re 


另 一 方面 , 给 定 任意 自然 数 n, 对 于 任 给 的 s > 0 和 每 一 个 k= 1,2,… ,n, 依据 定理 
2.8.2, 可 取 可 测 集 Gi C En, 使 得 m(Gk) < co, f 在 Gk 上 有 界 , 并 满足 


/rmdz>/ f(z) dz — e/k. 
Gk py 


令 G= UP Gu, 则 Gc 可 测 , m(G) < oa, f 在 G 上 有 界 , 并 满足 


Le>>h eh 


由 此 得 到 
Dh < hates te 


由 于 n 和 se 都 是 任意 的 , 上 式 表 明 


> Jajdz< 人 yodr 
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下 面 定理 说 明 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 . 


定理 2.8.4 设 马 C 民 为 可 测 集 , f : 忆 一 民 为 非 负 勒 贝 格 可 积 函 数 . 那么 对 于 任意 
E > 0, 存在 6 > 0, 使 得 只 要 可 测 子 集 玉 CC 思 的 测度 m(F) < 6, 就 有 


PE < 
F 


证 明 Ve > 0, 根据 定理 2.8.2, 可 取 可 测 集 G C E, 使 得 m(G) < co, f 在 G 上 有 界 : 
UE ACNE A 和 并且 


| 10a > f 10)ar -ep2 


再 由 定理 2.8.3, 有 


大 f(z) dz = 站 f(z) dz 十 人 和 f(z) dz. 


由 此 可 得 
4 f(x) dz < e/2. 
E\G 


令 6= 夯 . 任 取 可 测 集 FC ,使 得 m(F) < 6. 若 令 所 = FNG, Fy=FN(E\G), 则 
F= 所 UFR, 且 族 Fy = .于 是 


/ f(z) dz < ym(Fi) < e/2. 
Fl 


此 外 
[swar< far <e2 
Fa E\G 


根据 定理 2.8.3 可 得 [f(z) dz < e. 口 
定理 2.8.5 设 饭 C 民 为 可 测 集 , f,g 为 上 非 负 可 测 函 数 , a € 有 R 为 一 正常 数 . 


那么 
(1) 车 fg 在 妃 上 勒 贝 格 可 积 , 则 让 十 9 和 af 也 在 百 上 勒 贝 格 可 积 , 并 且 
内 (a (oy pl h Pe 六 oa 
(2) 若 0 < f(x) < g(x), Vz € BE, 则 
| 1a < 9) a 


证 明 ”仿照 定理 2.8.2 的 证 明 , 留 作 练 习 . 口 


oo 


2.9” 勒 贝 格 积分 (IIT) -一 一 般 可 测 函 数 情形 
设 巨 CR 为 可 测 集 , f 为 巨 上 可 测 函 数 . 令 
f+(7) = max{f(z),0}, f-(z) = max{—f(z),0}. 
和 f_ 分 别 叫做 了 的 正 部 和 负 部 . 容易 验证 fj 和 f_ 是 马上 非 负 可 测 函 数 , 从 而 勒 贝 
格 积分 fs f(z)dz 和 [sf_(z)dz 存在 , 并 且 满 足 f(z) = fi(z) 一 f(z). 


定义 2.9.1 设 轧 CR 为 可 测 集 , f 为 轧 上 可 测 函 数 . 若 [5 f+(z)dz 和 [f(z)dz 
中 至 少 有 一 个 取 有 限 值 , 则 称 


[swars 人 六 adz- 人 广 adz 
E 五 E 
为 的 勒 贝 格 积分 , 而 当 /有 i(z) dz 和 ff_(z) dz 均 为 有 限 值 时 , 则 称 是 勒 贝 格 可 
积 的 . 

今后 马上 勒 贝 格 可 积 函数 全 体 记 作 L(E). 

定理 2.9.1 设 马 C 民 为 可 测 集 , f 为 妃 上 可 测 函 数 . 那么 及 在 马上 为 勒 贝 格 可 积 
的 充 要 条 件 是 |f| 在 万 上 勒 贝 格 积分 可 积 . 


证 明 设 f 在 轧 上 勒 贝 格 可 积 . 令 El = {z|f(zx) > 0}, Ez = {z|f(z) < 0}, 则 在 
Ei 上 f(z) = |f(z)|, 在 Eo 上 f_(z) = |f(z)|. 因此 , |f| 在 Bi 和 E。 上 勒 贝 格 可 积 ， 
从 而 在 整个 巨 上 勒 贝 格 可 积 . 类 似 地 可 证 |f| 在 名 上 勒 贝 格 可 积 , 则 了 在 瑟 上 勒 贝 格 
可 积 . 口 


这 定理 是 说 , 在 勒 贝 格 积分 意义 下 , 函数 的 可 积 与 绝对 可 积 是 等 价 的 , 这 与 黎 曼 意义 
下 的 可 积 有 很 大 的 不 同 . 


定理 2.9.2 设 饭 CR 民 为 可 测 集 , f 和 9 为 媚 上 可 积 函数 , QE 取 为 一 常数 . 那么 
(i) f 土 9 和 Qf 也 是 互 上 勒 贝 格 可 积 函 数 ; 
加 
/rats)az= fe)art f gta) ds; 
Bb E E 


人 sydaz 三 a | te)az. 
证 明 这 里 我 们 仅 给 出 (这 ) 中 第 一 式 的 证 明 , 所 有 剩余 各 式 类 此 可 证 . 首先 从 分 解 式 
(f+g9)+(z) —(f +9)-(7) = f(z)+g(z)= f+(z)—f-(z)+g+(z) 一 9-(z)， 


得 到 
(f +g)+(z)+ f(z)+g-(7)= (f+9)-(z)+ f+(z) + g9+(7). 


于 是 从 非 负 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 的 加 性 , 有 
上 (f+ 9) (odet 本 六 加 aa 二 £ g_(z)dz 
J (f +9)_(z)dr + 站 (zjdz+ 多 gr (z)dz, 


即 
(f(z) + g(a)jaz = 大 jz)dz+ A g(2)dz. 
最 后 , 对 于 / 9 的 勒 贝 格 积分 , 依据 有 关 f + 9 和 ay 部 分 的 结论 , 有 
. (f(z) — g(z)) dz = . f(z)dz+ (De(zjdz 
和 f(z)dz — a g(z)ds 
口 

定理 2.9.3 设 妃 C 疏 为 可 测 集 , f 和 g 为 媚 上 可 积 函 数 , 如 果 f(z) < g(z), a.e. 于 

互 , 那么 
i 下 (2 过 /sea 
证 明 留 作 练习 . 


下 面 进一步 讨论 一 般 函 数 在 勒 贝 格 积分 下 的 极限 换 序 问题 . 大 家 知道 , 在 黎 曼 积分 
下 极限 换 序 有 着 比较 强 的 条 件 . 我 们 将 看 到 , 勒 贝 格 积分 下 的 极限 换 序 的 条 件 相对 要 少 
得 多 . 


定理 2.9.4 (Levi 定理 ) 设 轧 C 民 为 可 测 集 , {fr|n 之 1} 为 妃 上 一 列 非 负 可 测 浮 
数 . 假定 万 (z) < f(z) 入 … 世 万 (z) 二 …, 并且 lim fn(z) 二 f(z), YX eB. 那么 
im 大 ej 类 Re (2.9.1) 


证 明 首先 设 m(E) < co. 由 于 了 和 诸 记 非 负 可 测 , 故 勒 贝 格 积分 [5 f(z)dz 和 
fs fn(z)dz 存在 , 并 且 满 足 [5 fn(z)dz < ff(z)dz, 从 而 


lim sf?) )dz < f(z)dz. (2.9.2) 


如 果 lim /s 及 (z)dz = co, 则 定理 结论 当然 成 立 . 因此 不 妨 设 lim /5 fn(z)dz < 
co. 今 设 的 和 j 分 别 表示 记 和 7 的 截断 , 则 不 难 验证 lim ©) = 
vz € E. 于 是 根据 定理 2.7.5, 有 


im /jdaz=/ je)(z)dz. 


但 防 扒 的 as /6 扩 (5)dy; 获 

lim f(a)az > { 1% (er. 

no0o E E 
然后 再 让 一 oo, 得 到 

im 人 所 国政 > . 0 (2.9.3) 
于 是 从 式 (2.9.2) 和 式 (2.9.3) 即 得 式 (2.9.1). 


现在 设 m(E) = co， 显然, 式 (2.9.1) 仍然 成 立 . 令 EB. = {z|lz < &,z € B}, 则 
m(En) < co. 于 是 根据 已 证 部 分 , 有 


天 (dz 三 lim £ in(z)dr < im, 人 六)dz 


然后 在 上 式 中 再 让 上 一 co, 可 知 式 (2.9.2) 成 立 . 口 


定理 2.9.5 设 忆 CR 为 可 测 集 , {fn|n 之 1} 为 至 上 一 列 非 负 可 测 函 数 ， 设 
f(z) = 2n=1 fn(z), 则 


sw = > ho 


证 明 实际 上 , 这 是 Levi 定理 的 改写 , 详细 证 明 留 作 练 习 . 口 


定理 2.9.6 (Fatou 引 理 ) 设 羽 C 民 为 可 测 集 , {fn} 为 瓦 上 一 列 非 负 可 测 函 数 ， 
那么 
lim f(sjdlz < li 人 Pdz 
no0JE 


Bn 
证 明 注意 lm fn(7) = lim iaf 天 (7z), 因此 , 若 令 
gn(7) = if f(z), 
则 gn 是 五 上 非 负 可 测 函 数 , 并 且 满 足 
91(7) < g2(7) < + < gn(7) < «i, 
,lim gn(7) = f(z), gn(z) < fn(z). 
于 是 从 Levi 定理 可 得 


| im Podz=- 人 DoGdz= lim, / gn(e)de 


nN—+o0 


= lim 人 wodzs lim 人 六 cjdz 
也 一 co vy/ 五 nHO00JE 


定理 2.9.7 ( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ) 设 饭 C 民 为 可 测 集 , {fn|n 之 1} 为 轧 上 一 列 
可 测 函 数 , F(Z) 为 媚 上 勒 贝 格 可 积 函数 . 假定 

全 | 山内 | 过 而 (国生 人生 

(i) jlim jn (2) F(T) do, 
那么 厂 是 媚 上 勒 贝 格 可 积 函 数 , 并 且 


大 f(z)dz = lim / 万 (z)dz. (2.9.4) 
E no0 E 
证 明 不 妨 认为 在 巨 上 处 处 成 立 | 记 (z)| < 五 (z), 从 而 在 瑟 上 也 成 立 | jz)| < F(z). 
注意 {F(z) 十 f(z)|n 之 1} 和 {F(z) 一 所 (Zz)|n 之 1} 是 巨 上 两 个 非 负 可 测 函 数列 , 于 是 
先 对 {F(z) 十 有 (Zz)|n 之 1} 应 用 Fatou 引 理 , 得 到 
im / (P(e)+ flo) de > / lm (Plo) + flo) dr 
no00JE En—oo0 
= / Ee) + (0) 
由 此 得 到 
lm A > ~ A (2.9.5) 
然后 同样 对 {F(z) 一 f(z) |n > 1} 应 用 Fatou 引 理 , 可 得 


lim Ml fn(2)as < £ f(z)dz. (2.9.6) 
人 一 OO E E 


于 是 从 式 (2.9.5) 和 式 (2.9.6) 即 得 式 (2.9.4). 口 


2.10 ” 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 的 关系 


本 节 讨 论 函 数 的 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 之 间 的 关系 , 主要 结论 是 : 如 果 一 个 函数 是 黎 
曼 可 积 的 , 则 它 也 是 勒 贝 格 可 积 的 , 并 且 积分 相等 . 由 此 可 见 , 勒 贝 格 积分 是 黎 曼 积分 的 
一 种 推广 . 


定理 2.10.1 设 [中 为 闭 区 间 , f : [a,b| 一 民 为 有 界 水 数 . 如 果 在 [a,0|] 上 和 歼 曼 
可 积 , 则 f 在 [a,b] 上 可 测 , 勒 贝 格 可 积 , 并 且 f 在 [a, 避 上 的 歼 曼 积分 与 勒 贝 格 积分 相等 . 


证 明 对 于 任意 给 定 的 自然 数 n, 今 将 区 间 [o, 中 分 成 2" 等 份 , 这 样 的 分 割 称 为 [o, 如 
的 n 阶 分 割 . 设 7" 为 [a, 引 的 n 阶 分 割 的 第 k 个 闭 子 区 间 , k==1,2,… ,2n， 并 令 


pk = sup{f (2)|z € 1}, v= inf{f(z)|z € 1™}. 
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定义 新 的 函数 pn 和 Wn : [a, 9] 一 下 如 下 : 对 于 TE De 设 2(Z) = Wk; Wn (7) A 而 
在 所 有 子 区 间 的 端点 处 则 不 作 定 义 . 显然 , 所 有 这 些 子 区 间 端 点 构成 的 集合 为 一 零 测 集 . 
因此 
On(Z) > pnt+1(7), Wn(2) < Wnt1(T), ae. 于 E, 
从 而 {pn |n 之 1} 和 {f 加 | 关于 在 [wo 中 几乎 处 处 存在 极限 , 令 
2(Z) = lim pn(zZ)，V%(Z) = lim yo 人 (7)， 
W(z) < f(z) < p(7), ae. 于 五 . 


显然 or 和 wi 在 [a,8] 上 有 界 可 测 , 从 而 勒 贝 格 可 积 , 并 且 


b 2" 
地 or(zjdz= 》、 pA), 
Q n=1 


b 六 
/ wn(z)dz = YO NI 
Q& n=1 


上 两 式 右边 的 和 恰好 是 f 在 n 阶 分 割 下 的 黎 曼 积分 大 和 及 小 和 . 由 f 的 歼 曼 积分 存在 性 
的 假设 可 知 
b b b 
Jim, wre)ae = im / wnlo)ae = (8) { for, 


上 式 中 的 (RR) 表示 黎 曼 积分 . 
此 外 , 由 于 f 在 [a,8] 上 有 界 , 故 pr 和 几乎 处 处 一 致 有 界 . 因此 根据 定理 2.9.7 


有 
b b 
Ji /wjdz= f pl)ae, 
b b 
am / wdaz= / W(z)dz. 
综合 上 述 得 到 


b 
y (elz) — Wz))ar =0. 


由 于 yp(z) 一 (2) > 0, 故 p(x) = (2), ae. 于 [中 从 而 f(z) = p(z) = (2z), ae. 于 
[a, 可 . 这样 我 们 证 明了 , p = f 是 [a, 相 上 的 有 界 可 测 函 数 , 勒 贝 格 可 积 , 并 且 其 勒 贝 格 积 
分 与 黎 曼 积 分 相等 口 


一 般 说 来 , 勒 贝 格 可 积 函数 未 必 是 黎 曼 可 积 的 , 有 如 下 简单 的 例子 为 证 . 


例 2.10.1 考察 如 下 的 Dirichlet 函数 


(| 若 z 是 [0,1] 中 有 理 数 ， 
0， 若 z 是 [0,1] 中 无 理 数 . 


显然 , D(z) = 0, a.e. 于 [0, 1], 故 D(z) 是 [0,1] 上 勤 贝 格 可 积 函 数 ; 但 同时 也 不 难看 出 ， 
D(z) 在 [0,1] 上 不 是 黎 曼 可 积 的 . 口 

这 个 例子 表明 勒 贝 格 可 积 函 数 类 确实 比 黎 曼 可 积 类 更 宽泛 . 

定理 2.10.2 为 了 [ao, 上 的 函数 是 黎 曙 可 积 的 , 必须 且 只 需 f 在 [ob 上 的 不 连 
续 点 所 构成 的 集合 是 一 零 测 集 . 

这 里 我 们 略 去 定理 2.10.2 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 , 例如 , 可 查阅 文献 [23]. 

前 几 节 我 们 建立 了 函数 的 勒 贝 格 积分 理论 , 并 指出 哪些 函数 是 勒 贝 格 可 积 的 . 比如 ， 
闭 区 间 [a,9] 上 的 连续 函数 必定 是 勒 贝 格 可 积 的 , 但 我 们 并 不 知道 如 何 去 计 算 勒 贝 格 积分 . 
定理 2.10.1 告诉 我 们 , 黎 曼 可 积 函 数 必定 勒 贝 格 可 积 函 数 , 并 且 其 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积 
分 相等 . 这 个 结果 显然 十 分 重要 , 它 说 明 应 用 中 重要 的 一 类 函数 , 即 黎 曼 可 积 函 数 属于 勒 
贝 格 可 积 类 , 并 且 可 以 像 黎 曼 积 分 那样 计算 其 勒 贝 格 积分 . 定理 2.10.2 则 回答 了 黎 曼 积 
分 理论 中 不 曾 解 决 的 问题 : 黎 曼 可 积 函数 的 充 要 条 件 , 而 它 的 解决 显然 有 赖 于 勒 贝 格 测度 
理论 . 


2.11 不定 积 分 


在 黎 曼 积分 理论 中 , 若 f(z) 是 连续 函数 , 而 F(z) = f(zx), 即 R(z) 为 f 的 原 函 数 ， 
则 有 如 下 牛顿- 莱 布 尼 效 公式 


(R) / “f(at = F(b) = F(a). (2.11.1) 


它 揭示 了 微分 和 积分 之 间 的 关系 , 是 微 积 分 学 的 基本 定理 . 
设 /在 [w 引 上 勤 贝 格 可 积 , 从 而 对 于 任意 ze [a 可 , f 在 [a,z] 上 也 勒 贝 格 可 积 . 与 
黎 曼 积分 中 一 样 , 我 们 也 称 
起 轿 二 Flbdt+C 


为 f 的 不 定 积 分 , 其 中 C 为 任意 常数 . 我 们 将 在 较 弱 的 条 件 下 证 明 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 在 
勒 贝 格 积分 意义 下 仍然 成 立 . 

首先 我 们 介绍 有 界 变 差 函 数 和 绝对 连续 函数 . 

定义 2.11.1 给 定 有 限 值 溃 数 f : [a,0] 一 民 , 设 卫 为 区 间 [a,b| 上 任 一 分 割 : 


OD N=. 


VE(f,T) = Df (zg) — f(zk-1)), 


k=1 
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V(f,T) 叫做 下 在 [a,0] 上 关于 分 割 也 的 变 差 . 令 
Va(f)=sup {Va(f,T)|T eT7}, 

这 里 厂 表 示 区 间 [a, |] 的 分 割 全 体 , V2(f) 叫做 了 在 [a,0] 上 的 全 变 差 . 如 果 Vb(f) < o%， 
则 称 了 为 [a,0] 上 的 有 界 变 差 函数 . 

例 2.11.1 设 f:[a,b] 一 民 是 单调 递增 函数 , 则 了 是 [a,9] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 并 愉 
Ve(f) = f(b) — f(a). 口 

例 2.11.2 设 给 定 有 限 值 函 数 f : [a, 9] 一 玉 满足 Lipschitz 条 件 , 即 

|f(z)— f(D| < nlz — yl, Vz,y € [oa 

(这 样 的 函数 叫做 [如 上 的 Lipschitz 函数 ) 显然 1 是 [wb 上 的 有 界 变 差 函数 , 并 且 
Vi(f) < ul(b — oa). 口 

一 般 说 来 , [a,8] 上 的 连续 函数 未 必 是 有 界 变 差 的 . 

例 2.11.3 设 

Pk Pm z € (0,1], 


l. z=0, 
则 了 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 . 取 [0,1] 的 分 割 工 ,: 0,1/2n,1/(2n 一 1),… ,1/2,1, 则 
人 砚 (j 到 ) =1+1/2 十 … 十 1/20. 由 于 1 十 1/2 十 … 十 1/2n 一 二 oo (n 一 00), 故 f 在 
[0, 1] 上 不 是 有 界 变 差 函 数 . 口 
[c, 上 有 界 变 差 函 数 全 体 记 作 Vla,0b]. 定理 2.11.1 指出 了 有 界 变 差 函数 的 基本 性 质 . 
定理 2.11.1 设 f,g:|[a,b| 一 民 为 有 界 变 差 子 数 , a 和 为 实 常数 ,那么 
(1) f 是 有 界 十 数 ,并且 f(x) < |f(a)| + VE(f), Vz € [a, bl; 
(2) Vi(af + Bg) < lalVe(f) + |BIVE(F); 
(3) 乘积 函数 fg 也 是 有 界 变 差 的 ; 
(4) 如 果 |f(z)| 宇 YY>>0, Vz € [a,0], 则 了 的 逆 f-1 也 是 有 界 变 差 函 数 ; 
(5) 设 [c,d] C [a,6b], 则 了 在 [c,d] 上 也 是 有 界 变 差 函 数 ; 
(6) 对 于 任意 常数 ce (a,b), 有 Ve(f) = Ve(f) + Ve(f). 
证 明 这 里 我 们 仅 给 出 (5) 的 证 明 , 其 余 的 证 明 可 仿 此 得 到 . 作 [a,c| 和 [c, 引 的 分 割 
和 TT 如 下 
11: oo=W< YY < < ym, 
TD OS St a 


设 工 表示 由 了 和 Ts 所 有 分 点 构成 的 [a,9] 的 一 个 分 割 , 则 


VT Se (Hy 


于 是 V2(f) > V2(f,T) = Ve(f, 卫 ) + VW(f, 了 2). 然后 再 对 再 和 Ts 取 上 确 界 , 得 到 
VE(f) 2 Ve) + WF); (2.11.2) 


现在 任 取 [ww 如 的 分 割 了 中: a = zo < z1 < x2 <… < zn 二 b. 如 果 分 割 工 中 有 一 点 
zm = 二 c, 则 工 可 以 自然 地 分 成 两 个 分 割 卫 和 TT, 也 是 [a,c| 的 分 割 , 而 如 是 [c,] 的 分 
割 , 并 且 有 

VTE VE T+ VY 
在 上 式 右 端 分 别 对 和 Ts 取 上 确 界 , 得 到 
VE(f,T) < VE(f) + VE(f). (2.11.3) 


如 果 在 分 割 中 没有 c, 则 将 点 c 添加 进去 得 到 [a,c] 和 [c 中 的 自然 分 割 五 和 T, 容易 
看 出 , 有 
VO TY VE TD) FW). 


从 而 式 (2.11.3) 依然 成 立 . 于 是 从 式 (2.11.3) 可 得 


WW + Wf). (2.11.4) 
综合 式 (2.11.2) 和 式 (2.11.4) 即 得 (5) 成 立 . 口 
定理 2.11.2 为 了 f:[a,b] 一 民 是 有 界 变 差 溃 数 , 必须 且 只 需 有 可 表示 成 两 个 单调 


递增 函数 之 差 ， 
证 明 ”充分 性 由 例 2.11.1 和 定理 2.11.1 之 (2) 得 出 . 今 证 必要 性 . 设 
gz) = 3 (VE + F(0), No) = 3 VE) = f(0), 
则 f(z) = 9(z) 一 h(z). 由 定理 2.11.1 之 (5) 和 (6), 当 z,y e [oa 且 z<y 时 ， 
g(y) — 9(2) = VY + 3 FW) ~ f(2)). 
但 显然 ,|f(y) 一 f(z)| < 茎 (有 ,因此 g(y) -9(z) > 0, 即 g 是 fo 可 上 的 单调 递增 函数 . 同 
理 可 证 h 也 是 [a,6] 上 的 单调 递增 函数 . 口 


容易 看 出 , 单调 函数 的 不 连续 点 组 成 的 集合 至 多 是 可 数 集 , 从 而 是 零 测 集 . 因此 单 
调 函数 几乎 处 处 连续 . 显然 , 有 界 闭 区 间 上 单调 函数 是 黎 曼 可 积 和 勒 贝 格 可 积 的 . 从 定 
理 2.11.2 可 知 , 作为 两 个 单调 函数 之 差 的 有 界 变 差 函数 的 不 连续 点 组 成 的 集合 至 多 是 可 
数 的 . 


定理 2.11.3 设 太 :[o, 引 一 耻 是 单调 函数 , 那么 了 在 [a,b| 上 几乎 处 处 可 微 , 勒 贝 格 


可 积 ， 并 且 成 立 
b 
] Fil)ar 


< | jb — f(a. 
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限于 篇 幅 , 这 里 我 们 略 去 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 文献 [23]. 


定义 2.11.2 设 函 数 f : [a,0] 一 到. 如 果 对 于 任意 e > 0, 存在 6 > 0 使 得 当 [a,b] 中 
的 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 {(ak,bk)|1 < 上 <<n} 满足 3?_1(bk 一 Qk) <6 时 ,就 有 


>》 |7(ok) — flar)| < e， 
pi 
则 称 有 是 [a, 相 上 的 绝对 连续 函数 . 


例 2.11.4 设 f:[a,b] 一 民 是 勒 贝 格 可 积 函 数 ,那么 不 定 积分 g(x)= 矿 f(t)dt+C 
是 [a,9] 上 的 绝对 连续 函数 . 事实 上 , 设 马 = {(ak,bk)|1 <k<< nj} 为 [a,9] 中 一 组 互 不 相 
交 的 开 区 间 , 则 m(E) = jx_1(bx 一 ak). 依照 关于 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 , 对 于 给 定 的 
e > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 m(E) = 并 (的 一 ak) <6 时 有 


. 3) 
|g(bk) — g(ar)| < |f(z)ldz = | |f(z)ldz < <. 
A k) — g(axk < Z)|dz Z)ldz < < 


这 正 是 说 9 是 绝对 连续 的 . 口 
定理 2.11.4 设 f:[a,0] 一 民 是 绝对 连续 函数 , 则 了 是 [a,b| 的 有 界 变 差 函数 . 
证 明 由 于 f 绝对 连续 , 故 对 于 e = 1, 存在 6 > 0, 使 得 对 于 [a,9] 中 任意 一 组 互 不 

相交 的 开 区 间 {(@x,bx)|1 kn}, 当 D1(bE 一 Qk) < 6 时 , 就 有 

Sf) — flar)| <1. 
hs==t 


令 N = [好 s] + 1, 这 里 对 于 任意 正 数 ， 国 表示 + 的 整数 部 分 . 显然 妹 < 5. 今 将 区 间 
[a; 可 当成 WW 等 份 : a = v0.< D1.< .COLN = 于 是/Wh V0 b= 12 
设 T: zh2i = 各 < 之 …' < 妃 三 Zh 是 区 间 [zn-1;zk] 的 一 个 任意 分 割 -由 于 
D9_1(Vk 一 yp-1) < 6, 故 Vex,(f,T) < 1, 因此 Vizr,(f) < 1. 于 是 我 们 得 到 


N 
WI) = Ve (f) <N, 
k=1 


即 f 是 有 界 变 差 函 数 . 口 


定理 2.11.5 设 f:[a,0] 一 民 是 绝对 连续 函数 , 如 果 f'(Z) = 0, ae. 于 [a,9, 则 ff 
是 常 值 函 数 . 

证 明 从 定理 2.11.3 和 定理 2.11.4 可 知 绝对 连续 函数 f 必定 是 几乎 处 处 可 微 , 并 且 
勒 贝 格 可 积 . 由 于 f 绝对 连续 , 故 对 于 任意 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 对 于 [a, 引 中 任意 一 组 
互 不 相交 的 开 区 间 {(axk,bk)|1 kn), 当 DR_i(bxk 一 ax) <6 时 ,有 


>》 | Fok) — flar)| < <. (2.11.5) 
B=1 


令 Bo = {Z|f'(z) = 0,z € [a, 可 }, 则 依据 假设 有 m([a,4]\ Bo) = 0. 于 是 从 可 测 集 的 定义 
可 知 存在 开 集 G 2 [a,0]\EBo, 并 且 m(G) < 6. 设 G 的 构成 区 间 族 是 {(ax,bk)|1 < k< pp} 
这 里 p 可 取 oo. 设 ze Bo, 则 f'(z) = 0. 从 而 由 导数 的 定义 ,Ve > 0, 存在 > ==7(z,e) > 0， 
使 得 

f(y (8) 

Ye 

显然 , 开 集 族 {(ax,bk)|1<k<p} 和 {(z 一 7r(z,e),z 十 7(z,e))|z€ [a,09]\ Eo} 是 有 穷 闭 
区 间 [c, 刀 的 一 个 开 和 覆盖 , 从 而 根据 有 限 覆 盖 定 理 , 从 中 可 以 选 出 有 穷 个 开 区 间 和 覆盖 [a, 中 ， 
为 方便 起 见 , 经 重新 编号 , 不 妨 设 这 些 开 区 间 是 


< 6 Ver): (2.11.6) 


(a1,01),.…: , (ra bn (Zz1 ys 十 71),*……: J — Tn, Zn 十 rm). 


现在 在 有 限 点 集 {ax,bk,zj|1 < km, 1 < 7 < n} 中 适当 添加 进 有 限 个 点 , 得 到 
[c, 的 一 组 分 点 


a=%0 <wi<<Tp=b, 


使 得 每 个 开 区 间 (zk_1, zk) 至 少 属于 下 列 三 种 情形 中 的 一 种 : 
(1) (zk-1, zk) 包含 在 某 个 (ai,b;) 内 ; 
(2) 存在 某 个 j, 使 得 zk-i = zi, (Zk-1, Tk) C (25,27 十 7); 
(3) 存在 某 个 7, 使 得 zx = zj, (Xk-1,2k) (一 77, 7). 
于 是 


了 
fF(0) — f(a)| < > If (zr)f (zn) 


k=1 
< DNFzr)— frp)| + >》 Nf (zr) — f(r-1), 
KET kEJ 
这 里 了 表示 符合 (1) 的 诸 大 构成 的 数 集 , 而 J 表示 符合 (2) 或 (3) 的 诸 构成 的 数 集 . 于 
是 从 式 (2.11.5) 和 式 (2.11.6) 分 别 得 出 


> |f(zk) — f(zr_)| < a, 


KET 


>) — flor -Dl ZED (te — Zi) <e(b a), 
ke kEJ 
从 而 
[f(b) — f(@)| < ae((b—a)+1). 
由 于 s > 0 是 任意 的 , 故 f(b) = f(a). 
在 上 述 推导 过 程 中 , 若 用 [a,z] 代替 [a, 5] (z es [a,9]), 则 得 f(z) = f(a), 从 而 得 证 f 
是 常 值 函数 . 口 
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定理 2.11.6 设 f: [w 引 全 到 ,那么 为 了 三 是 [w, 避 上 的 绝对 连续 函数 ,必须 且 只 需 
j 是 某 个 勒 贝 格 可 积 函 数 的 不 定 积 分 , 并 成 立 如 下 的 和 牛顿- 莱 布 尼 疹 公式 


f'(t)dt = f(z)— f(a), Vz € [oo. (211:7) 
证 明 . 只 需 证 明 充 分 性 . 由 于 f 绝对 连续 , 故 f' 在 [a,9] 上 勒 贝 格 可 积 . 令 
g(2) = 下 f'(t)dt, vz € [a,bl), 
显然 9 是 [a,9] 上 绝对 连续 函数 , 从 而 h(z) = f(z) - g(z) 也 是 绝对 连续 函数 . 如 果 
g'(z) = f(z), a.e. 于 [a,0], 则 (zx) = 0, a.e. 于 [a,0]. 因此 根据 定理 2.11.5, h(x) 是 常 值 
函数 , 从 而 h(z) = h(a) = f(a) - g(a) = f(a), 9(z) = f(z) -f(a), 即 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 
成 立 , 并 且 f(x) 是 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积 分 . 


下 面 我 们 来 证 明 g'(z) = f'(z), a.e. 于 [a,9]. 对 于 [中 上 的 任意 勒 贝 格 可 积 函 数 
(7z), 显然 (Jy(t)dt) 几乎 处 处 存在 且 有 限 , 今 证 


有 (fs vd) 


事实 上 , 若 把 w 分 解 成 V(z) = (7z) 一 (7z), 则 万 w(t)dt 和 [”w_(t)dt 是 两 个 单调 


递增 函数 , 于 是 根据 定理 2.11.3 有 
( 站 友 (ae) ( / ' Gd) 本 


/reale-/ 
ch (fu) + ([ oa | 


< 小 dt Ss . “wDlat. 


根据 鲁 金 定理 2.5.10, 存在 [a,8b|] 上 连续 函数 yp(z), 使 得 


asks 具 wi (2.11.8) 


b 
/ f(x) = (a)ldr < s. 


由 于 yp 连续 , 故 ( 广 p(t)dt) 29 和 是 


= [ : Ch rds) -f(g) 
gf : | ( [vo- co)dt] 


b 
<2 FD Wr a de 


dz 


b 
do+ / |f'(z) 一 2(z)ldz 


b 
[ I) -va =0 


于 是 从 定理 2.11.5 可 知 , g'(z) = f'(z), a.e. 于 [a,4]. 口 


大 家 知道 , 在 黎 曼 积 分 中 , 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 成 立 的 前 提 是 被 积 函数 连续 ; 而 从 定理 
2.11.6 看 出 , 在 勒 贝 格 积分 中 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 成 立 的 条 件 则 相对 要 弱 得 多 . 


2.12 ”及 ”上 的 勒 贝 格 可 测 集 和 勒 贝 格 积分 


前 面 我 们 讨论 了 及 上 的 勒 贝 格 可 测 集 、 可 测 函 数 和 勒 贝 格 积分 , 这 些 理论 几乎 可 以 
逐 字 逐 句 地 推广 到 RR" 上 , 这 里 将 不 再 细 述 . 

在 多 变量 黎 曼 积分 理论 中 , 积分 的 换 序 是 一 个 重要 问题 , 并 且 积 分 换 序 要 求 对 被 积 函 
数 有 较 高 的 条 件 . 相对 说 来 , 在 勒 贝 格 积 分 理论 中 , 积分 换 序 的 条 件 则 要 宽泛 得 多 . 这 里 
我 们 仅 在 RR? 中 不 加 证 明 地 进行 叙述 . 进一步 推广 到 R" 中 是 一 样 的 . 

定理 2.12.1 (Fubini 定理 ) 设 f:[a,b] x [c,d] 一 民 为 可 测 函 数 , 即 j € L([a,b] x 
[c,d]). 假定 三 是 [a,x [c,d| 上 勒 贝 格 可 积 通 数 ,那么 

(1) 对 于 几乎 所 有 的 x e [a,0b], f(z,y) 是 关于 ye [c,d|] 的 勒 贝 格 可 积 函数 ; 

(2) 对 于 几乎 所 有 的 ye [c,d], flz,y) 是 关于 ze [a,b| 的 勒 贝 格 可 积 函 数 ; 

(3) 成 立 如 下 的 积分 换 序 等 式 


下 f(z,y)dzdy = 下 dz 下 f(z,y)dy 


= 站 高 于 a 


2.13 ”注释 与 参考 


哥 德 尔 不 完备 性 定理 是 德国 数学 家 哥 德 尔 在 1931 年 提出 的 , 它 指出 : 任何 一 个 包 
含 算术 系统 的 公理 化 体系 , 它 必然 包含 既 不 能 证 明 也 不 能 证 伪 的 命题 9， 这 是 现代 逻 
辑 的 一 座 里 程 碑 , 使 数学 基础 研究 发 生 了 划时代 的 变化 . 测度 论 主 要 是 由 博 雷 尔 (Borel， 
1871-1956) 创立 的 , 它 使 人 们 对 许多 靠 直 观 难 以 辨别 清楚 的 病态 的 集合 与 函数 有 了 清晰 
的 理解 , 这 大 大 扩大 了 数学 分 析 研究 的 对 象 . 

测度 论 也 是 近代 概率 的 基础 , 在 近代 概率 中 , 概率 就 是 一 种 有 限 测度 , 而 随机 变量 就 
是 可 测 函 数 . 

与 博 雷 尔 测度 不 同 的 还 有 Hausdorf 测度 等 ，Hausdorff 测度 可 算出 非 整 数 维 形体 ， 
如 自 相似 的 雪花 、 曲 折 的 海岸 线 等 的 维 数 ; 它 在 分 形 几何 与 复杂 系统 理论 中 有 重要 应 用 . 

勒 贝 格 (Lebesgue, 1875-1941) 是 博 雷 尔 的 学 生 , 他 将 博 雷 尔 的 测度 论 用 于 积分 , 使 
一 大 类 在 黎 曼 积 分 意义 下 不 可 积 的 函数 变 得 可 积 . 


勒 贝 格 积分 可 以 看 作 现代 分 析 的 开端 , 人们 往往 将 勒 贝 格 以 前 的 数学 分 析 称 为 经 典 
分 析 , 而 把 由 勒 贝 格 积分 引出 的 实 变 函 数论 为 基础 而 开拓 出 来 的 分 析 学 称 为 现代 分 析 . 

最 经 典 的 实 复 分 析 的 教材 可 能 要 算 文献 [101], 最 近 的 一 本 很 详细 的 参考 书 是 文 
献 [95]. 


2.14 ”习题 


2.1 证 明定 理 2.1.2. 
2.2 证 明 集合 的 差 
A\B=:ANMNB°. 


2.3 证 明 集 合 的 对 称 差 满足 
4A = BA4i 
(AAB)AC = AA(BAO). 
2.4 两 个 集合 4、 的 乘积 集合 定义 为 
AxB:={(a,b)lae A,beB}. 


证 明 乘积 集合 满足 
AxXx(BUO)}=(AxXB)U(AXO) 


Ax (BNO)= (4X BN(AXO): 


2.5 构造 一 一 映 上 的 映射 以 证 明定 理 2.1.3 的 (1) 和 (2). 

2.6 以 整数 为 系数 的 多 项 式 的 实数 根 称 为 代数 数 . 证 明 : 代数 数 集 的 势 是 No ( 即 
可 数 ) . 

2.7 证 明 一 个 可 数 集 减 去 一 个 有 限 集 , 仍 为 可 数 集 . 

2.8 证 明 一 个 具有 势 的 集合 减 去 一 个 可 数 集 , 其 势 仍 为 8 ( 即 NR 一 No = N). 

2.9 设 好 为 下 的 一 个 子 集 族 , 它 包 括 所 有 的 开 区 间 、 玉 、S 以 及 由 它们 的 可 数 交 及 
可 数 并 生成 的 集合 . 8 称 为 Borel 集 , 通常 称 8 也 可 以 由 所 有 的 开 区 间 生 成 . (1) 证 明 6 
是 一 个 可 测 集 的 集合 ; (2) 证 明 8 也 可 以 由 所 有 的 闭 区 间 生 成 ; (3) B 也 可 以 由 所 有 的 半 
开 区 间 ([a, 5)) (或 所 有 (a,0], 或 所 有 (一 co, 引 , 等 等 ) 生成 . 

容易 把 Borel 集 的 概念 推广 到 乘积 空间 R* 上 . 实际 上 R” 上 的 勒 贝 格 可 测 集 就 是 其 
中 的 Borel 集 . 

2.10 给 定 一 个 可 测 空间 (Q, 三 ), 一 个 函数 f : 0 一 RR 称 为 可 测 函 数 , 如 果 对 每 一 个 
B eB, f-1(B) e 大 . 证 明 : 这 个 定义 与 定义 2.5.1 是 一 致 的 . 

2.11 如 果 4, B 是 两 个 可 测 集 , 证 明 


m(AUB)+m(4NMB)=m(4)+m(B). 


2.12 设 {EE;} 为 一 可 测 单调 降序 列 , 即 Bi;j1 C Bi. 并 且 , Bl 有 有 限 测 度 . 证 明 


m (A 5] lm m(E;). 
1 
举例 说 明 m(B1) < co 是 必要 的 .例如 , 存在 可 测 降 列 {Bi}, m(Bi) = oo， Vi, 并 且 
N21 Bi = 2. 
2.13 证 明 , 如 果 f 在 饭 C 民 上 ( 勒 贝 格 ) 可 积 , 则 |f| 也 可 积 , 并 且 


fds fu 


如 果 |f| 可 积 , 是 否 f 也 可 积 ? 
2.14 证 明定 理 2.7.2. 
2.15 证 明定 理 2.8.1. 
2.16 证 明定 理 2.8.5. 
2.17 证 明定 理 2.9.3. 
2.18 证 明定 理 2.9.5. 
2.19 设 尺 是 X 的 某 些 子 集 生成 的 c 代数 , 风 是 尺 上 的 测度 . 对 任 一 巨 C 六 定义 


WW(E)=inf{y(F)|E CF eR}, 
证 明 jy* 是 外 测度 . 
2.20 设 工 是 勒 贝 格 可 测 集 , 证 明 一 L = {zx| 一 z € L} 也 是 勒 贝 格 可 测 集 且 测度 
不 变 . 
2.21 证 明 函 数 f(z) 为 X 上 可 测 函 数 的 充 要 条 件 为 对 任 一 + € Q, {zx €E X|f(zx) > 


7} 可 测 . 
2.22 设 函 数 f(z) 为 [la,9] 上 勒 贝 格 可 积 函 数 . 证 明 


b b 
lim 了/ jzjlsinzlaz= / f(z)dz; 


m 一 co 2 


lim 工 i f(z)|cos(nz)ldz = 让 f(z)dz. 


了 一 co 2 


(提示, 先 证 对 任 一 区 间 (a, 6) 


B 
um/ I~ (olaz = 二 6-a 


We oo 
再 证 将 (a, 8) 换 成 任 一 可 测 集 万 仍 有 
im 站 FE 2m(E). 
暂 设 f(z) > 0 且 有 界 f(z) < M, 在 每 个 


“人 {| 


eh |} 


上 证 明 等 式 , 然后 令 m 一 oo; 最 后 放宽 f(z) 的 限制 .] 


泛 函 空间 与 线性 算 子 


泛 函 分 析 或 算 子 方法 是 分 布 参数 系统 控制 的 主要 数学 工具 . 本 章 首先 介绍 距离 空间 
(主要 指 赋 范 空间 及 内 积 空 间 ) 上 的 各 种 拓扑 性 质 , 如 收敛 性 、 紧 性 、 压 缩 映射 等 ; 然后 
讨论 泛 函 空间 中 一 些 主要 线性 算 子 的 性 质 及 应 用 , 包括 有 界 算 子 、 连 续 算 子 、 稠 定 算 子 、 
伴随 算 子 及 算 子 谱 理论 等 ; 最 后 对 Sobolev 空间 作 一 简要 介绍 . 


3.1 ”距离 空间 


首先 我 们 给 出 距离 的 定义 并 讨论 其 基本 属性 . 距离 是 实数 集 及 上 两 点 距离 , 即 两 元 
函数 d(z,y) = |z 一 yl| 的 推广 . 


定义 3.1.1 设 久 为 一 非 空 集合 , 如 果 存 在 从 铸 xXX 基 二 {(z,y)|z,y EX 尖 } 到 民 的 映 
射 d, 使 得 Vz,y,z EE 六, d 满足 

(1) 非 负 性 : d(x, x) > 0, d(z,y) =0<==> 2=y; 

(2) 对 称 性 : d(x,y) = d(y, 2); 

(3) 三 角 不 等 式 : d(x,y) < d(x,2) 二 + d(z,y). 

则 称 d(x,y) 为 基 中 元 zz 和 Y 之 间 的 距离 , 而 赋 以 距离 d 的 集合 瑟 叫做 距离 空间 ， 
记 作 (X,d). 


注意 和 x X 上 任意 二 元 函数 d 只 要 满足 定义 中 的 三 个 属性 , 都 叫做 距离 . 距离 反映 
的 是 XX 中 两 个 元 之 间 的 接近 程度 . 此 外 , 同一 集合 和 中 可 有 不 同 的 距离 , 比如 di 和 do， 
从 而 (X,di) 和 (X,d2) 是 两 个 不 同 的 距离 空间 . 

还 要 注意 的 是 , 这 里 的 集合 不 一 定 是 数 集 , 也 不 一 定 有 线性 结构 . 为 直观 起 见 , 今后 
称 距离 空间 中 的 元 为 “点 ”. 在 上 下 文 已 经 明确 且 不 会 引致 混淆 的 情形 下 , “距离 空间 
(了 X,d)” 就 简 记 为 “距离 空间 X”. 

例 3.1.1 在 恨 中 定义 d(z,y) = |z 一 yl, 则 (R,qd) 是 一 距离 空间 . 口 


例 3.1.2 设 R"= {z=(&,…, 太 )|&k ER,1 <<k<n), 在 Rr 中 定义 


dz(z,y) = (2 oj 
k=1 2 


其 中 = (6 本 勋 二 (71， 加 局 R”. 今 证 a2 是 RR” 上 的 一 个 距离 . Se 对 


于 任意 wk, 内 € 有 R, k= 1,2,:… ,n 和 任意 入 e 民 , 我 们 有 


0< 
k 


(ok 十 Xpk)2 = > a +2AD arbke + A >. 
=1 k=1 k=1 k=1 


上 式 右 端 是 的 二 次 多 项 式 , 其 最 小 值 
n nn nn 2 n 

Pp (Ba) /Es 
k=1 R=1 办 一斑 ZI 


必须 非 负 , 从 而 得 到 


这 就 是 著名 的 Cauchy 不 等 式 . 
dz 满足 距离 属性 (1) 和 (2) 是 明显 的 . 下面 证 明 ds 满足 距离 属性 (3). 注意 从 
Cauchy 不 等 式 可 得 


n n n nn 
》 (ak + bx)? = Doar 十 2 axkbx 二 >》 如 
k=1 k=1 k=1 k=1 


设 之 三 (上 ;én), = (mh ,Tn), i (6 ;mn) 全 有， > = ék = Ck, bx 三 
(| k= 1,.…- 1, 代入 上 式 即 得 


n 雪 nn 去 n 要 
(2 元 oj) < (2 二 oj 十 (2 二 my ; 
k=1 Nm k=1 
此 即 距 离 属性 (3). 于 是 (R”, d2) 是 距离 空间 , 通常 称 为 欧 几 里 得 空间 , 简称 欧 氏 空间 , 而 
dz 则 叫做 欧 氏 距离 . 国 


例 3.1.3 设 Cla,b] 表示 [a,4] 到 民 的 所 有 连续 函数 组 成 的 集合 , 对 于 f,g € Cla, |]， 
定义 


b 
di(f,9) = / Fl — gle)las, 


则 (Cla, 引 ,di) 是 一 距离 空间 . 口 


例 3.1.4 设 (X,d) 是 一 距离 空间 , 令 


d(z,y) 


di(7x,y) = Ta Vay EX, 
则 qi 也 是 X 上 的 一 个 距离 . 事实 上 , 距离 属性 (1) 和 (2) 显然 成 立 ; 至 于 属性 (3), 只 需 
注意 
f(0) = 7s 


是 a > 0 的 单调 递增 函数 , 从 而 Va > 0, 6 > 0, 有 


a+pB a+B+ap a 十 十 2ap8 a 


PW ha i 
l+a+pB “1l+a+B+aB 1l+a+B+aB 1l+a 14+pB 


问 


定义 距离 的 主要 目的 是 刻画 空间 中 点 之 间 的 逼近 , 也 就 是 收敛 . 今后 为 记号 简单 起 
见 , 距离 空间 X 中 的 序列 {zn |n > 1} 通常 简 记 作 {zn}. 

下 面 介 绍 R* 中 开 集 、 闭 集 、 内 点 、 稠 集 等 拓扑 概念 , 它们 是 一 般 拓 扑 空 间 的 特例 ， 
进一步 的 讨论 与 证 明 均 可 见 第 6 章 . 

定义 3.1.2 距离 空间 XX 中 的 点 列 {Zn} 叫做 收 化 于 zo(E XX), 或 称 {Zn} 以 zo 为 
极限 , 是 指 d(zn,zo) 一 0 (n 一 00). 这 时 我 们 写作 


limmyazn 三 20,， 或 了 7 -20， 
人 一 OO 


有 时 为 确切 起 见 , zn 一 zo 也 写作 zn 一 zo (n 一 co). 距离 空间 中 的 收敛 具有 数学 
分 析 中 数列 收敛 所 具有 的 一 些 性 质 , 特别 地 有 如 下 定理 . 

定理 3.1.1 在 距离 空间 和 中 , 每 个 点 列 至 多 收 化 于 一 个 点 , 并 且 若 点 列 {Zn} 收 仇 
于 zo, 则 {zn} 的 任意 子 列 {zn,} 也 收 健 于 zo0. 

注意 我 们 引进 距离 所 关心 的 主要 是 它 所 规定 的 收敛 . 因此 , 对 于 同一 集合 上 的 两 个 距 
离 , 如 果 它们 定义 出 相同 的 收敛 , 则 我 们 就 应 该 认为 这 两 个 距离 并 没有 本 质 的 区 别 . 于 是 
我 们 提出 如 下 的 距离 等 价 性 定义 . 

定义 3.1.3 集合 铸 上 两 个 距离 di 和 do 叫做 等 价 的 , 是 指 它们 在 全 上 规定 出 相同 
的 收 敏 ,， 即 
di(zn, Z0) 一 0(n 一 oo) 和 全 ds (Tn, 70) 一 0(n 一 00). 


例 3.1.5 在 了 ”中 定义 距离 d(z,y) = ax， |&x 一 人 | 那么 这 个 距离 在 民 * 上 规定 
的 收敛 是 按 坐 标 收敛 ; 而 例 3.1.2 中 的 距离 ds 规定 的 收敛 是 平均 收敛 . 容易 看 出 , 有 
d(z,y) 入 加 (zy) < Vnd(z,y), Vr,y € R", 


从 而 d 和 ds 是 Rr* 上 两 个 等 价 的 距离 . 口 


第 3 章 泛 函 空间 与 线性 算 子 87 


例 3.1.6 在 Cla,9] 中 定义 


doo(f,9) = max |f(t) — g(t)|, Vf,g € Cla,b), 


a<t<b 


则 de 是 Cla, 46] 中 的 一 个 距离 , 它 所 规定 的 收敛 是 连续 函数 列 在 区 间 [a,8] 上 的 一 致 收 
敛 , 而 例 3.1.3 中 距离 di 所 规定 的 收敛 则 是 连续 函数 列 在 区 间 [a,6] 上 的 积分 平均 收敛 . 
di(f,9) < (b — a)doo(f, 9)- 


因此 , 车 函数 列 {f,} 按 距离 do 收敛 , 则 它 也 按 距 离 di 收敛 ; 但 反之 则 不 然 . 比如 , 令 


b+(n—l)a—nt | 
f(t) = -一 荐 a tg<t+ 福 2， 
0， 若 a<t+ 寻 * <t<b, 


则 i(f,0) = 与 s 一 0(n oo) 但 de(j0) =1 Yn>1. 因此 ,di 和 do 是 Cla, 相 中 
两 个 不 等 价 的 距离 . 口 


下 面 讨 论 距离 空间 中 的 点 集 . 在 距离 空间 和 中 , 设 zo € X,r > 0, 点 集 
B(x0) = {Tz EX|d(z,7z0) <r} 

叫做 以 点 zo 为 中 心 , 以 7 为 半径 的 开 球 . 若 上 式 中 “<” 换 成 “和 ”, 则 相应 的 点 集 叫做 闭 
球 . 记 作 B(x0). 

定义 3.1.4 设 M 为 距离 空间 大 中 一 子 集 . 点 ZE 和 叫做 RM 的 内 点 ,如 果 存 在 
E > 0, 使 得 Be(z) C M. M 的 内 点 全 体 叫做 M 的 内 部 , 记 作 M. 若 M = M, 则 称 2M 为 
开 集 . 

例 3.1.7 在 欧 氏 距离 下 及 中 的 开 球 、 闭 球 分 别 是 开 、 闭 区 间 ; R? 中 的 开 球 、 闭 
球 分 别 为 不 带 边界 、 带 边界 的 圆 盘 ; R3 中 的 开 球 、 闭 球 则 是 平常 初等 几何 中 熟知 的 
概念 . 口 

定理 3.1.2 设 久 为 距离 空间 , 那么 : (1) 久 中 的 任意 集合 的 内 部 都 是 开 集 ; (2) 飞 
中 任意 多 个 开 集 之 并 仍 是 开 集 ; (3) X 中 有 穷 个 开 集 之 交 仍 是 开 集 . 

定义 3.1.5 设 AM 为 距离 空间 义 中 的 子 集 . 点 xX E 久 叫做 JM 的 极限 点 (也 称 聚 
点 ), 是 指 存在 序列 {Zn} C (MM \ {2z}), 使 得 zn 一 z. 


容易 看 出 , z 是 M 的 极限 点 , 当 且 仅 当 
MAM(Be(z) \ {7) #8, Ve>0. 


注意 , 点 集 M 的 极限 点 可 以 属于 M, 也 可 以 不 属于 M. 例如 , 在 民 中 取 M = {t|0<< 
ti< 1}, 则 M 中 的 点 都 是 其 极限 点 , 并 且 1 也 是 M 的 极限 点 , 但 1 不 在 M 中. 
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定义 3.1.6 设 JM 为 距离 空间 X 的 子 集 . (1) 若 M 的 余 集 Me 为 开 集 , 则 称 JM 为 
闭 集 ; (2) -包含 M 的 最 小 闭 集 叫做 M 的 闭 包 , 记 作 1I. 


注意 , 由 De Morgan 公式 可 知 , 任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 , 有 限 个 闭 集 之 并 是 闭 集 . 
因此 , 包含 M 的 最 小 闭 集 即 为 包含 M 的 所 有 闭 集 之 交 . 


例 3.1.8 距离 空间 X 中 的 空 集 g、 全 空间 X 以 及 闭 球 都 是 闭 集 . 口 
定理 3.1.3 设 M 为 距离 空间 义 中 的 任意 子 集 . 那么 M 是 闭 集 当 且 仅 当 M 包含 
其 所 有 的 极限 点 . 


定义 3.1.7 设 JM 为 距离 空间 义 中 的 子 集 . rEX 称 为 M 的 边界 点 , 如 果 对 于 任 
意 e > 0, Be(z) 中 既 有 M 的 点 , 又 有 不 在 M 的 点 . 1M 的 边界 点 全 体 叫做 M 的 边界 , 记 
作 0M. 


从 定义 直接 看 出 , 9M = MN Me. 


定义 3.1.8 设 M 和 NN 为 距离 空间 XX 中 的 两 个 子 集 ，M C N. M 称 为 在 NN 中 稠 ， 
如 果 N C M; 若 M 在 全 空间 环 中 稠 , 则 简称 M 为 稠 集 ; 若 X 有 一 可 数 稠 子 集 , 则 称 及 
是 可 分 空间 . 

例 3.1.9 在 Cfo, 上 定义 上 确 界 距离 : d(x,y) = max, [z(t) — y(t)|, 从 Weirstrass 


定理 知道 , 多 项 式 集 在 Cl[a, 6b] 中 稠 . 另 一 方面 , 显然 任意 实 系数 多 项 式 可 以 用 有 理 系数 多 
项 式 任 意 逼近 , 但 有 理 系数 多 项 式 全 体形 成 可 数 集 , 因此 Cla, 9] 是 可 分 的 . 园 


下 面 讨论 距离 空间 之 间 映 射 的 连续 性 . 


定义 3.1.9 设 (X,d) 和 (Y,p) 为 两 个 距离 空间 . 映射 :天 上 YY 称 为 在 点 To EX 
处 连续 , 如 果 对 于 和 中 的 点 列 {zn} 有 


d(zn, TZ0) 一 0 一 > p(Tzn, Trxo0) 一 0. 
如 果 工 在 XX 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 下 在 X 上 连续 , 或 简称 了 是 连续 映射 . 


由 距离 空间 到 数 集 区 的 映射 通常 叫做 函数 或 泛 函 . 例如 , 固定 一 点 we 和, X 的 泛 函 
d(z,a) 是 连续 的 . 事实 上 , 这 是 因为 


|d(zn, a) — d(xo, a)| 和 d(zn, X0) 一 0 (n 一 oo). 


定理 3.1.4 为 了 从 距离 空间 (X,d) 到 距离 空间 (Y,p) 的 映射 是 连续 的 ， 当 且 仅 
当 VYe > 0,Vzo €E 义 存在 6=6(zo,s) > 0, 使 得 


do m0) < T= MT Peo Ee {3al) 


证 明 (必要 性 ) 设 了 连续 而 条 件 (3.1.1) 不 成 立 , 于 是 存在 一 正 数 = > 0 与 一 点 zo， 
使 得 对 于 每 一 自然 数 mw 必 有 一 点 zw EX 满足 


d(zny 76) < 1/n;, {a p(wn, £0) >. 


这 就 是 说 , d(zn,z0) 一 0, 但 p(Tzn,Tzo) -0, 与 了 的 连续 性 了 矛盾. 因此, 条 件 (3.1.1) 是 
必要 的 . 

(充分 性 ) 设 条 件 (3.1.1) 成 立 , 而 和 中 点 列 {zw} 收敛 于 zo. 给 定 s > 0, 取 定 条 件 中 
的 正 数 5, 又 有 zn 一 zo, 故 可 取 充 分 大 的 自然 数 no = no(6), 使 得 m > no 一 > d(xzn,70) < 
6. 于 是 根据 式 (3.1.1 ), 当 n > no 时 p(Tzn,Tzo) <e. 这 正 是 说 p(Tzn,Tzo) 一 0, 证 明 
了 了 是 连续 映射 . 口 


下 面 考 虑 距离 空间 的 完备 化 .我 们 知道 有 理 数 集 @Q 和 实数 集 民 在 同一 距离 
d(z,y) = |z 一 yl 下 都 是 距离 空间 , 但 它们 之 间 有 本 质 区 别 , 这 就 是 @ 是 不 完备 的 , 而 惧 
是 完备 的 . 


定义 3.1.10 称 距离 空间 久 中 的 点 列 {zn} 为 基本 列 或 Cauchy 列 , 如 果 对 于 任意 
E> 0, 必 有 自然 数 N, 使 得 当 m,n > N 时 有 dl(zm,zn) < <E. 


显然 收敛 列 一 定 是 基本 列 , 反之 则 不 然 . 比如 , 有 理 数 集 Q 中 由 7 的 近似 值 组 成 的 数 
列 是 一 基本 列 , 但 它 在 Q 中 却 没有 极限 . 


定义 3.1.11 在 距离 空间 X 中 , 如 果 每 一 个 基本 列 都 收敛 到 及 的 一 点 , 则 称 玉 为 
完备 的 . 

在 数学 分 析 中 , 实数 集 及 中 Cauchy 列 必 收 敛 于 一 实数 是 一 个 熟知 的 事实 , 称 为 
Cauchy 准则 . 因此 , 一 维 欧 氏 空间 是 完备 的 . 


例 3.1.10 nn 维 欧 氏 空间 (R",d2) 是 完备 的 . 事实 上 , 设 {zn} 是 RR" 中 的 基本 列 , 令 
Tk 一 (就 区 ey ER, j= 1 …， ) 人。 
对 于 每 个 7 到 < es ) 人 
| 全 = < 芭 | 总 -ep = d2(Zk, Tm), 
人 
故 { 条 | 大 关 1} 是 及 中 的 基本 列 , 从 而 收敛 于 某 个 &j € 恨 . 记 z = (如 ,&n) < 了", 则 显 
然 dz(zk,z) 一 0, 从 而 证 明了 R" 的 完备 性 . 口 
例 3.1.11 Cla,b] 在 上 确 界 距 离 do(f,g) = max |f(t) 一 g(t)| 下 是 完备 的 . 
事实 上 , 设 {fn} 是 Clae, 引 中 的 基本 列 , 则 Vs > 0, 存在 自然 数 no = no(e), 使 得 
n,n 2 no = es [fn(t) — fm(t)| < <. C312 
于 是 对 于 每 个 t+ € [a,g], {f(t)|n > 1} 是 R 中 基本 列 , 从 而 存在 f(t) € 下 ,使 得 
所 () 二 f(t)(n 一 00). 在 式 (3.1.2) 中 让 mm 一 co, 得 到 
n>no=>|fn(t) — fs, 


上 式 表明 { 扩 } 在 [a,8] 上 一 致 收敛 于 js Cl[a, 0], 这 就 证 明了 Co, 如 的 完备 性 . 口 
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例 3.1.12 CI[0,1] 中 赋 以 距离 di(f,g) = 
(Cla, a], di) 是 不 完备 的 . 
事实 上 , 我 们 在 C[0, 1] 中 构造 函数 


0 
fn(t) = hn(t—#), 3 
3 


显然 函数 列 {所 } C C[0,1], 并 且 当 m > n 时， 


Nn mm 


di(fms fn) =3 (2 gy 二 ) 3 


因此 , {fr} 是 距离 空间 (Cl[0, 1], di1) 中 的 基本 列 . 今 若 有 f e Cl[0,1] 使 得 di(f,,f) 二 0， 
则 当 t€ (0, 雪 ) 时 必须 有 f(t) = 0. 这 是 因为 若 有 加 e (0, 雪 ), f(to) 关 0, 则 由 连续 函数 
性 质 , 存在 6 > 0, 使 得 B(to; 6) C (0, 二), 而 当 t € B(to,6) 时 , |f(t)| > 着 f(to)|: 于 是 当 


也 之 720 时 ， 


di(fns f) > 2831f (to)| = 61f(to)| > 0 


与 di(fn, 了) 0 相 矛 盾 . 

类 似 地 可 证 , 当 te (3,1) 时 , f(t) = 0. 因此 , f 在 t= 处 不 连续 , 从 而 {fn} 在 距 
离 空 间 (C1[0, 1], qi) 中 不 可 能 收敛 , 表明 (C[0, 1], di) 是 不 完备 的 . 口 

一 个 距离 空间 之 所 以 不 完备 , 是 由 于 它 有 一 些 基本 列 没有 收敛 的 点 . 直观 地 说 , 就 是 
此 类 空间 中 有 一 些 “空隙 ”. 对 这 种 不 完备 的 距离 空间 , 可 以 加 进 一 些 “新 的 点 ”形成 一 个 
更 大 的 空间 , 使 得 在 这 个 更 大 的 空间 中 , 所 有 的 基本 列 都 收敛 于 一 点 , 从 而 新 的 空间 是 完 
备 的 . 这 一 过 程 称 为 距离 空间 的 完备 化 . 实际 上 , 有 理 数 集 扩 充 为 实数 集 的 过 程 就 是 这 种 
完备 化 过 程 具体 体现 . 一 个 不 完备 的 距离 空间 都 可 以 通过 完备 化 过 程 扩充 为 一 个 完备 的 
距离 空间 . 限于 篇 幅 , 这 里 我 们 将 略 去 这 部 分 内 容 的 叙述 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 , 例如 文 
献 [18, 40]. 


定义 3.1.12 设 久 为 距离 空间 ,了 TT: 义 一 义 称 为 压缩 映射 ,如果 它 满足 
d(Tz, Ty) < ad(x,y), Vz,y €X, 
其 中 a € (0,1) 为 一 正常 数 , 称 为 压缩 系数 ; 马 中 的 点 工 叫做 全 的 不 动 点 , 如 果 它 满足 不 
动 点 方程 : Tx = 7. 
下 面 的 压缩 映射 原理 , 也 称 Banach 不 动 点 原理 , 是 分 析 中 一 个 强 有 力 的 工具 . 


定理 3.1.5 (压缩 映射 原理 ) 设 了 全 为 完备 距离 空间 和 中 的 压缩 映射 , a 为 相应 的 压 
缩 系数 . 那么 荆 在 入 中 有 唯一 的 不 动 点 . 


证 明 任 取 zo € XX, 令 znii = Tzn, n= 0,1,2,…. 今 证 {zn} 是 和 中 的 基本 列 . 
事实 上 , 对 于 每 一 自然 数 n 有 


(vn, Zn-1) = d(Tin=, To od(zn-172n=2) 
< Qa2d(zn_2, Tn_3) SE an ld(z1, x0). 
因此 
deatk, ws) < d(xnjg; Lit) 本 d(Zn+l， wa) 


也 


< CE 十 :… 十 Q")d(z1, TX0) < d(z1, To0). 


QQ 
1 一 G 


由 于 0 < a < 1, 故 上 述 不 等 式 表 明 {zn} 是 和 中 的 基本 列 . 又 由 于 X 是 完备 的 , 所 以 存 
在 ze 使 得 zn 一 x. 由 于 压缩 映射 显然 是 连续 的 , 所 以 


1T3= im, Ts = Jim, Dnt = 
即 z 是 T 的 不 动 点 . 现在 设 y 是 了 的 另 一 个 不 动 点 , 于 是 
d(x,y) = d(Tz, Ty) < ad(z, y). 
由 于 0<a<1, 故 必 有 d(x,y) =0, 即 z=y. 吉 
上 述 证 明 过 程 实际 上 反映 了 求解 方程 Tz = z 的 迭代 解法 的 收敛 性 . 注意 在 证 明 中 ， 
我 们 得 到 了 一 个 估计 式 


Qo" 


d(zn+bi wy < d(z1, 70). 


1l—a 
车 在 上 式 中 让 上 一 co, 则 得 


CQ 
l—a 


d(z, 2 < d(z1, 20), 


这 是 用 和 迭代 法 求解 方程 Tz = z 时 的 收敛 速率 的 估计 式 . 
例 3.1.13 考察 线性 积分 方程 
b 
z(t) = f(t)+ 和 / Kl(t, s)z(s)ds, (3.1.3) 
其 中 和 为 实 参 数 . 设 je Cl[a,09], K(t,s) 在 [ax [a,9] 上 连续 . 我 们 在 赋 以 上 确 界 距 
离 下 的 完备 的 距离 空间 Cla, 6] 中 将 式 ( 3.1.3 ) 写成 不 动 点 方程 形式 : Tz = z, 其 中 
了 TT: Cla,b| 一 Cla,0] 定义 为 


(Tz)(t) = f(t) + a K(t,s)z(s)ds, Vx € Cla,bl. 


于 是 对 mye Cla,0], 有 


b 
ff 天 (bsj(z(s) — y(s))ds 


dTz, Ty) = A me 


b 
< Ml mg/ KC das doy) 


a<t<b 
因此 , 如 果 
b 
Ml mas, / [ea (3.1.4) 


那么 了 是 Cla,4] 中 的 压缩 映射 , 从 而 有 唯一 不 动 点 . 这 就 是 说 , 只 要 参数 和 充分 小 使 得 
式 (3.1.4) 满足 , 则 式 (3.1.3) 在 Cla,9] 中 有 唯一 解 . 口 


下 面 讨论 距离 空间 的 列 紧 性 . 在 实数 理论 中 我 们 知道 , 任何 有 界 数列 必 存 在 收敛 子 
列 , 或 等 价 地 , 实数 域 恨 中 任何 有 界 的 无 穷 子 集 至 少 有 一 个 极限 点 . 这 就 是 实数 集中 有 界 
集 的 列 紧 性 原理 , 这 种 列 紧 性 实质 上 与 Cauchy 收敛 准则 , Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 等 是 
等 价 的 , 商定 了 数学 分 析 的 严格 的 理论 基础 . 

在 距离 空间 中 , 一 个 点 集 称 为 是 有 界 的 , 如 果 它 能 包含 在 某 个 球 之 中 . 那么 自然 要 问 ， 
在 一 般 的 距离 空间 中 , 任意 有 界 的 无 穷 点 列 是 否 也 一 定 有 收敛 子 列 呢 ? 可 以 设想 , 这 是 一 
个 非常 重要 的 理论 问题 . 

我 们 来 考察 距离 空间 C[0,1] 中 的 点 列 {zn}: zn(t) = 如, n= 1,2,…. 显然 {zn} 是 
有 界 的 : 取 zo(lt) 三 0, 则 


d = t)| = Eo a De 
(Zn Z0) | | 二 


今 证 {zn} 没有 收敛 子 列 . 事实 上 , 若 {zn.} 是 其 收敛 子 列 , 并 且 d(zn, 72) 二 0 (k 一 00). 
注意 到 Cl[0, 1] 中 收敛 就 是 函数 列 的 一 致 收敛 , 因此 


00 起 委 殉 
z(t) = 
1 二 三 于 


这 与 函数 z 在 上 = 1 处 的 连续 性 相 了 矛盾. 
因此 , 一 般 距 离 空间 中 有 界 集 不 一 定 具 有 列 紧 性 . 


定义 3.1.13 设 M 为 距离 空间 的 一 子 集 . 我 们 称 M 为 相对 列 紧 的 , 如 果 M 中 
任 一 无 限 点 列 {Zn} 都 有 收 化 子 列 {fzn,j}, 使 得 zn -了 EX; 进而 若 收 伊 子 列 的 极限 都 
在 M 中 , 则 称 M 是 列 紧 的 . 特别 , 若 空间 了 本 身 是 列 紧 的 , 则 称 久 是 列 紧 空间 . 

定理 3.1.6 设 M 是 距离 空间 XX 中 的 一 集合 , 那么 

(1) 若 M 是 相对 列 紧 的 , 则 M 是 有 界 的 , 并 且 其 闭 包 是 列 紧 的 ; 

(2) 若 瑟 是 列 紧 的 , 则 和 是 完备 的 , 并 且 当 M 是 闭 集 时 1M 也 是 列 紧 的 . 


第 3 章 泛 函 空间 与 线性 算 子 


证 明 (1) 设 M 是 相对 列 紧 的 , 若 M 无 界 , 则 存在 M 一 无 限 点 列 {zn}, 使 得 
d(zo, zn) > n, 其 中 zo 是 X 的 某 个 固定 点 . 显然 {zn} 的 任何 子 列 不 可 能 收敛 , 与 M 的 
相对 列 紧 性 矛盾 , 因此 M 必定 有 界 . 现在 设 {zk} C M, 于 是 对 于 每 个 , 存在 y €E M, 使 
得 d(zh, 纹 ) < 1/k. 由 于 M 是 相对 列 紧 的 . 故 存在 子 列 {yw} 使 得 yn > zo (k 二 00). 
eh 
d(zni, 20) < d(Zny, Ynx) 丰 d(yn:, To) 过 1/ng 二 d(yn:, To0) -0 


可 知 zn 一 zo. 但 M 是 闭 的 , 故 zo e M, 这 就 证 明了 MM 的 列 紧 性 . 
(2) 设 {zn} 是 列 紧 距 离 空间 X 的 一 基本 列 , 故 {zn} 有 收敛 于 某 工 的 子 列 {xn} 
于 是 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 自然 数 ko 和 No, 使 得 


bk0 = dpa OO) 去 5 Wi NG = SA 和 


现在 取 i 充分 大 , 使 得 ns, > No. 于 是 当 > nm。 时 ,有 
d(zn, £7) < d(Tn, Lng ) 十 GZnkiZ) < Ee/2+e/2= €. 


这 表明 zn 一 x, 即 X 中 基本 列 都 收敛 , 从 而 X 是 完备 的 . 至 于 最 后 一 个 结论 , 即 闭 集 的 
列 紧 性 是 显然 的 . 口 


定义 3.1.14 设 M 为 距离 空间 XX 的 一 子 集 . 

(1) 对 正 数 s, 若 存在 子 集 书 使 得 M CU。scpBe(z), 则 称 妃 是 M 的 一 个 e- 网 . 

(2) 若 对 任 一 正 数 <, 存在 M 的 一 个 有 限 的 e- 网 , 即 存在 有 限 点 集 EB = {zi,… ,zn》 
使 得 M C UR_1iB(zk,s), 则 称 M 是 全 有 界 的 . 

(3) 设 U 是 下 的 一 子 集 族 , 称 U 是 M 的 一 个 覆盖 , 是 指 M C Upey B; 而 这 时 若 2 
中 每 一 集合 都 是 了 中 的 开 集 , 则 称 M 是 M 的 一 开 履 盖 ; 而 若 U 仅 包 含有 限 个 集合 , 则 称 
U 是 M 的 有 限 履 盖 ; 最 后 若 24 中 一 个 子 集 族 就 覆盖 了 JM, 则 称 是 M 子 履 盖 ， 


定理 3.1.7 设 久 是 距离 空间 , 则 如 下 3 个 命题 是 等 价 的 : 
(1) 怀 是 列 紧 的 ; 

(2) 革 是 全 有 界 且 完备 的 ; 

(3) 六 的 每 一 开 履 盖 都 含有 一 个 有 限 的 子 履 盖 . 


证 明 先 证 (1) 一 (2). 设 X 是 列 紧 空间 . 注意 列 紧 空 间 一 定 是 完备 的 , 这 是 因 
为 若 蕊 中 基本 列 有 一 子 列 收敛 于 一 点 , 则 整个 序列 也 收敛 于 这 一 点 . 今 若 和 不 是 全 
有 界 的 , 则 对 某 个 s > 0, 不 存在 和 X 的 有 限 e- 网 ， 于 是 任 取 zl € X, B(zl,s) 不 能 包 
含 整 个 瑟 , 故 有 za E X\B(zi,s). 同 理 ，B(zi,s) U B(z2,e) 不 能 包含 整个 刁 , 故 有 
Za EXAN(B(zie)UB(zaes)). 一 般 地 , 可 取 za € 基 \ U1 B(zk,e). 如 此 , 我 们 得 到 
中 一 个 无 限 点 列 {zn}, d(zn zm) > 2, mm 关 n. 显然 , {zn} 没有 收敛 子 列 , 这 与 和 的 列 紧 
性 矛盾 . 因此 X 一 定 是 全 有 界 的 . 

下 证 (2) 一 (3). 设 X 是 全 有 界 且 完 备 的 . 今 若 (3) 不 成 立 , 则 和 必 有 一 开 覆 盖 M 
没有 有 限 覆盖 . 设 Bo = X, 然后 用 归纳 法 构造 出 X 中 开 球 Bi, Bo,… , B, 满足 : @ B，, 
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的 半径 是 1/27; @ Bun Bn_1 关 8; @U 中 没有 有 限 子 集 族 覆盖 B. 现在 来 构造 开 球 
也 ,1 使 之 仍然 具有 上 述 特性 . 注意 全 有 界 空间 的 子 集 B,, 也 是 全 有 界 的 , 因此 B 能 被 
有 限 个 半径 为 1/2"+1 的 开 球 族 { 人 …… , Vn} 覆盖, 当然 , 不 妨 可 以 要 求 仿 mBn 关 纪 ， 
1<j 了 <m. 在 太 ,… ,Vm 中 至 少 有 一 个 球 不 能 被 4 中 有 限 个 集合 覆盖 , 因为 否则 的 话 ， 
B 就 被 MH 中 有 限 个 开 集 覆盖 了 . 将 三 ,…… , Vi 中 不 能 被 W 中 有 限 个 开 集 覆盖 的 开 球 用 
n+1 表示 , 显然 Bn41 满足 上 述 要求 . 
这 样 我 们 得 到 一 无 限 开 球 序列 {B |n > 1}. 设 开 球 Bn 的 球 心 在 zw, 由 于 Brn nmn 
Bn Xi 因此 .Mn > 2 di) < /2 le ln 
7j>k 宕 m 之 1 时, 有 


= | J | 
dm a 二 2 Rs > Zi < »» 元 二 了 2 
i=k Sk i=0 
由 此 可 见 {zn} 是 和 中 的 一 个 基本 列 , 但 和 是 完备 的 , 从 而 存在 zo e XX, 使 得 zn 一 zo. 
由 于 WU 是 X 的 覆盖 , 故 存在 一 集合 Ue U, 使 得 zo e U. 由 于 U 是 开 集 , 故 存在 e>> 0 
使 得 B(zo,e) C U. 然后 选取 一 充分 大 的 自然 数 和 NN > 1, 使 得 南 < 和 d(zw,z0) < 5. 
于 是 对 于 任意 ze BN, 有 


d(z,zo) 和 dlz,zNw) 二 dlzNwzo) <1/2V +e/2<&, 


这 表明 ze B(xo0,e), 从 而 By C B(zo,s) CU, 与 属性 @@ 相 矛盾 . 于 是 关于 X 的 有 限 覆 
盖 的 命题 (3) 成 立 . 

最 后 证 (3) 一 >(1). 设 (3) 成 立 , {zn} 是 天 中 任 一 点 列 . 对 于 每 一 自然 数 mw 设 
五, 为 集合 {zn, zn+l……} 的 闭 包 . 今 证 开 集 族 {Fs |n > 1} 不 能 覆盖 和 事实 上 , 若 
US Rs 二 演 ; 则 从 的 本 可 知 有 有 限 个 Fe 就 能 覆盖 XX, 不 妨 设 (Jr_i Fe = 六. 由 此 可 得 
站 问 王 ,于 盾 .' 国 几 UW 人 0 (Nn Ne 
由 于 zo € 也, 故 存在 wk > , 使 得 d(zny,z0) < 1/2". 从 而 zr, 一 zo, 即 {zns} 是 收敛 
子 列 . 加 


定理 3.1.7 中 条 件 (3) 称 为 “有 限 开 和 覆盖 性 质 ”. 在 一 般 拓 扑 空间 X 中, 通常 当 集合 
M 具有 有 限 开 覆盖 性 质 时 称 其 为 紧 集 , 紧 性 与 列 紧 性 是 有 区 别 的 . 但 正如 定理 3.1.7 所 
述 , 在 距离 空间 中 紧 性 和 列 紧 性 是 等 价 的 . 因此 在 本 章 中 , 我 们 对 术语 “ 紧 ” 和 “ 列 紧 ”将 
不 作 严 格 区 分 . 

在 一 个 具体 的 距离 空间 中 , 验证 一 个 集合 的 列 紧 性 并 不 是 一 件 容 易 的 事情 . 这 里 我 们 
不 作证 明 地 列 出 Co, 中 集合 的 列 紧 性 条 件 . 


定理 3.1.8 (Arzela-Ascoli 定理 ) 设 Cla,b] 是 赋 以 上 确 界 距离 下 的 距离 空间 , M C 
Cl[a,0]. 那么 , M 是 相对 列 紧 的 , 当 且 仅 当 
(1) M 是 一 致 有 界 的 , 即 存 在 正常 数 几 使 得 


17 和 Vf eM, telo 可 
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(2) M 是 一 等 度 连 续 函 数 族 , 即 VE > 0, 存在 常数 6 = 6(e) > 0, 使 得 
#0) = f(a < vfeMm, Vt,s € [a,b), t=—sl<6. 


实际 上 , Arzela-Ascoli 定理 对 更 一 般 的 连续 函数 空间 C(Q) 也 是 对 的 , 这 里 Q 是 某 个 
距离 空间 中 的 紧 集 , C(Q) 表示 定义 在 Q 上 连续 函数 全 体 所 形成 的 距离 空间 , 距离 定义 为 


d(z,y) = max |z(t) — y(). 


3.2 ” 赋 范 线性 空间 


在 3.1 节 中 , 我 们 引进 了 距离 的 概念 , 并 通过 距离 引入 了 收敛 或 极限 的 概念 , 为 分 析 
黄 定 了 基础 . 本 节 进 一 步 考虑 具有 线性 结构 的 距离 空间 , 也 就 是 说 , 我 们 考虑 的 距离 空间 
和 中 有 元 素 的 加 法 和 数 乘 运算 , 并 且 和 相对 于 这 些 运算 还 是 封闭 的 , 即 


TiVEXQEREK => r+yEX, oar€X, 


这 里 有 K 表示 线性 空间 所 基于 的 数 域 , 可 以 是 实数 域 , 也 可 以 是 复数 域 . 在 一 般 情形 下 我 们 
将 不 指出 线性 空间 的 数 域 , 这 时 可 以 理解 成 实 线性 空间 , 也 可 以 理解 成 复线 性 空间 . 本 书 
中 我 们 假定 读者 已 经 熟悉 了 线性 空间 的 基本 概念 和 理论 . 

首先 我 们 给 出 范 数 的 定义 . 


定义 3.2.1 设 久 是 数 域 区 上 的 线性 空间 . 和 上 的 范 数 是 指 从 义 到 了 R 的 一 个 映射 : 
Z HHy ||zl|, 它 对 于 任意 的 zy E 义 ,a E 区 满足 

(1) 非 负 性 : |z0) | 了 [三 0 了 三 0; 

(2) 比例 性 : ||az|| = |al |lzll; 

(3) 三 角 不 等 式 : |z 十 yl < zl 十 yll. 

zl| 叫做 点 z 的 范 数 . 赋 以 范 数 的 线性 空间 叫做 赋 范 线性 空间 或 线性 赋 范 空间 , 有 时 
也 简称 赋 范 空间 , 记 作 (XX, | |). 


当 上 下 文 已 经 明确 或 约定 成 俗 的 情形 下 , 往往 简称 线性 赋 范 空间 X, 而 不 再 特别 说 明 
所 用 的 范 数 . 

在 线性 赋 范 空间 X 中 , 若 令 d(xz,y) = 上 z 一 可, 则 易 见 d 是 和 中 的 一 个 距离 , 称 
为 由 范 数 导出 的 距离 , 从 而 (X,d) 是 一 个 距离 空间 . 于 是 线性 赋 范 空间 X 中 像 开 集 、 
闭 集 、 收 伍 和 极限 等 这 样 一 些 拓扑 概念 都 可 以 借助 由 范 数 导出 的 距离 给 出 . 例如 , 开 球 
B(xo0,e) = {z EX||z — zoll < ee 而 zn Zo(n 一 co) 意 指 ||zn 一 zol| 一 0(n 一 oo). 

今后 , 涉及 极限 , 例如 zn 一 zo(n 一 co), 有 时 为 了 记号 简单 起 见 , 在 不 致 引起 歧义 的 
情形 下 , 往往 会 省 略 (” 一 co). 

定义 3.2.2 若 一 个 线性 赋 范 空间 和 按 其 导出 的 距离 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 则 称 
该 线性 赋 范 空间 是 一 个 Banach 空间 . 


在 列举 一 些 常见 的 线性 赋 范 空间 的 例子 之 前 , 我 们 先 证 明 一 些 有 用 的 不 等 式 . 


IE 


引 理 3.2.1 设 rai0N0S 0 二 那么 


(3.2.1) 
q 


证 明 设 0<a<1, 并 令 f(z) = xz? 一 az,0<z< co. 不 难看 出 f(z) 在 z=1 时 
达到 最 大 值 1 一 a, 从 而 


< or 和 F(t 0) 0<wo0: 


特别 在 上 式 中 取 z = 和 a = 3, 1 一 a = 2, 即 得 式 (3.2.1). 口 


gp < = 
k=1 


今后 我 们 记 LP 二 { 三 和 时 


引 理 3.2.2 (H5lder 不 等 式 ) 设 p>1,g>1,3+3=1,7z= {tt} € 4 y= {nk} € 
49. 那么 如 下 了 5lder 不 等 式 成 立 


和 Sier) (Bmr) : (3.2.2) 
k==1 天 二 k=1 


证 明 在 式 (3.2.1) 中 令 a = az, 6 = 03, 得 到 


然后 在 上 式 中 令 
|é| 8 | 中 | 


> 了 
Co 了 oo ga 
p a 
(2 |éx| ) ( 避 Inx| ) 


oie rl 
ooe p Co qa 
名 ke (名 mx 中 人 如 | 人 kl 


最 后 对 j 从 1 到 oo 求 和 , 即 得 式 (3.2.2). 口 


CQ 一 


得 到 


引 理 3.2.3 (Minkowski 不 等 式 ) 设 p>1lz ye 刀 , 其 中 zZ={tkj y= {mx}. 那 
么 如 下 Minkowski 不 等 式 成 立 


人 e+ < b3 ep) 十 bay mp) 4: (3.2:3) 
k=1 k=1 k=1 


证 明 2 = 1 显 见 . 因此 下 面 假设 p>1, 并 且 3 十 3==1. 今 设 z={Gej e 刀 并 令 
z= {|Cx|?-!}. 由 于 (p 一 1)q=p, 故 ZE€l9. 
注意 对 于 任意 数 a,b, 有 
la+bl? < (2max{lal, |6|})” < 2? (lal? + |6|?). (3.2.4) 


于 是 从 式 (3.2.4) 推出 {&; 十 mk} e 如 ,从 而 利用 H6lder 不 等 式 (3.2.2) 得 到 


Do Ooe Oo 
Dé + nl? < 》 Iér + nl Hlér| + Dék + mle™ hn 


je | 下 一世 
< 信 ep) 区 mp 让 eet mp) 
=1 k=1 大 三 二 
然后 经 适当 整理 即 得 Minkowski 不 等 式 (3.2.3). 加 


例 3.2.1 妈 空间 (1<p<go). 当 1<p< co 时 ,从 引 理 3.2.3 可 见 lp 是 一 线性 空 
间 . 定义 


lzll = by ap) ， Vz= {étér} el. 
k=1 


从 引 理 3.2.3 看 出 , |lzll。 是 如 上 的 一 个 范 数 . 今 证 (如 ,| . |) 是 完备 的 , 从 而 是 一 个 
Banach 空间 . 事实 上 , 设 {zn |n > 1} 是 如 中 一 基本 列 , 这 里 z = {0}, n 之 1. 于 是 
对 于 每 一 自然 数 k 有 


Sw 六 | < llzm — znllp, 
由 此 可 见 , {|n > 1} 是 区 中 一 基本 列 , 从 而 存在 £0) < 区 , 使 得 上) -> &0(n -> 00). 
记 wo = 人 
对 于 任 给 的 s > 0, 存在 自然 数 N = N(e), 使 得 当 m,n > N 时 ||zm 一 znllp <e. 于 
是 当 m,n>N 时 


k > 
Es 上 一 en 和 lznw 一 znl<e， VE>1 


j=1 


在 上 式 中 让 mm 一 oo, 得 到 


3 


k 
四 网 co < ||zo | 和 i 


j=1 


然后 在 上 式 中 再 让 k 一 co 即 得 


& 3 
EE 1 — or] <e, Vn>N. 


pt 
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上 式 表明 , zo e 如 , 并 且 z 一 zo. 这 样 我 们 证 明了 刀 2 中 每 一 基本 列 都 有 极限 , 从 而 如 是 
完备 的 , 即 l? 是 Banach 空间 . 
当 p==o0 时 , 令 lee = {z= {tk} |supi<pzoo |éx| < 00}, 并 令 


| zl。 二 SUP | 人 |， Vz = {éx} ey 
1<k<oo 


那么 容易 验证 ||zl|w 是 lee 的 一 个 范 数 , 并 且 lee 也 是 一 个 Banach 空间 . 四 


例 3.2.2 LP(E) 空间 (1 < p< co). 设 马 是 恨 中 一 可 测 集 , m(B) < co, 先 令 
1 < p< oo 为 一 给 定常 数 . 设 L?(B) 表示 上 所 有 p 次 窜 勒 贝 格 可 积 函 数 的 集合 , 这 里 
已 上 函数 f 的 p 次 究 指 |f(z)|?. 今后 , L?(B) 几乎 处 处 相等 的 函数 认为 是 同一 个 函数 , 因 
此 , 严格 地 说 , L?( 轧 ) 中 元 素 是 p 次 可 积 函 数 的 等 价 类 . 对 于 fe L?(), 令 


Dat oraz), 


I?(E)={f € M(BE) |, < oo}， 
这 里 M(B) 表示 妃 上 可 测 函 数 全 体 . 
设 fe M(B), 如 果 存 在 一 正常 数 jy, 使 得 |f(z)| < 1, a.e. 于 一 , 则 称 f 是 一 本 性 有 
界 函 数 ; 对 于 如 此 的 上 界 j 取 下 确 界 , 记 作 fw, 称 为 的 本 性 上 界 . Lx( 思 ) 表示 上 
所 有 本 性 有 界 函数 构成 的 集合 . 容易 验证 , 对 于 fe L%() 有 


一 - i Ff S 并 
He = sin MG 


则 


设 f,g EL?(E), 并 且 p> 1,g 之 1, 则 从 式 (3.2.4) 可 知 
HG + g(a) < 2 (a) + lg), s eB 
上 式 两 边 在 上 积分 , 得 到 
[ve tara < (f iorast [elopar). 
E E E 
由 此 可 见 当 f,g € IL?(E) 时 , f 十 g € LP(B), 而 若 a € K, 则 af e IL?(E) 是 显然 的 . 因 
此 , L?(E) 是 一 个 线性 空间 . 这 一 结论 显然 对 于 p = co 也 是 对 的 . 口 


我 们 将 证 明川。 是 L?(B) 中 的 范 数 . 为 此 , 我 们 需要 一 些 准 备 . 利用 类 似 于 Ll? 情形 
的 方法 , 可 以 证 明 函 数 形式 的 Halder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 . 


引 理 3.2.4 (H5lder 不 等 式 ) 设 p>1,g>1,3+i1=1,fe1LI?(E),ge Ll(E). 
那么 如 下 HO6lder 不 等 式 成 立 


/rasalazs (人 GPa (hf olor) (3.2.5) 
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引 理 3.2.5 (Minkowski 不 等 式 ) 设 p 之 1,f,g EI?(E). 那么 如 下 Minkowski 不 


( 此 We) + olorar)” < ( | Jpaz 3 ( [ gl)mdz】 2 


例 3.2.3 ( 例 3.2.2 的 继续 ) 下 面 证 明 ||flly 是 L?(E) 中 的 范 数 . 首先 考虑 1 < p< oo 
的 情形 . 从 勒 贝 格 积分 理论 可 知 , ||fllp = 0 等 价 于 f(z) = 0, a.e. 于 一 , f 是 零 元 , 于 是 范 
数 性 质 (1) 成 立 ; 范 数 性 质 (2) 是 显然 的 ; 从 Minkowski 不 等 式 直 接 可 得 范 数 性 质 (3) 成 
立 . 因此 ||flly 确实 是 一 个 范 数 . 当 p = co 时 , 证 明 将 更 直接 简单 . 加 


下 面 考虑 L?(B) 空间 的 完备 性 . 设 {|n > 1} 是 L?(B) 的 一 基本 列 , 我 们 要 证 明 
存在 je L?(E) 使 得 一 f(n 一 co). 由 于 fh 一 fmllp 二 0(n,m 一 co), 故 可 取 一 列 自 
然 数 {nj; |7 > hy, a MR 使 得 


li Pa fn; | sn 1 


对 于 每 个 自然 数 k, 记 En = EN{zeR||z|<k}, 则 m(Bk) < co, 并且 


在 BE 上 对 函数 |f,,, 一 fn;| 和 常 值 函数 1 应 用 H5lder 不 等 式 , 得 到 
. [fai ts) = far)laz < m( Ex) fo — foll. 


于 是 


B [fn (7) = ol dz 
B, \j=1 
二 和 (z) Es fn; tz) dz 
| 
S m(E:)'/® 3 fn 3 fn; | m(Ex)/? < O00: 
j=1 » 
由 此 可 见 , 当天 一 co 时 
k—1 
tl 


j=1 


在 Ei 上 几乎 处 处 收敛 , 因为 否则 积分 将 发 散 . 从 而 


天 一 工 
fn (7) > (a < a 至 fnx (7) 


I 


在 BE 上 也 几乎 处 处 收敛 . 记 f 为 其 极限 函数 , 这 里 在 记 不 收敛 的 点 z 上 定义 f(x) = 0. 
了 是 妃 上 的 可 测 函 数 . 
对 于 任 给 s > 0, 由 于 { 访 } 是 L?(B) 中 基本 列 , 故 存在 自然 数 N, 使 得 


四 -各 EPaz<ep， Vmn>N. 
今 取 自然 数 J 充分 大 , 使 得 ny > N. 于 是 
lf(m) = hal()eds en, Vi 
固定 n, 对 于 非 负 函 数列 {|fn(z) 一 fn,(z)||j > 1} 应 用 定理 2.9.6 (Fatou 引 理 ), 得 到 
人 |fn(z)— f(z)lPdr <e?, Vn>N. 


这 表明 fi 一 fe L?(E), 从 而 fe L?(B), 并 且 fi 二 f(n 一 00), 即 L?(B) 中 基本 列 有 极 
限 . 因此 , L?(B) 是 Banach 空间 . 

至 于 L%(E) 的 完备 性 的 证 明 则 更 简单 , 读者 可 作为 练习 . 

下 一 定理 说 明 赋 范 线性 空间 中 线性 运算 对 于 范 数 的 连续 性 . 


定理 3.2.1 设 久 是 数 域 区 上 的 赋 范 线性 空间 , 令 
f(z,y) = 27+y, g(N,7)= Ar, h(z) = ||zll, 
那么 让 :和 XXX 瑟 玉环 g: 玫 xx 和 一 和 7:Z 一 及 都 是 连续 函数 . 


证 明 设 {fznj, {yn} C 六 , {An} C 有 R, x,y € XX, 使 得 zn 一 2 加 一 纪 和 mn 一 入 于 
是 从 范 数 的 定义 可 得 


f(zn, Yn) — Fz, < llzn — zl + llyn — yll 2 0(n 一 oo)， 
fn Zn) — FO DN < Mrzn 一 Xnz| + lAnz — Ml 
< |Ana| lzn 一 2 十 |An 一 Allz|| 一 0 一 oo)， 
Ih(zn) — h(z)| < llzn — zl| = 0(n 一 oo). 
口 


3.1 节 定 义 了 同一 集合 上 不 同 距离 之 间 的 等 价 性 , 据 此 , 一 个 线性 空间 允 上 两 个 范 数 
| 中 和 省. lls 称 为 等 价 , 是 指 对 于 X 中 点 列 {zn} 有 


lznlli 一 0 < 一 ||znlls 一 0. 


定理 3.2.2 线性 空间 X 上 两 个 范 数 ‖ .| 和 上 :| 上 |2 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 两 个 
正常 数 AI 和 12, 使 得 


pillzllz < llzlli < mllzlz， vz €EX. 


而 1 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 , 下 面 用 反 证 法 证 明 必 要 性 . 假定 两 个 范 数 外 和 十 :|s 等 
价 , 但 不 存在 正常 数 jo, 使 得 zlli < jallzlla, Yz e X. 于 是 对 于 每 一 n, 存在 zw E 瑟 , 使 
得 ||znjli > nlznllz, 从 而 车 令 yn = za zw 则 ynllz < 1/n, 即 ||ynllz = 0(n 一 co). 
但 |lynlli = 1, 与 两 个 范 数 的 等 价 性 假设 相 予 盾 . 同 理 可 证 存在 正常 数 jv, 使 得 jil|zll2 < 
|zlli, Yz eX. 国 

赋 范 线性 空间 X 称 为 是 有 穷 维 的 , 是 指 线性 空间 X 的 维 数 dimX =7m? < oo. 设 蕊 ， 
是 n 维 赋 范 线性 空间 , el, ez,…… ,en 是 线性 空间 XX 的 基 . 于 是 每 一 5e XX 可 唯一 表示 
为 

T= tt + énens 

其 中 心 E 了 (或 C) 为 z 的 坐标 . 

定理 3.2.3 设 X, 是 n 维 赋 范 线性 空间 , 那么 系 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 


证 明 如 上 , 设 eiez…… ,en 为 Xn 的 基 , Xn 上 任意 元 z 唯一 地 表示 为 z = &1el 十 
… 十 énen. 设 上 :| 为 Xn 的 一 个 范 数 , 首先 我 们 证 明 存 在 两 个 正常 数 > 和 j, 使 得 


DA | 》 | 名 2 < lzll < pa ] Dlérl2, Ve € Xn. (3.2.7) 
k=1 b=1 


事实 上 ， 令 ED 这 3a) 一 lIzl| > ll 人 el ws … 十 énenjl， 显然 站 : 及 ”一 及 是 nn 元 连续 函数 . 
令 
E={(é1,:… ,én) € RII& +- + |én|? = 1}. 

显然 妃 是 RR* 中 的 有 界 闭 集 . 于 是 f 在 名 上 达到 最 大 值 y, 和 最 小 值 v. 容易 看 出 > > 0， 
因为 否则 的 话 , 存在 x e 瓦 , 使 得 f(z) = zl = 0, 从 而 z = &iei1 十 :… 十 &en = 0, 即 
1 = =.… = 6n = 0, 每 | 和 |2 十 … 十 | 如 2=1 相 了 矛盾 . 于 是 v > 0. 

现在 任 取 z = &iei 十 … 十 &nen: 令 y 三 Z/V 人 SEE 十 十 向 记 则 显然 ye 瑟 从 而 
v < f(y) = zl/vVI& E+.…+ |énl < 1 即 得 式 (3.2.7). 

现在 设 上 -1 和 :lz 是 X 上 的 两 个 范 数 . 于 是 根据 上 述 , 存在 4 个 正常 数 v1, pj， 
V2 和 /2， 使 得 


Nn n 
2 leh < lzlh<m Dl Vr € Xi 


Dléxl? < llzlle < p2 > Iéxl2?, Vz € Xn. 
2 1 


由 此 从 上 述 两 式 不 难 推出 


Vl 1 
|zllz < lz < Elzlls, vr e xX. 
H2 V2 


即 | 和 :lz 等 价 . 口 


3.3 ”内 积 空 间 


本 节 介 绍 内 积 空 间 , 它 是 n 维 欧 氏 空间 向 量 内 积 的 无 穷 维 推广 . 


定义 3.3.1 设 六 是 数 域 区 上 的 线性 空间 . 定义 在 铸 x 义 上 的 泛 函 (zy) 叫做 及 - 
上 的 内 积 , 如 果 它 满足 

(1) 正 定性 : Vz.ERKXN( 芒 2) 艺 00 并 于 (=0 半 寺 访 半 人 0 

(2) 共 力 对 称 性 : Vx,y € XX, (7,y) = (y, 7); 

(3) 关于 第 一 变 元 的 线性 性 : Vx,y € XX, Va,PB € KK, (ar 十 Byz) = Q(z,2) 二 PB(y,2). 
这 里 对 于 Qa € 区 , GT 表示 Qa 的 复 共 斩 ( 当 区 是 复数 域 C 时 ). 

赋 以 内 积 的 线性 空间 叫做 内 积 空 间 , 记 作 (X, (.，))， 而 在 不 致 引起 混淆 的 情形 下 , 简 
记 内 积 空间 XX. 

记 zl| = V(z,z), 称 为 元 z 的 范 数 . 下 面 我 们 将 证 明 如 此 定义 的 ||zl| 确实 满足 范 数 
的 条 件 , 从 而 是 和 中 的 范 数 . 一 个 内 积 空间 , 如 果 它 按 其 内 积 导 出 的 范 数 是 完备 的 , 则 称 
此 内 积 空 间 为 Hilbert 空间 . 

例 3.3.1 nn 维 欧 氏 空间 KK”, 这 里 区 取 恨 或 C, 分 别 得 到 实 欧 氏 空间 和 复 欧 氏 空间 . 
在 区 "中 定义 内 积 


(2, Y) Di vz= (3 ;én),y = (7 ;Tin) E K". 
je 


由 该 内 积 导 出 的 范 数 正 好 是 前 面 已 经 引入 的 欧 氏 范 数 . K* 是 有 限 维 Hilbert 空间 . 加 
例 3.3.2 ”空间 22. 对 于 z = {4}, y = {mr} € 如 ,定义 


(Zz, y) > EkThk, 
二 了 


则 不 难 验 证 , (z,y) 是 刀 中 的 内 积 , 并 且 由 (x,y) 导出 的 范 数 恰 好 是 前 面 定义 的 2 中 的 
范 数 , 从 而 妈 是 Hilbert 空间 . 口 


例 3.3.3 空间 LIL2(a,5b). 设 rz,y € L2(a,b), 定义 


b 
(zi 分 = 4 z(t)y) dt, 


则 不 难 验证 , (z,y) 是 L2(a,5) 中 的 内 积 , 并 且 内 积 (z,y) 导出 的 范 数 恰好 是 前 面 定 义 的 
L2(a,b) 中 的 范 数 , 从 而 L?2(a,5) 是 Hilbert 空间 . 口 


例 3.3.4 空间 Cla, 叫 . 定义 


b ps 
(wi 协 = 1 ov se Cio 


则 不 难 验证 , (z,y) 是 Cla, 0] 中 内 积 , 但 在 3.1 节 中 知道 , C[a,0] 在 由 该 内 积 (z,y) 导出 的 
范 数 下 是 不 完备 的 , 从 而 不 是 Hilbert 空间 . 口 


命题 3.3.1 设 久 是 一 内 积 空间 , 则 
(1) Vz,y € 六, 成 立 如 下 的 Schwarz 不 等 式 


|(z, | < llzll llyll; 
(2) llz +yll < llzll+ llyll, Vz,y e X. 
证 明 (1) 不 妨 设 z 关 0. 对 任意 x,y € XX, a,B € 区 , 有 
0<(az+pBy,az+By) 
=|al?llzll? + aB(z,y) + aB(y, 7) + |Bl lyll? 
=(allzll + lz (y, 2)) (allzll + Bllzll™ 1(y, 2)) 
十 16P (llyll? — lzll ?lz, |) . 


特别 取 a = Bllzll“|(z,y), 得 到 |(z,y)| < llzlPllyll?. 由 此 即 得 Schwarz 不 等 式 . 
(2) 直接 由 Schwarz 不 等 式 得 出 


Iz+yll? = (z+y,z+9) = |zl? + 2Re(z,y) + llyll? 


< lz + 2lzll lyll + lly? = (lel + llylD)?. 


由 命题 3.3.1 不 难 验 明 ||z|| 确实 满足 范 数 的 所 有 要 求 . 
命题 3.3.2 设 久 是 一 内 积 空间 , 则 其 内 积 (z,Yy) 是 双 变 元 连续 泛 函 , 即 若 zn 一 z0， 
yn yo; 则 (Zn, Yn) 一 (Zo, yo). 


证 明 我 们 有 
| 3 (zo, yo)| < (wa gn 3 vyo)| 证 |(z 2 Zo, yo)| 


< llznll llyn — yoll + llzn = zoll llyll 一 0 一 oo)， 


这 里 我 们 利用 了 收敛 列 范 数 的 有 界 性 . 加 
三 维 空间 中 两 个 向 量 z 和 y 之 间 夹 角 9 的 余弦 可 表示 成 
DY) 
lzll llyll 


在 一 般 内 积 空间 中 , 根据 内 积 性 质 有 | 名 | < 1, 从 而 在 无 穷 维 内 积 空间 中 , 也 可 按照 上 
式 定义 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 . 这 样 就 可 以 讨论 内 积 空间 中 许多 几何 性 质 . 为 此 , 我 们 给 出 
如 下 定义 . 


定义 3.3.2 设 环 是 一 内 积 空间 ,1M,，N 为 对 的 两 非 空子 集 . 

(1) 对 于 z,y € 久 , 若 (zy) 二 0, 则 称 z 与 y 相互 直 交 , 记 作 zyi; 

(2) 如 果 (7z,y) = 0, Vy € M, 则 称 z 与 M 直 交 , 记 作 zLM; 

(3) M 的 直 交 补 是 指 集合 ML = {z EX|(z,y) =0, vy € M)}; 

(4) M 和 NN 称 为 相互 直 交 , 记 作 MLN, 是 指 (Z,) 二 0,Yz E MyeN. 


命题 3.3.3 设 承 是 一 内 积 空间 , M、NN 为 不 中 两 个 子 集 . 
(1) ( 勾 股 定理 ) 若 z,y €E 久 , TLy, 则 


lz + yl = zl + lly; 


(2) 若 MTLN, 则 它们 的 闭 包 也 相互 直 交 , 即 MLN; 
(3) 若 人 =X, 即 MM 在 卫 中 稠 , 且 zLM, 则 = 0; 
(4 车 MCN; 则 N+- CM; 

(5) ML 是 久 中 一 闭 子 空 间 . 


证 明 将 lz+gl2 = (z 十 y,z 十 Y) 展开 即 得 (1). 利用 命题 3.3.2 可 得 (2) 和 (3), 而 
(5) 的 证 明 是 显 见 的 . 口 


下 面 的 结论 称 为 直 交 分 解 定理 . 


定理 3.3.1 设 M 是 Hilbert 空间 万 中 的 闭 线性 子 空间 , 那么 万 中 任意 元 xz 可 唯 
一 地 表示 成 了 一 V 十 2 其 中 yE 1M,zE Mt, 而 且 


ly—z) = inf lo — zh 
即 y 是 M 中 距 z 最近 的 点 . 
证 明 首先 我 们 来 找 出 M 中 距 z 最 近 的 向 量 . 令 
a= img lo 一 中 
根据 下 确 界 的 定义 , 对 于 任意 自然 数 n, M 中 有 元 yn, 使 得 
a < lyn — zl < a + 1/n, 
从 而 |lyn 一 zl| 一 a. 今 证 {yn} 是 基本 列 . 事实 上 , 根据 命题 3.3.1 的 平行 四 边 形 公式 有 


[ym — Yn? = | (ym — 2) — (yn — 2)) 
= 2 (lym — zl + llyn — 2):) 一 人 om 一 z) + (yn 一 2 上 2 


上 2 
= 2||ym 一 zl2 十 2 — zl2 — 下 生生 a z| - 


”第 3 章 泛 函 空间 与 线性 算 子 


由 于 ym,yn EM 故 寺 gr 十 名) EM 从 而 


sl 


注意 到 ||yn 一 z|| 一 a, llym 一 Zz 一 a 可 知 当 m,n 充分 大 时 ||ym 一 yn 可 任意 小 , 从 而 
{yn} 是 一 个 基本 列 . 
由 于 五 是 完备 的 , 故 {yn} 在 瑟 中 有 极限 y. 由 假设 M 是 闭 的 , 故 ye M. 于 是 
ly 一 zl =a, 即 y 是 M 中 距 z 最 近 的 向 量 . 
下 面 证 明 (z 一 y)1M. 事实 上 , 若 不 然 , 则 存在 ve MM, 使 得 6 = (z 一 y,w) 关 0. 令 
WW 二 yy 十 Bu, 则 we€ M, 并 且 
lz—wl = (2—y—pBu,z—y— Bu) 
je lIz yll> 一 5(z 区 2 u) xz Blu,z aa y) 者 182 
=|z—yll: -BB8 -BB+ = | — yl — |8l? 
< lz Ey yll>, 


与 y 是 M 中 距 zx 最 近 的 假设 矛盾 . 
于 是 若 令 z= 二 zx 一 y, 则 z=y 十 z, YE M,z€ M+. 现在 证 明 z 的 这 种 分 解 是 唯一 
的 . 事实 上 , 如 果 还 有 一 个 分 解 : z = 十 z', YE M, z'€ M+, 则 得 y 一 y = z' 一 z, 从 而 
ly -yl =|z z=(y —y,z—2z)=0. 
这 正 是 说 yj/ =y, z' = z. 口 
定理 3.3.1 中 的 元 y 叫做 z 在 M 中 投影 , 记 作 yy = eg 
的 投影 算 子 . 不 难看 出 , P 是 玉 中 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 P2 = 


定理 3.3.1 的 结果 可 叙述 成 如 下 形式 : 对 于 Hilbert 空间 瑟 ES M, 
五 可 表示 成 M 和 M+ 的 直 交 和 


H=M®@M-. 
M+ 叫做 M 的 直 交 补 . 
设 {ex |k € N} 是 Hilbert 空间 五 中 一 列 相互 直 交 的 单位 向 量 
(ei, €;) 三 O33 Vo E N. 


这 样 的 序列 叫做 直 交 规范 组 . 对 于 任意 ze 万 


n 


n 
(2- Dt,on)en es) = ei) — >_(z, ex) 二 NE 
k=1 


b==1 
因此 (x 一 jk_1(z,ek)ek) 上 ei; Vi 二 1,2,:… ,n. 车 记 M 为 由 e1,e2,… ,en 张 成 的 n 维 
线性 子 空间 , 则 z 一 kt_1(7,ek)ek E M+. 由 此 可 见 , x 一 5x_1(z,exr)ex 恰 是 Zz 在 MM 中 
离 z 最 近 的 元 , 即 xz 在 M 中 的 投影 . 


定理 3.3.2 (Bessel 不 等 式 ) 设 {ex} 为 Hilbert 空间 中 一 直 交 规范 组 . 那么 对 于 任 
意 ZE 万 ,有 


,| < el Vn (3.3.1) 
R= 
证 明 对 任意 自然 数 n, 经 直接 计算 可 得 
0< ( — > _(z,ek)er, 7 — > (z, en)ex) 
k=1 B==E 


=|zl? -2 |(z,ei)l? + > (x,ei)(z, ek)Gir 
i=1 


,k=1 
= |zl? — >》 |(z, ei)l?, (3.3.2) 
t=1 
由 此 即 得 
> 
峰 二 1] 
在 上 式 中 让 nn 一 co 就 得 到 式 (3.3.1). 田 


一 般 来 说 , 有 可 能 式 (3.3.1) 是 真 不 等 式 , 但 若 式 (3.3.1) 是 等 式 , 则 根据 式 (3.3.2), 有 


n 


~ > 对 (2 ek)ek 


k=1 


=0. 


上 
这 就 是 说 , 如 下 无 穷 级 数 按 刀 的 范 数 收敛 到 


Be ee (3.3.3) 
k=1 


反 过 来 , 由 式 (3.3.2) 可 见 , 从 式 (3.3.3) 也 能 推出 式 (3.3.1) 成 为 等 式 . 

如 果 一 直 交 规范 组 {ek} 使 得 每 一 个 x € 五 都 能 表示 成 式 (3.3.3) 的 形式 , 则 称 {ex} 
是 五 的 一 直 交 规范 基 . 这 时 式 (3.3.3) 叫做 z 按 直 交 基 {ek} 的 Fourier 展开 , 而 (zx, ex)》 
则 叫做 xz 按 直 交 基 {ek} 的 Fourier 系数 . 

从 式 (3.3.3) 可 见 , 若 {er} 是 五 的 直 交 基 , 则 


(wv eR = OREN ys (3.3.4) 
反 过 来 , 车 有 一 元 ze 互 , x 关 0, 使 得 (z,ek) = 0, Vk e N, 那么 式 (3.3.1) 不 能 成 为 等 式 ， 


从 而 式 (3.3.3) 对 于 z 不 成 立 . 因此 {ek} 不 是 五 的 直 交 基 . 这 就 是 说 , 式 (3.3.4) 是 直 交 
组 {ek} 成 为 五 的 直 交 基 的 充分 必要 条 件 . 


例 3.3.5 空间 L2(0,27) 中 三 角 函 数 . 令 


刘 2 
exr(t) 一 5 ke 包 , 


其 中 马 表示 所 有 整数 组 成 的 集合 . 那么 {ex |k € Z} 是 L2(0,27) 的 直 交 规范 基 . 
之 所 以 将 上 式 称 为 三 角 函 数 , 是 由 于 De Morgan 公式 


ei9 = cos(0) +isin(0), 0 €R. 


口 
例 3.3.6 空间 42 的 直 交 规范 基 . 设 ek 为 [2 中 第 k 个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 都 为 0 
的 元 , 那么 {ek |k EN)} 是 2 的 直 交 规范 基 . 口 


显然 , 具有 可 数 直 交 规范 基 的 Hilbert 空间 必定 是 可 分 的 . 一 个 自然 的 问题 是 , 是 否 
每 个 可 分 Hilbert 空间 都 存在 可 数 的 直 交 规范 基 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 我 们 有 如 下 定理 . 


定理 3.3.3 每 个 可 分 Hilbert 空间 万 都 具有 可 数 直 交 规范 基 . 


证 明 我 们 仅 给 出 证 明 的 大 体 思路 . 设 {zx |k € N} 是 及 中 一 可 数 稠 子 集 , 我 们 可 
利用 归纳 法 构造 {zx |k € N} 的 子 集 G = {wy1,y2,…}, 使 得 G 中 任何 有 限 个 向 量 是 线 
性 无 关 的 , 并 且 每 个 z 是 G 中 有 限 个 元 的 线性 组 合 . 这 样 , 由 G 张 成 的 闭 线性 子 空间 
spanG=H. 

然后 在 G 的 基础 上 , 利用 Schmidt 直 交 化 程序 构造 五 的 一 组 直 交 规范 基 . 对 于 每 个 
ne€N, 记 HH = span{Y1,… ,yn}, Pn 为 HH 到 HH, 上 的 投影 算 子 . 我 们 用 归纳 法 来 构造 
Ek: 

令 ei = ly-1y1, 则 span {e1} = Hi. 假定 已 找到 直 交 组 {e1,… ,en}, 使 得 Hi = 
span{e1,… ,em}, Ym < n. 注意 yn+l 4 Hn, 因为 否则 yi,:… ,yn+1 就 线性 相关 了 . 于 是 
根据 直 交 分 解 定理 ， yn+1— Pnynt+1 € He i + ||yn+ti ek ti (Yt = etl); 
则 显然 有 span{er|1 kn+t+l1}= Hnii. 若 互 为 有 限 维 空间 , 则 上 述 过 程 在 
有 限 步 后 停止 , 从 而 得 到 有 限 个 元 构成 的 直 交 规范 组 ; 否则 这 一 过 程 会 无 限 进行 下 
去 , 得 到 一 列 直 交 规范 组 {ek |k € N}, 使 得 span {ei,:… ,en} = Hn, Yn € N, 并 且 
span {er |k e N} = H. 品 


3.4 ”有 弄 线 性 算 子 


在 有 穷 维 线性 空间 理论 中 , 空间 之 间 的 线性 变换 , 其 在 空间 基底 下 的 表现 形式 就 是 矩 
阵 , 这 是 线性 代数 理论 研究 的 中 心 内 容 之 一 . 同样 在 无 穷 维 Banach 空间 理论 中 , 空间 之 
间 的 变换 , 通常 称 为 映射 或 算 子 , 则 是 泛 函 分 析 中 研究 的 中 心 内 容 之 一 . 本 节 介 绍 赋 范 线 
性 空间 中 有 界线 性 算 子 的 定义 和 基本 性 质 . 


定义 3.4.1 设 铸 和 YY 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 , 今后 为 记号 简单 起 
见 , 两 个 空间 中 的 范 数 , 在 不 致 引起 混 清 的 情形 下 , 都 将 记 作 .||. 设 吃 是 XX 中 一 线性 
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子 空间 , 由 万 到 的 映射 T, 记 作 了 :万 一 了 万 叫做 了 的 定义 域 , 记 作 D(T)， 而 集合 
R(T) = {Tz|z e€ D(T)} 则 叫做 工 的 值 域 . 
(1) 工 称 为 线性 算 子 , 如 果 它 满足 


T(azi++ Br2)= aTz1i+BTzr2, Vz1,z2 € D(T), Va,p eK. 


(2) 设 zo e D(T), 如 果 对 任意 收 仇 于 zo 的 点 列 {Zn} C D(T), 有 Tzn 一 Tzo, 则 称 
正在 zo 处 连续 ; 而 如 果 人 工 在 DD(T) 的 每 一 点 处 连续 , 则 称 工 是 连续 算 子 . 

(3) 如 果 对 于 任意 有 界 子 集 如 CD, 像 集 TB== {Tz|zEB} 是 Y 中 有 界 集 , 则 称 工 
是 有 界 算 子 . 


定理 3.4.1 设 铸 和 YY 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 , D 是 中 一 线性 子 
空间 , 卫 : D 一 了 为 线性 算 子 , 那么 
(1) T 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 正常 数 / 使 得 


ITzll < xllzll, vz€D; (3.4.1) 


(2) 下 在 刀 上 连续 的 充 要 条 件 是 全 在 万 的 某 一 点 zo 上 连续 ; 
(3) 下 为 有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 全 为 连续 算 子 . 


证 明 (1) 充分 性 显然 . 今 用 反 证 法 证 明 必要 性 . 设 工 有 界 , 但 不 存在 常数 儿 .>0 使 
得 式 (3.4.1) 成 立 . 于 是 对 于 每 一 n, 必 存 在 ze D, 使 得 


[Tznll > nllznl. 


令 z= |znll-!zn. 由 于 DD 是 线性 子 空间 , 故 ze D, 并 且 lznl| = 1, n= 1,2,…. 但 
上 Tznl| > n,n = 1,2,…, 这 与 T 的 有 界 性 矛盾 , 因此 式 (3.4.1) 成 立 . 

(2) 只 需 证 充分 性 . 设 了 在 某 点 zo 连续 . 今 任 取 ze 也, 并 设 {zn} CD, zn 一 从 
而 zi 一 zx 十 zo 一 xo. 于 是 由 人 在 zo 连续 ,可知 Txn 一 Tz 十 Tzo 一 也 zo, 即 得 Tx, -> Tz. 
由 于 x ee DD 的 任意 性 , 故 得 证 T 在 D 上 连续 . 

(3) 根据 (1), 必要 性 显然 . 下 面 用 反 证 法 证 明 充 分 性 . 设 卫 连续 但 无 界 , 于 是 对 于 每 
一 自然 数 n, 存在 zn, €& D, 使 得 

|Z za > nllznll. 


显然 zn 关 0. 令 zx = (n||zn| -zn 则 znl| = 十, 从 而 zz 二 0. 但 ||Tznl| > 1, 这 与 工 的 
连续 性 矛盾 , 故人 有 界 . 口 


定义 3.4.2 设 基 和 YY 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 , D 是 关中 一 线性 子 
空间 , 下 :万 一 了 为 有 界线 性 算 子 . 令 


上 = sup{llTzlllz € D, llzll < 1}, 


称 | 了 TT 为 线性 算 子 工 的 范 数 . 


定理 3.4.2 设 和 和 Y 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 , D 是 义 中 一 线性 子 
空间 , 下: 万 一 普 为 线性 算 子 , 那么 

(GTzlls lzINlzll，Yz es D; 

(2) | = sup{l|Tzl||z € D, llzl| = 1} = sup{llTzll/llzll|z € D,z #0}; 

(3) ITI = inf{y > 0||Tzll < wllzll, vz € D}. 


证 明 (1) 任 取 ze D,z#0, 令 y=||zll-!z, 则 |lyl| = 1, 从 而 依据 算 子 范 数 定义 有 
zol < IZ, 由 此 即 得 Tzl| < Tzll, Yz € D. 

(2) 显然 sup{lTzl||z es D,|lzl| = 直 <,sup{llTzll|lz ie D,llzll < 1}. 另 一 方 
面 , 对 于 任意 zeDz 关 0 lzl 专 1, 令 y= zll-!z; 则 史上 = 1 于是; 由 于 
lzll-! zz 1, 故 Tzll < zzlllzl = zol 和 supfllzzlllz < D,llzll = 1}. 因此 
sup{l|Tzl||z € D,||zl| = 1} = Tl. 至 于 (2) 中 的 第 二 等 号 成 立 是 显然 的 . 

(3) 如 果 风 > 关 0 满足 |Tzl < yllzjl,Yz € D, 则 Tzll/llzl| < k,Yz es D. 因此 根据 


例 3.4.1 恒 等 算 子 和 零 算 子 . 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 令 idx(z) = z, Vz E 和 则 
idx 称 为 X 中 的 恒 等 算 子 , 而 车 令 bz = 0, Yz EX, 则 称 9 为 X 中 的 零 算 子 . 如 无 混淆 ， 
idx 简 记 作 工 显然 T 和 9 都 是 和 中 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 ||T|=1, ||9|| = 0. 口 


例 3.4.2 设 R" 中 向 量 z 表示 成 列 向 量 形式 : z = (&1,… ,如 )T, 设 4 = (aij) 为 
n xn 方 阵 , 则 4 可 以 看 成 RR* 中 算 子 : 4z = ?9 是 指 4 把 z = (& 包 ,… ,&)T 变换 成 
y = (mM, i 其 中 


nn 
w= ede 0 2 
j=1 


按照 矩阵 的 运算 法 则 , 容易 看 出 4 是 R* 中 的 线性 算 子 . 设 在 RR* 中 赋 以 欧 氏 范 数 . 于 是 
根据 Cauchy 不 等 式 , 有 


1/2 所 J 1/2 
E70) < (EY) (Ee) . 
$=}1 和 7=1 


1/2 
|Azl| < 村 3 lzll, Vz e R”. 


i,I=1 


即 


从 而 4 是 RR" 中 一 有 界线 性 算 子 , 并 且 


2 1/2 
I4< [Dj 吃 : 
i,j=1 
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例 3.4.3 [0,1] 上 连续 函数 空间 Co0,1] 中 赋 以 范 数 ||zllo = max lz 人) 上 ;而 [0,1] 上 


0<t<1 
连续 可 微 函数 空间 C1[0, 1] 中 赋 以 范 数 ||zlli = ||zllo 十 llz'lo, 这 里 x' 表示 函数 > 的 微 商 . 
容易 验证 C1[0, 1] 也 是 一 Banach 空间 . 定义 C1[0,1] 到 Cl0,1] 的 微分 算 子 荆 = 入 为 


(Tz)(t) = SS vz € C1[0,1]. 


显然 , T 是 C1[0, 1] 到 Cl0,1] 的 线性 算 子 , 并 且 
|Tzllo = llz'llo < llz'llo + llzllo = llzlli, vz € C7[0,1]. 


因此 工 是 C1[0,1] 到 Cl[0,1] 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 TI| < 1. 

但 是 , 若 把 微分 算 子 全 看 成 Cl[0,1] 到 Cl[0,1] 的 线性 算 子 , 其 定义 域 DD 是 Cl[0,1] 
中 连续 可 微 函 数 全 体 构成 的 一 个 线性 子 空间 , 那么 TT 不 是 有 界 算 子 . 事实 上 , 设 
wi(t)=e-"t 则 {zn|n 之 十 CD, 并 且 车 = nn 的 省 2| 三 坊 坟 二 了 2 训 于 是 
MM = {zn|n 之 1} CD 是 Cl[0,1] 中 的 有 界 集 ,而 TM = {Txn|n>1}={-nzn|n > 1} 
则 是 C[0, 1] 中 的 无 界 集 , 因此 工 是 Cl[0, 1] 中 的 无 界 算 子 . 口 


例 3.4.4 设 在 Banach 空间 C[0,1] 中 定义 积分 算 子 下 如 下 
(TD / Kl(t,s)z(s)ds, Vz € Cl0,1), 
0 


其 中 积分 核 K(t, s) 是 [0, 1] x [0,1 上 的 连续 函数 . 显然 TT 是 C[0, 1] 中 的 线性 算 子 . 我 们 
有 ， 
让 ms 人 IK(t, sldsllzl, vz € Clo, 1]. 

0 


0<t<1 


K(t,s)z(s)ds 
0 
因此 工 是 Cl0,1] 中 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 


ITzl| = max 
0<t<1 


+ 
< 3 
Tl < ges | IK las 


3.5 ”有 界线 性 泛 函 和 伴随 算 子 


有 界线 性 泛 函 是 一 种 特殊 的 有 界线 性 算 子 , 其 值 域 空间 为 数 域 K， 下 面 介 绍 的 
Hahn-Banach 延 拓 定 理 在 泛 函 分 析 的 理论 和 应 用 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 

定理 3.5.1 (Hahn-Banach 定理 ) 设 Xo 为 赋 范 线性 空间 X 的 一 线性 子 空间 , 及 是 
Xo 上 的 一 有 界线 性 泛 函 , 那么 存在 定义 在 全 空间 入 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 使 得 

(1) jz) = fo(x), Vz € Xo; 

(2) |j = 7jollxe, 这 里 | jollxe 表示 fo 在 Xo 上 的 范 数 . 


OT ME 
定理 是 说 , 定义 在 一 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 可 以 保 范 地 延 拓 到 全 空间 . 该 定理 的 证 
明 比 较 复杂 , 这 里 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [18, 40] 等 . 
无 论 在 理论 上 还 是 应 用 上 , 有 界线 性 泛 函 的 存在 性 是 一 个 重要 的 问题 . 下 一 定理 是 
说 , 任意 赋 范 线性 空间 上 不 仅 存 在 有 界线 性 泛 函 , 而 且 还 “足够 多 ”. 为 了 简单 起 见 , 我 们 
用 X* 表示 赋 范 线性 空间 X 上 所 有 有 界线 性 泛 函 组 成 的 集合 . 
推论 3.5.1 (1) 每 个 赋 范 线性 空间 和 上 有 “足够 多 ”的 有 界线 性 泛 函 , 更 确切 地 
说 , 对 于 每 个 zo E 和 zo 天 0, 必 有 定义 在 全 和 上 的 有 界线 性 泛 函 九 即 太 EX*, 使 得 
f(zo) = zol, 并 且 fl = 1 
(2) 对 于 给 定 的 元 zo € 久 , 如 果 flzo) =0, Vf EX*, 则 xzo=0. 


证 明 令 Xo 到 {azo|a 和 K}, 即 Xo 是 由 To 张 成 的 一 维 线性 子 空间 . 在 Xo es 
定义 线性 泛 函 fo(azo) = allzoll, 于 是 fjo(zo) = jlzoll, 并 且 易 见 | jl = 1. 现在 利用 
Hahn-Banach 延 拓 定理 , 把 fo 保 范 地 延 拓 成 全 空间 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 显然 f 满足 
推论 中 (1) 的 要 求 . (2) 是 (1) 的 直接 结果 . 口 

注意 推论 中 第 二 个 结论 实质 上 描述 了 X 上 有 界线 性 泛 函 “足够 多 ”的 含义 : XX 上 有 
界线 性 泛 函 足够 多 , 多 到 可 以 区 分 X 中 的 元 , 即 对 于 给 定 的 z,y € X, 车 f(x) = Fo)， 
Vf eX*, 则 必 z=y. 

推论 3.5.2 设 瑟 为 赋 范 线性 空间 , 则 对 于 每 个 ZE 天, 有 

zl = sup{|f (2)||f € AI = 1}. 

证 明 依 线 性 泛 函 范 数 的 定义 , 若 fe X*, | 有 = 1, 则 有 


f(a) < fl ll = lzl， 
因此 sup{|f(z)|| fe X*, 上 上 | = 1} < llzll. 另 一 方面 , 根据 推论 3.5.1, 存在 fe X*, 使 得 
I = 1 f(z) = llzl, 从 而 所 要 结论 成 立 . 


推论 3.5.3 设 Xo 为 赋 范 线性 空间 了 的 线性 子 空 间 . 车 zl EX 到 Xo 的 距离 大 于 
寺 即 
d(xi, Xo) = inf{l|lzi ~— yll|y € Xo} = > 0, 


则 必 有 EX*, 使 得 | =1, 且 f(y) =0, Vy € Xo. 
Xi = {arzi+y|a ee K,y € Xo}. 


X1 中 的 元 z = azl 十 y 由 a 和 w 唯一 确定 . 事实 上 , 对 于 a, 6 € KK, y, z € Xo, 若 
Qazi+Yy= Bzi 十 Zz, 则 (a 一 B)zi = zz 一 y€ Xo. 由 此 可 见 , 只 能 有 a = 6,y = zz, 否则 
kh 时 二 Xo, 导致 矛盾 . 于 是 可 以 在 Xl 上 定义 线性 泛 函 fi 


fi(larzi+y)=ah, VaekK,Vvye Xo. 


显然 万 (zi) = 有 h, 并 且 广 (y) = 0, Vy € Xo. 另 一 方面 , 对 于 a e KK, 
lazi+yl|=|alllzi — (~-a WI > lalh, vy ee Xo. 


从 而 
|fi(azi+|= |alh < llazi + yl 


即 卢 是 Xi 上 的 有 界线 性 泛 函 , 并 且 | 入 | < 1. 从 的 定义 , 我 们 可 取 yn E Xo, 使 得 
lyn 一 zi 一 因 于 是 


|fi(yn — 721)| = |fi(z1)| = < |fillx llyn = zil. 


在 上 式 中 让 n 一 co, 得 到 及 |x, > 1. 于 是 我 们 有 及 上 |x, = 1. 最 后 , 利用 定理 3.5.1, 将 
万 保 范 延 拓 到 全 和 上 , 即 得 所 要 的 f € X*. 口 


现在 我 们 在 有 界线 性 泛 函 集 X* 中 引入 加 法 和 数 乘法 如 下 
(f +9g)(z)= f(z)+g(z), Vf,g€e X*, Vz EX, 
(af)(z) = a&f(z), vf eX’*, Vae kK, VreX. 


这 样 X* 成 为 一 线性 空间 , 并 且 在 线性 泛 函 范 数 下 构成 一 Banach 空间 . 有 时 为 了 方便 起 
见 , 往往 把 线性 泛 函 f 在 点 z 的 值 记 作 


f(z) = (2, 7)- 
于 是 (z, f) 具有 类 似 “ 内 积 ” 的 一 些 性 质 (关于 内 积 , 见 3.3 节 ) 
(az, f) Ge 人 (zy (zx, af) = &(z, f). 

这 也 是 在 定义 X* 中 数 乘法 式 时 不 用 (af)(z) = af(z) 的 原因 之 一 . 

X* 叫做 和 的 对 偶 空间 , 也 称 X 的 共 思 空 间 . X* 作为 Banach 空间 也 有 自己 的 对 偶 
空间 (X*)* = X**, 叫做 和 的 第 二 对 偶 空间 . X** 当然 也 是 一 个 Banach 空间 . 

对 于 ze€ 义 , 定义 和 * 上 的 泛 函 

pz(f) = YE 二 
不 难 验证 , wz 是 X* 上 的 线性 泛 函 , 并 且 
|ez(PT < Fl zll, 


从 而 ps e X**. 根据 推论 3.5.2, || ez|| = ||zll. 
现在 定义 映射 了 :和 一 X** 为 Tz = pps. 对 于 任意 x,y €E 义 , Va,B Ee 区 , 有 


Paz+py(f) = f(az+ By)= af(z)+ Bf(z) 
= (Qapz)(f)+ (Bpy)(f), vf eX”, 


从 而 了 是 线性 映射 . 此 外 , 人 还 是 一 一 的 , 因为 ps = py 二 > f(z) = f(y), VYf eX*, 从 
而 依据 推论 3.5.1, z = y. 


定义 3.5.1 两 个 赋 范 线性 空间 筷 和 YY 叫做 等 价 的 , 是 指 存在 瑟 到 了 上 的 一 一 线 
性 映射 了 , 并 且 人 了 还 是 等 距 的 : |Tzl = llzl, Yz E 瑟 . 这 时 工 叫做 由 义 到 了 上 的 等 价 
映射 . 

上 面 的 分 析 证 明了 如 下 定理 . 

定理 3.5.2 设 铸 是 一 赋 范 线性 空间 , 则 六 必 等 价 于 古 *#* 的 一 个 线性 子 空间 . 如 果 
了 是 完备 的 , 则 久 等 价 于 六 ** 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 

这 个 定理 常常 表达 成 四 CX”*. 当 三 与 瑟 ** 等 价 时, 称 天 是 自 反 的 , 记 作 瑟 三 天 
自 反 空间 显然 必定 是 一 Banach 空间 . 

下 面 给 出 对 偶 空间 的 一 些 例子 . 

例 3.5.1 序列 空间 如 (1 < p < co) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 设 寺 十 二 = 1. 为 简单 起 见 ， 
我 们 考虑 实 如 空间 , 即 其 中 每 个 元 的 分 量 都 是 实数 . 任 取 y = {mn} e 49, 定义 如 上 的 线 
性 泛 函 f 


f(z) = DD Vs = {én} EL (3:5.1) 


n=1 


根据 引 理 3.2.2 (H5lder 不 等 式 ), |f(z)| < jlzlly llylla; 这 里 ||zlls 和 |lylla 分别 表示 如 和 ba 
范 数 . 因此 fe (如 )*, 并 且 | 有 | < llylla. 下 面 证 对 于 任意 fe (如 )*, 必 有 y= {nn} e la， 
使 得 (BD emi Vi = {tn Et 

为 此 , 令 en = {6nk|k 之 1}, 这 里 当 二 nn 时 6mk 二 1 而 当 k 关 n 时 6nx = 0. 不 难 
看 出 , z 可 表 成 z= > 1 énen. 令 mn = f(en), 则 由 的 线性 和 连续 性 可 知 


(2) = CF (On (= 
%=1 n=1 
记 y = {mm}, 显然 y 由 了 唯一 确定 . 今 证 ye 49. 事实 上 , 令 am = {4}, 其 中 


co - |mkl9 1sgnmk， 若 kn 
让 
0， 若 太 之 7， 


sgn 为 符号 函数 : 当 & > 0 时 sgnt =1, 当 &=0 时 sgné& =0, 而 当 & <0 时 sgnt = 一 1. 
于 是 


f(zn) = > okl < fl llanllp = by np) ; 
天 一 1 


一 


即 


b> mh) < | 
k=1 


让 n 一 co, 得 到 


(Sm) < fl 
k==1 


因此 ye la, 从 而 由 | < llylls 可知 | = |lylla. 这 表明 , 式 (3.5.1) 是 如 上 有 界线 性 泛 
函 的 一 般 表达 形式 , 并 且 | = |lylla 

于 是 若 定义 映射 了 : (4P)* 忆 4 为 Tf =y, 则 了 是 ()* 到 4 上 的 等 距 线 性 一 一 
映射 . 因此 , (47)* 与 妈 等 价 : (如 )* = 《9. 同 理 , (la)* 与 如 等 价 , 因此 (如)* 与 如 等 价 : 
(4?)”* = 如, 即 如 是 自 反 的 . 中 


限于 篇 幅 , 下 面 我 们 列 出 L?(a,b) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 读者 可 参阅 文献 [18, 40] 等 . 
例 3.5.2 函数 空间 L?(a,b) (1 < p< co) 上 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形 式 是 
b 
po 了 Et (3.5.2) 
其 中 y € La(a,b), = llyllze. (ZL?(a,b))* 与 L2(a,b) 等 价 (LP(a,5))** 与 L?(a,b) 等 
价 , 从 而 (L?(a,5b))* = L?(a,b), 即 L?(a,b) 是 自 反 的 . 口 
下 一 个 定理 刻画 出 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
定理 3.5.3 (Riesz 表现 定理 ) 设 瑟 为 Hilbert 空间 , f e H*, 则 必 有 唯一 元 y € 万 ， 
使 得 
f(z)= (2,Yy), VzE€H,. (3.5.3) 
并 且 | 中 = lyll. 


证 明 若 f = 0, 则 取 y = 0 即 可 . 因此 不 妨 设 f 关 0， 由 于 了 连续 , 故 了 的 零 
空间 N(f) 是 互 中 一 团子 空间 ， 于 是 五 有 直 交 分 解 : 瑟 = N(f) @NW(f)+. 今 取 
z EN(f)+, lz = 1. 显然 f(z) 闫 0. 对 于 任意 z e 瓦 , 由 于 f(z 一 f(z)f(z)-1z) = 0, 故 
z— f(z)f(z) 1z EN(f). 于 是 (2 — f(z)f(z) 1z,z) = 0 

f(z) = f(z)(7, 2). 
令 y = f(z)z, 即 得 式 (3.5.3)， 从 式 (3.5.3) 得 到 |f(z)| < lyllllzll, Yz e 五 ， 因 此 
MA < lyll. 由 |7 (Ny = lyll, 可 知 If = llyll. 

现在 假定 另 有 一 元 we 旦 , 使 得 f(z) = (z,w), Vz e 万 .于 是 人 zy 一 ww) = 0， 

Vz EH, 从 而 w=Y. 口 


定义 3.5.2 赋 范 线性 空间 义 中 的 序列 {zn} 叫做 弱 收 化 于 zo E 义 , 如 果 它 满足 
lim f(zn) =(n0) Vf eA 
了 X* 中 序列 {fn} 叫做 弱 * 收 化 于 fo EX*， 如 果 它 满足 


Jim fn(7) = fo(mh Woe xX. 
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赋 范 线性 空间 X 中 序列 {zn} 通常 的 收敛 是 指 lim |lzw -- zol| = 0, 有 时 也 称 为 强 收 


敛 . 显然 , 强 收敛 隐 含 弱 收 敛 . 
根据 Riesz 表现 定理 , Hilbert 空间 互 中 序列 {fzn} 弱 收 敛 于 zo E 互 等 价 于 


lim (2, Zn) = (0 0 VTEN: 
人 一 CO 


例 3.5.3 设 {en} 为 Hilbert 空间 五 中 直 交 规范 基 , 那么 {en} 弱 收 敛 于 零 元 . 事实 
上 , 根据 {en} 是 直 交 规范 基 的 性 质 , 有 


Co 


2_l(z,en)P = zl?, vzel. 


n=1 


于 是 
lim (Ven}=0 Yrer 


这 正 是 说 {en} 弱 收 敛 于 零 元 . 另 一 方面 , 由 于 llen|| = 1, 故 {en} 不 可 能 强 收敛 于 0. 口 


在 定理 3.5.3 中 若 记 Tf = y, 则 不 难 验 证 TT 是 有 H* 到 五 之 上 的 线性 一 一 等 距 满 射 
从 而 HH* 与 互 等 价 : 五 = H*. 这 正 是 说 Hilbert 空间 是 自 对 偶 空 间 . 

下 面 我 们 介绍 线性 算 子 的 伴随 算 子 概念 . 首先 从 有 界线 性 算 子 的 伴随 说 起 . 设 和 和 
Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 , Te C(X, 7). 对 于 每 个 ge Y*， 令 


f(x) =9g(Tz) = (Tzx,g), Vz €X, 


显然 上 是 和 上 的 线性 泛 函 . 由 于 |f(z)| < llgl| Tzll, VYz €E X, 故 f eX*, 并 且 f 由 g 唯 
一 确定 , 记 作 f = 7T*g. 容易 验证 T* 是 Y* 到 X* 的 线性 算 子 , 称 为 了 的 伴随 算 子 , 有 时 
也 简称 伴随 . 注意 T* 的 定义 可 写成 


(To TT MoEe XE 


于 是 | 了 T*gl| < II 了 Tlgll, 从 而 T* 是 有 界 算 子 , 并 且 7*|| < Tl. 


定理 3.5.4 设 XX,Y 2 是 同一 数 域 区 上 的 三 个 赋 范 数 线 性 空间 , T,Ti,T2 € 
LREY J We (Ee 

(DT* EeL(Y*,X*), fH T= Tl; 

(2) (am + BT2)* = a7? 十 DTY 

(3) (ST)* = T°"S"; 

(4 车 全 可 六 并 且 人 EGG(EE9 A mi (mL EC) 
(IE 3 [a 

证 明 这 里 我 们 仅 证 (1) 和 (4). 为 证 (1), 根据 上 面 的 分 析 , 只 需 证 明 ||7TI| < IT*|. 事 
实 上 , 对 于 ze 和 , 且 Tz 关 0, 由 推论 3.5.1, 存在 go E Y*, 使 得 ||gol| = 1, (Tz, go) = 上 Tzl|. 


从 而 
ITzl| = (Tz, go0) = (2,T*go) < IT llzll. 


显然 , 当 Tz = 0 时 上 述 不 等 式 也 成 立 . 但 上 式 表明 | 站 和 17? 
(4) 记 Ix, Iy, Ix*, Iy* 分 别 表示 匀 ,Y, X*, Y* 中 的 恒定 算 子 . 不 难 验证 (Ix)* = 
Ix*, (Iy)* = Iy*. 于 是 由 (3) 推出 
Iy: < (RI) > (CE 
Iw 
由 此 即 得 (7T*)* 三 (T=?)*; 口 
现在 对 线性 算 子 全 既 不 作 有 界 的 假定 , 也 不 作 定义 在 全 空间 X 上 的 假定 . 仿照 有 界 
算 子 情形 , 如 果 工 的 伴随 算 子 T* 存在 , 则 它 是 Y* 到 X* 的 线性 算 子 . 对 于 g € D(T*)， 
要 求 f(z) = (Tz,g) 是 zeD(T) 的 连续 线性 泛 函 . 根据 定理 3.5.1, 若 D(T) 在 和 X 中 稠 ， 
则 了 可 唯一 地 延 拓 成 了 上 的 有 界线 性 泛 函 , 仍 记 作 f, 并且 T*g = f. 这 里 为 了 延 拓 的 唯 
一 性 , D(T) 在 X 中 稠 是 必需 的 . 
因此 , 在 讨论 人 的 伴随 算 子 时 总 是 假定 下 是 稠 定 的 , 即 D(T) 在 和 中 稠 . 依 定义 , 工 
的 伴随 T* 由 下 式 唯一 确定 
(Tx;yg) = (zi9)? Voie D(T), ge DPD(T™), 
D(T*) = {g EY*|(z,7T*g) 在 D(T) 上 连续 }. 


定义 3.5.3 设 和 和 Y 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 , 称 线性 莫 子 了 : 
D(T) C 和 全 了 是 闭 的 , 指 它 满足 : 如 果 {zn} CD(T), zn 二 Zo, 且 Tzn 二 Wo, 那么 
zo € D(T,), 并 且 wo = Tzwo. 


在 乘积 空间 X xY = {[z, 让 |z e X,y EY} 中 引入 自然 的 线性 运算 
alz1, yi] FR = [Qazi + Bz2, oyi 十 Bya]， 
则 芳 xY 形成 一 线性 空间 . 令 
lz, y= lzlli + llylla, Vz eX,y eeY, 


其 中 ||zll1 和 llyll> 各 表示 和 和 YY 中 的 范 数 . 容易 验证 , ||[z,yll| 是 匀 xY 中 的 范 数 , 从 
而 铸 xY 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 如 果 铸 和 YY 是 完备 的 , 则 和 xY 是 Banach 空间 . 
X xy 中 子 集 
G(T)= {lz Teal|z ED(T))}, 
G(T)= {zz]| ze D(T)}, 
分 别称 为 线性 算 子 了 的 图 像 和 反 图 像 . 称 线性 算 子 T : D(T) C X 一 了 是 线性 算 子 
S :D(S) CX 一 了 的 延 拓 , 是 指 G(S) C G(T), 即 D(S) Cc D(T), 并 且 ze D(5) 一 > 
Th 
容易 看 出 , 为 了 线性 算 子 工 : D(T) C X 一 了 是 闭 的 , 必须 且 只 需 G(T) 是 乘积 空间 
X xy 中 的 闭 集 . 
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由 于 Hilbert 空间 是 自 对 偶 的 , Hilbert 空间 之 间 的 线性 算 子 的 伴随 算 子 不 必 在 其 对 
偶 空间 上 定义 , 直接 在 Hilbert 空间 中 定义 就 可 以 了 . 设 久 到 了 为 两 个 Hilbert 空间 , 人 
为 基 到 YY 的 稠 定 线性 算 子 . 伴随 算 子 T* 由 下 式 确定 


(Tx,y) = (x,T*y), Vz €D(T), ye D(T*). 


因此 , 伴随 T* 是 Y 到 X 的 线性 算 子 . 
设 X 和 YY 是 两 个 内 积 空间 . 在 乘积 空间 X x Y 中 定义 内 积 


([z1, y1], [x2, y2]) = (21, 22) + (Yi,Yy2), VIz1,Y1],[z2,y2] EX xY, 

则 铸 xY 成 为 新 的 Hilbert 空间 . 在 上 式 中 , 空间 X,Y 入 x 中 的 内 积 采 用 了 同一 
记号 而 不 致 混淆 . 

引 理 3.5.1 设 X,Y 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 Hilbert 空间 ,人 是 卫 到 YY 的 稠 定 线 
性 算 子 , 那么 G(T*) =G'(--T)+. 

证 明 任 取 ye D(T*), 则 

(ly, T°Yy], [—Tz, 2]) = (Ty, 2) — (y, Tx) = 0, Vz €D(T). 
因此 , G(T*) 上 LG'(--7T), 即 G(T*) C G'(T)+. 为 证 反 包 含 , 任 取 [y,z] € G -人 二 则 
0= ([—Tz, 7], ly; 2]) = —(Tz,Y) + (2,2), Vw Ee D(T); 


即 (Tzxw,y) = (7z,z), YX E D(T). 从 而 y € D(T*), 并 且 z=T*y. 因此 , [yz] se G(T*), 即 
G(T)- CG(T*), 证 毕 : 回 

一 般 说 来 , T* 的 定义 域 未 必 是 笛 定 的 , 甚至 有 可 能 D(T*) = {0}. 但 我 们 有 

定理 3.5.5 设 XX,Y 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 Hilbert 空间 ,下 是 天 到 的 稠 定 线 
性 算 子 , 那么 

(1) T* 是 闭 线 性 算 子 ; 

(2) 若 工 还 是 闭 的 , 则 T* 必定 是 稠 定 的 , 并 且 T* 一 也. 

证 明 (1) 是 引 理 3.5.1 中 G(T*) = G'(--7T)+ 的 直接 结果 . 下 面 证 明 (2). 根据 引 理 
3.5.1, G'(--T) = G'(--T) = G(T*)+, 这 是 因为 G(T) 闭 等 价 于 G'( 一 T) 闭 . 如 果 D(T*) 
在 Y 中 不 笛 , 则 存在 一 非 零 元 yo EY, 使 得 yo 上 D(7T*), 即 (yo,y) = 0, YD(T*). 于 是 

([yo, 0], [y, 7°Y]) = (yo,Y) + (0, T°"y) =0, Vy ee D(T™), 
即 [yo,0] s G(T*)+ = G'(--T). 从 而 -7T0 = yo, 这 不 可 能 . 因此 D(T*) 在 Y 中 稠 . 

下 面 证 明了 = 7T**. 由 于 7* 也 是 稠 定 的 , 故 T** 存在 . 于 是 从 伴随 算 子 的 定义 

(TY 2) = (To VIE D(C) weD(D); 


可 以 得 到 G(T*)=G'(-T)+ 和 G(T)= G(T7*)+. 于 是 G(T*) 二 G'(=T*)+=,G(T). 
因由 二 口 
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定理 3.5.5 的 结论 实际 上 对 于 自 反 Banach 空间 也 成 立 , 这 里 我 们 不 作 详细 叙述 . 
设 了 是 Hilbert 空间 X 中 的 稠 定 线性 算 子 . 如 果 全 CT*, 则 称 了 为 对 称 算 子 ; 而 当 
T=7T* 时 , 则 称 工 为 了 中 的 自 伴 算 子 . 注意 Hilbert 空间 中 的 自 伴 算 子 必定 是 闭 的 . 


例 3.5.4 设 铸 = "为 n 维 Hilbert 空间 , K* 中 的 元 表示 成 列 向 量 形式 : z = 
[和 ,én]"， 设 ek 表示 第 大 个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 0 的 向 量 . 于 是 {ei,:… ,en} 
是 KK* 上 的 一 组 规范 直 交 基 . zx 可 表示 成 z = &iei 十 :… 十 en. 设 4e CEK")，4ek = 
aiel 十 十 ankenm 有 三 1 ,天 于 是 


0 SE CB oo Ek: 
k=1 \j=1 
由 此 可 见 , 4 可 以 表示 成 矩阵 形式 : 4 = (ax;j). 
任 取 We [&1, 和 Ms 入 [71， 一 于 是 
(Az, y) Lr 2 Qij €7N; > (Cs 
i,j=1 
其 中 4* = (a$), 而 a$ = ji. 这 就 是 说 , 4 的 伴随 算 子 恰好 是 矩阵 4 的 共 瑟 转 置 . 口 
例 3.5.5 设 卫 是 三 (ab) 中 的 积分 算 子 


(Tx)(t) = Kl(s,t)z(t) dt, Vz € L2(a,b), s € [a,d), 
其 中 K(s,t) 是 [a,0] x [a, 8b] 上 的 连续 函数 . 任 取 z,y e L?(a,b), 有 
b b 
(ro = ff Ks dyes)dtds = th 
其 中 
b 
(= / Fs Dyls)ds, telosdl 


因此 7T* 也 是 一 积分 算 子 . 特别 地 , 当 K(s,t) = KK(t,s) 时 , T* 三 人 即 工 为 自 伴 的 . 口 


例 3.5.6 设 {Xn} 是 一 严格 递增 的 正 数列 , 并 且 和 一 co (n 一 00). 在 Hilbert 空 
间 如 中 定义 线性 算 子 4 如 下 


7 
D(A)= {B= {énh| {Mnén} 三 eh 


今 证 4 是 刀 中 的 自 伴 算 子 . 事实 上 , 由 于 有 限 个 分 量 非 零 而 其 余 分 量 都 为 0 的 元 属于 
D(4), 但 这 样 的 元 全 体 显 然 是 稠 的 , 从 而 4 是 稠 定 的 . 
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今 证 4 的 闭 性 . 设 z = {é(} ED(4), zn 全 zz= fk 并 且 4zn 人 wy = {ng}. 于 是 
任 给 s > 0, 存在 自然 数 Ni = Ni(e), 使 得 当 n > Ni 时 


Oo oo 
Xe mm <e, Dl -él <e. 
k=1 k=1 


由 此 直接 可 得 £(") 一 &, Vk € N, 并 且 对 于 任意 自然 数 N2, 有 


N2 N2 
> 党 Nee — nk|? < es， >- | 一 名 < es Vn> Ni. 
R=1 k=1 


上 式 中 让 n 一 oo, 得 到 
。 

DMér — nl <e, VN2EN. 

k=1 

然后 再 令 Nz 一 co, 即 得 {Akék 一 Mk}E 妈 . 因此 {Akck} e 42. 从 而 {&k}E D(A4). 又 上 式 

中 的 > 0 是 任意 的 , 因此 {Xktk = nk}, 即 Az = y. 这 样 就 证 明了 4 是 闭 的 . 由 于 诸 和 x 

是 实 的 , 4 的 自 伴 性 是 明显 的 , 读者 可 作为 练习 补足 证 明 . 口 


3.6 ”线性 算 子 的 基本 理论 


本 节 介 绍 的 关于 线性 算 子 的 开 映 射 定理 、 闭 图 像 定理 、 一 致 有 界 性 定理 (共鸣 定理 ) 
与 3.5 节 中 的 关于 有 界线 性 泛 函 的 Hahn-Banach 延 拓 定理 一 起 , 在 理论 上 奠定 了 泛 函 分 
析 的 基础 . 

设 X,Y 是 同一 数 域 必 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 . 从 全 空间 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 
全 体 记 作 L(X,Y). 当 和 = 站 时 , 简 记 .LC(X) = CCXY), 并 称 由 六 到 和 的 线性 算 子 
为 X 中 的 线性 算 子 . 在 C(X,Y) 中 定义 线性 运算 加 法 和 数 乘 如 下 : VT,S € L(X,Y)， 
Va,pB € K, 

(aT+BS)(z) = aTzr +BSzr, Vr € X. 


容易 验证 aT 十 BS e L(X,Y), 从 而 L(X,Y) 是 区 上 的 一 个 线性 空间 . 对 于 Te L(X,Y)， 
今 证 定义 3.4.2 所 给 出 的 算 子 范 数 | 了 TI| 确实 是 这 个 线性 空间 上 的 一 个 范 数 . 事实 上 ， 
TI 宕 0, 并 且 零 算 子 9 的 范 数 是 0; 反之 ,车 TI| = 0, 则 vz eX, 有 ||Tzl| < TI ||zl| = 0， 
即 Tz=0,VzeX, 从 而 了 是 零 算 子 . 这 表明 范 数 属性 (1) 成 立 . 此 外 


laTll= sup llaTzll=|al sup ll7zll 
3 | 1 TEAX, 


p 
exX,llzll= X,llzl|=1 


=|alllTl, vT e A(X,Y), Ya e K, 


I(T+S)zl| < sup Tzll+ 
=1 zEX,l|zl|=1 ze 


S up lszll 
Xizl zll=1 


IT+S|= sup S 
ZE 么 ， | 中 


Xx,llzl 
=|TI+ lSl, VTS € LA(X,Y). 


因此 范 数 属性 (2) 和 (3) 也 成 立 . 这 样 , C(X,Y) 是 一 赋 范 线性 空间 . 

设 {Th} 为 L(X,Y) 中 一 序列 , 到 一 全 E L(X,Y), 则 称 算 子 列 {TZ} 按 算 子 范 数 收 
敛 于 了 , 或 称 算 子 列 {Tn} 一 致 收敛 于 了. 如 果 对 于 任意 ze X, Tnz 一 Tz, 则 称 {Tn} 强 
收敛 于 了 T, 有 时 也 称 {Th} 点 点 收敛 于 了 . 

从 Tz 一 Tzl| < TT 一 Tzl| 可 知 , 车 {T} 一 致 收敛 于 工 , 则 {Th} 也 强 收敛 于 工 . 
但 反之 则 未 必 成 立 . 

定理 3.6.1 设 铸 是 一 赋 范 线性 空间 ,Y 是 一 Banach 空间 , 则 L(X,Y) 是 一 Banach 


空间 . 


证 明 设 {7h} 是 L(X,Y) 中 一 基本 列 . 于 是 对 于 任意 ze 和, 由 于 Tz 一 Tnzl| < 
|T 一 Tzll, 故 {Zaz} 是 Y 中 的 基本 列 . 但 假设 Y 是 完备 的 , 所 以 { 荆 ,z} 在 Y 中 收 
伍 . 于 是 可 以 定义 到 Y 的 算 子 了 


To=. lm Tv, ,VTE AX, 
你 一 OO 


对 于 任意 x,zEX 和 a,6 ee 区 ,有 
T(az+ Bz) = im, Tn(az+ Bz) = Qo lim Tiz+ bP lim Tnz = ATS4 BD: 
因此 了 是 一 线性 算 子 . 


下 面 证 明了 Te A(X,Y). 事实 上 , 从 川 Zall 一 上 Tnl| < | 一 Tnl| 可 知 {rl} 是 下 
中 的 收敛 数列 . 从 而 存在 .> 0 使 得 zz < 1, Yn > 1. 于 是 


nzll < lall llzll, Yr s X, vn>1. 


让 n 一 co, 即 得 Tzl| < yl|zl|, Yz es 天 从 而 全 是 有 界 算 子 . 
最 后 证 明 |7 一 了 T| 一 0. 事实 上 , 由 于 {Th} 是 基本 列 , 故 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 自 
然 数 N, 使 得 Tuw 一 7T5| < se Ym,n > N. 于 是 


Ds Sol Mnen SS NV 
在 上 式 中 任意 固定 一 n> N, 让 m 一 co, 得 到 
oe Ve A = 
由 此 即 得 


| 2 — T=. Bp Vn Tmte YRS 
zEX, lzll=1 


这 正 是 说 {Th} 一 致 收敛 于 工 . 口 


设 X 和 了 为 两 个 集合 , 映射 了 : 和 一 了 称 为 满 射 , 如 果 其 值 域 及 (IT) = Y, 即 对 于 
任意 y e Y, 都 存在 zeX 使 得 Tz = 凡 了 :XXX 一 了 称 为 一 一 映射 , 是 指 当 zi,za EX 六 


von i ek es 

满足 Tzi = Tz2, 则 必 有 zi = z2. 于 是 车: 和 一 了 是 一 个 一 一 满 射 , 则 工 有 定义 在 全 
Y 上 的 逆 映 射 -1, 即 对 于 每 一 y Ee Y, 有 了 唯一 元 x = T-!1y € X, 使 得 Tx = y. 

显然 , 若 映射 了 :和 X 一 的 逆 存 在 , 并 且 其 定义 域 是 整个 Y, 则 (T-!)-! =T. 此 外 ， 
若 4: 和 一 和 和 巨 :Y 一 X 分 别 具 有 定义 在 整个 上 入 上 的 逆 映 射 4-! 和 B-!, 那 
么 乘积 映射 4B : 和 一 和 有 定义 在 全 和 上 的 逆 映 射 (4B)-1= 五 -14-1. 

设 X 和 是 同一 数 域 必 上 的 两 个 线性 空间 , T : X 一 Y 为 线性 算 子 . 车工 是 一 一 
映射 , 则 -1 也 是 线性 算 子 , 其 定义 域 是 尺 ( 门 . 事实 上 , 设 yi,yz € R(T), ae 开 则 
存在 x1, zz E XX, 使 得 Tzi = y1,，Tx2 = 加 . 于 是 


T (am 十 Bye) =T (oa7Tzl 十 BTrzo) = T IT(azl + Br2) 
=axzl 十 Bzo =aT y+ BT 1y. 


定理 3.6.2 设 铸 和 YY 是 同一 数 域 区 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 , Te L(X,Y), 则 工 -! 
存在 且 有 界 的 充 要 条 件 是 , 存在 常数 /> 0 使 得 


|7Tzl| > xllzll, vz eX. (3.6.1) 


证 明 先 证 充分 性 . 设 式 (3.6.1) 成 立 . 于 是 若 Tz = 0, 则 x = 0, 从 而 工 是 一 一 映 
射 , 因此 了 人 可逆. 对 ye R(T), 令 z=T-1y, 从 式 (3.6.1) 得 到 


IT™ yl < po lyll, Vy e ROT). 
这 正 是 说 T-1 有 界 . 必要 性 类 似 可 证 . 口 


定理 3.6.3 设 忆 是 赋 范 线性 空间 , 了 是 Banach 空间 ,全 :D(T) CX 一 了 是 一 连 
续 线 性 算 子 . 如 果 D(T) 在 久 中 稠 , 那么 了 能 唯一 地 延 拓 到 整个 做 上 成 为 定义 在 和 上 
的 有 界线 性 算 子 3 (这 样 的 延 拓 叫做 按 连 续 性 延 拓 ), 而 且 S|| = TI. 


证 明 任 取 ze 和 ,由 于 DT) 在 X 中 稠 , 必 存 在 序列 {zn} C D(T), 使 得 zn 一 Z. 
从 了 连续 可 知 存在 常数 / > 0, 使 得 ||Tz|| < pllzjl, Yz € DP(T). 于 是 Tzm 一 Tznl| < 
则 lzm 一 zr, 从 而 {Tzn} 是 Y 中 的 基本 列 . 但 假设 Y 是 完备 的 , 故 {Tzn} 在 Y 中 有 
极限 y, 而 且 不 难看 出 极限 y 仅 与 zx 有 关 , 而 与 D(T) 中 收敛 到 zx 的 特定 的 序列 {zn} 无 
关 . 因此 我 们 可 以 记 y = Szx. 容易 验证 9 是 线性 的 , D(5) = XX, 并 且 当 xz es D(T) 时 
Sz = Tx. 至 于 S 的 有 界 性 和 保 范 性 上 8|| = ||Tl| 是 直接 的 , 读者 可 作为 练习 . 口 


下 面 , 为 强调 赋 范 空间 和 中 的 开 球 Be(z) 与 和 有关, 也 将 其 记 作 Bx (zx,e). 

定理 3.6.4 ( 开 映射 定理 ) 设 卫 和 YY 是 两 个 Banach 空间 ,TT:D(T)CX 一 YY 是 
一 闭 线 性 算 子 , 并 且 工 的 值 域 及 (T) =Y. 那么 对 于 任意 上 < > 0, 存在 6 = 6(e) > 0, 使 得 
By(0,6) C T(D(T) nn B(0,e)), 即 对 于 每 个 ye Y, llyl| < 6, 必 有 zeD(T), ||zl| < es, 使 
得 99 荆 了 去 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 纲 推理 , 比较 复杂 , 这 里 从 略 , 读者 可 参阅 相关 参考 书 , 如 文献 
[18, 40]. 
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定理 3.6.5 (Banach 逆 算 子 定理 ) 设 久 和 YY 是 两 个 Banach 空间 ,并 设 T:D(T)C 
一 Y 是 闭 的 一 一 线性 算 子 , 并 且 是 满 射 的 , 即 及 (T) 二 Y. 那么 T 的 逆 算 子 T-! 有 界 ， 
RE 元 (全 


证 明 ” 依 开 映射 定理 , 存在 常数 6 > 0, 使 得 By(0,65) CT (D(T)mn 巨 x(0,1D). 由 此 
推出 T-1By(0,6) CDP(ZD)mn 巨 x(0,1), 即 


|Tv <1, vyeyY,lyl<5. 
由 此 可 见 了 -+ 有 界 , 并 且 IT-! < 6-1. 口 


定理 3.6.6 ( 闭 图 像 定理 ) 设 买 和 六 是 两 个 Banach 空间 , 亿 是 和 到 了 的 闲 线性 
算 子 , 并 且 D(T) = X, 那么 T 是 有 界线 性 算 子 . 


证 明 从 工 的 闭 性 可 知人 T 的 图 像 G(T) 是 和 xx 中 闭 线 性 子 空间 , 从 而 G(T) 本 身 
也 是 一 个 Banach 空间 . 定义 线性 算 子 5 :G(T) 一 XX 为 


Slz,Tz] = Vv [zx, Tz]' eG(T). 
于 是 
lslz, Tz]l| = llzll < llzll + Tz = lz, Tzlll, vis,Tz] € G(T). 


因此 5 : G(T) 一 X 是 有 界线 性 算 子 , 并 且 及 (5S) = X. 容易 验证 S 还 是 一 一 的 , 于 是 根 
据 定理 3.6.5, S-! 是 有 界线 性 算 子 , 从 而 


lllz, Tz = |S zl < ls lzll, vze xX. 


由 此 即 得 
ITzlls ls lizll, ve eX, 
即 了 是 有 界线 性 算 子 . O 


定理 3.6.7 (一 致 有 界 性 定理 或 共鸣 定理 ) 设 铸 和 YY 是 两 个 Banach 空间 G C 
L(X,Y). 假定 sup{jTzl|TEG} < oo,VzE 义 , 则 存在 常数 j 凡 > 0, 使 得 sup{||TI||T € 
G} < wk. 


证 明 定义 
llzlle = llzl|+ sup{llTzl||T € G}, vz € X. 
容易 验证 , | .lc 是 和 的 一 范 数 . 今 证 Xa = (X, | .ec) 也 是 一 Banach 空间 . 事实 上 , 设 
{zn} C XG 是 一 基本 列 , 即 


zm — znlla = ||zm — znl| 十 Pp Tzm 一 并 zz = 0 (m,n 一 00). 
e 


于 是 存在 ze 义 , 使 得 j|zn 一 z|| 一 0.， 另 一 方面 , 从 上 式 可 见 对 于 任意 es > 0, 存在 
N = N(e) € N, 使 得 


sup ||Tzm — Tzall < /2, Vm,n > N， 
TeG 


由 此 得 sup{llTrz 一 Tzj||TEG}<<e,Vn>N. 于 是 


lIzn — zlle = lzn = z+ sup lz — Tzl| 一 0, 
TEG 


从 而 XG 是 Banach 空间 . 

注意 ||zl| < jlzlle. 今 定义 线性 算 子 J 了: XG 一 外 为 Jz = zx, Yz € XG. 由 于 
上 7zl| = |lzl| < llzlle, Yz € Xa, 故 Je COXKec,X). 此 外 , 显然 J 是 满 射 . 因此 根据 
Banach 首 算 子 定理 , J-1 e C(X, Xc). 从 而 存在 常数 w > 0, 使 得 


llzlle = llzl| + sup{llTzlllT € G} < wllzll, Vz € X. 
TEeG 
由 此 即 得 所 需 结论 . 口 


定理 3.6.8 (Banach-Steinhaus 定理 ) 设 铸 和 YY 是 两 个 Banach 空间 ，M 为 和 的 
稠 子 集 . 设 了 T,,T E L(X,Y), n € N. 那么 T, 强 收 化 于 全 的 充分 必要 条 件 是 


(1) 17 一 致 有 界 ; 
Bm T= Tr, Vi EM: 
no0 


证 明 ”必要 性 由 共鸣 定理 直接 推出 , 今 证 充分 性 . 设 ||T,|| < yu, Yn e N. 任意 取 定 


ZEX, 对 于 任 给 e > 0, 取 ye M 使 得 


E 
Z 一 名 < 二 一 
。 2(4+ TD) 


再 取 N = N(e) e N 充分 大 , 使 得 
[7%5y — Tyl| < ea/2, Vn > N. 
于 是 当 n > 入 时 , 有 
[1nz — Tzll < 1nz — Tryl| + Tny — Tyl| + Ty — Tzl 
< plz—yl+e/2+ 17Tl lz 一 < a, 


从 而 ,xz 一 Tz, Vz € XX. 口 
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3.7 ”有 界线 性 算 子 的 正则 集 和 谱 集 


定义 3.7.1 设 久 为 复 Banach 空间 ,全 EC(X), 了 工 是 生 中 的 恒 等 算 子 . 

(1) 称 和 AEC 为 全 的 正则 点 ,是 指 XT 一 全 可逆; 并 且 (AT 一 了 )-! EC(X); 7 的 正则 
点 全 体 记 作 p(T), 叫做 工 的 正则 集 ; 而 R(A;T) = (和 AT 一 了 T 了 )-! 叫做 了 的 预 解 式 . 

(2) o(T) =C\p(T) 叫做 全 的 谱 集 ; 谱 集 可 分 解 成 互 不 相交 的 3 部 分 : 

e@ 点 谱 op(T) = {入 Eco(T)| 和 AT 一 了 不 可 送 }; 

e 连续 谱 o.(T) = {和 Eco(T)|AT 一 了 可 送 , RI 一 T) = X)}); 

。 剩余 谱 oj(T) = {入 eo(T)|A 和 IT 一 了 TT 可 送 , R(T 一 T) 六}. 


从 上 述 定 义 可 见 , 复 平面 可 以 分 解 成 几 个 互 不 相交 的 集合 之 并 
C=p(T) Uo(T)= p(T)Uoy(T)Y oo(T) Uors(T). 
入 Eop(T) 称 为 了 的 本 征 值 (也 称 特征 值 ), 这 时 必 有 非 零 ze XX 使 得 Tx = Xz, x 称 为 
的 与 入 相应 的 本 征 向 量 或 本 征 元 (也 称 特征 向 量 或 特征 元 ). 注意 , 若 和 I 一 了 可 道 , 但 


RR(AT 一 T) = 和, 则 依据 Banach 逆 算 子 定理 3.6.5, (MT 一 T)-1 € L(X), 从 而 入 € p(T). 
因此 , 当 入 Ee o(T) 时 , 只 可 能 或 者 XT 一 了 不可逆, 或 者 和 I 一 了 可逆 ,但 R(AT 一 T) 关 XX. 


引 理 3.7.1 设 瑟 为 Banach 空间 ,了 TEL(XX),T 是 义 中 的 恒 等 算 子 . 假定 上 TI| <1， 
则 1e p(T), 并 且 


(Te Sy, (27 
= 
OG woe se (3.7.2) 


证 明 由 于 和 2 7T*|| < 于 0 TI* < co, 于 是 级 数 >0T" 也 按 算 子 范 数 收敛 
于 于 个 SeLX) S(T ST me | 


(Oh /A 
显然 , T"+1 按 算 子 范 数 收敛 于 零 算 子 , 从 而 在 上 式 中 让 n 一 oo 有 (1-7T)S= 了 = 
S(T 一 了 ). 上 式 表明 了 一 了 可逆, S = (I 一 了)-!, 并 且 式 (3.7.1) 成 立 . 由 此 可 得 
(T= lg 这 | 医大 i 
口 
引 理 3.7.2 设 筷 为 Banach 空间 ,2 SEC(X). 设 工 可 逆 , 并 且 了 -1 € L(X). 如 


果 |8| < IT- 吉 -1 则 工 十 5S 也 可 逆 , ( 工 十 S)-1E CL(X), 并 且 


(Ge Ne 和 (OE 


n=0 
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证 明 ”注意 到 T+5S =T(I 十 T-19), 并 且 |T-1S|| < IIZ- 纪 SI < 1, 所 需 结论 从 引 
理 3.7.1 直接 得 到 . 口 


定理 3.7.1 设 铸 为 Banach 空间 ,TE 人 L(X). 那么 
上 四 当 |IA| > TI 时 , Ae p(T), 并 且 


IRG;DN < (AI = TD 
(2) 设 和 ep(T), 则 当 j eC, |p| < IRO;T)-! 时 , 和 二 jE p(T), 并 且 R(A 十 4;T) 
可 展开 成 


R(A+p;T) = V1)" pRB 二 


n=0 

(3) p(T) 是 复 平面 中 的 开 集 , 而 o(T) 是 有 界 闭 集 . 

证 明 (1) 注意 当 | 和 A| > ||TI| 时 , || 和 -17Tl| < 1, 于 是 (1) 是 引 理 3.7.1 的 直接 结论 . 

(2) 注意 (和 A 十)I 一 了 = (XI 一 T) 十 pI. 由 于 R( 和 ;T) e L(X), 所 需 结论 从 引 理 3.7.2 
得 到 . 

(3) 从 (2) 可 知 p(T) 是 开 集 , 从 而 o(T) 是 有 界 闭 集 . 口 

下 面 列 出 定理 3.7.2 和 定理 3.7.3, 略 去 证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 查阅 文献 [18, 40] 等 . 

定理 3.7.2 设 X 为 Banach 空间 , 则 对 任意 TEeL(X), o(T) 2. 


定义 3.7.2 设 大 为 Banach 空间 ,了 TE L(X), 那么 称 7(T) = sup{| 和 || 入 Eco(T)} 为 
了 的 谱 半 径 . 
定理 3.7.3 设 X 为 Banach 空间 ,TE L(X), 那么 


。 4 
"(7) = im 


3.8 ” 紧 算 子 的 谱 理 论 


Banach 空间 中 重要 的 一 类 算 子 是 所 谓 的 紧 算 子 类 , 它 最 接近 有 限 维 空间 中 的 线性 变 
换 , 在 数学 发 展 中 它 是 由 积分 算 子 发 展 而 来 的 . 首先 给 出 紧 算 子 的 定义 及 其 基本 性 质 . 


定义 3.8.1 设 叉 ,Y 为 两 个 Banach 空间 ,全 :XX 一 为 线性 算 子 , D(T) = XX. 工 
称 为 紧 算 子 , 如 果 工 把 中 的 每 个 有 界 集 映 成 Y 中 的 相对 列 紧 子 集 . 了 到 六 的 所 有 紧 
算 子 组 成 的 集合 记 作 K(X,Y), 并 且 当 其 二 Y 时 , 简 记 KK(X) = 大 (X,Y). 
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注意 Banach 空间 中 相对 列 紧 子 集 是 有 界 的 , 故 紧 算 子 必定 是 有 界 的 ， 从 而 
K(X,Y) C C(X,Y)， 由 定义 看 出 , T 是 紧 算 子 当 且 仅 当 对 于 和 中 任意 有 界 点 列 {zn》， 
{Tzn} 恒 有 收敛 子 列 . 

对 于 Te L(X,Y), 当 尺 (T) 是 有 限 维 子 空间 时 , 称 工 为 有 限 秩 算 子 . 


例 3.8.1 有 限 秩 算 子 TeL(X,Y) 必定 是 紧 算 子 . 口 


例 3.8.2 无 限 维 Banach 空间 中 的 恒 等 算 子 不 可 能 是 紧 的 , 这 是 因为 了 把 X 中 的 
单位 球 映 成 六 中 单位 球 , 但 我 们 知道 无 限 维 Banach 空间 中 的 单位 球 不 是 相对 紧 的 . 口 


定理 3.8.1 设 义 ,Y 为 两 个 Banach 空间 , 那么 
(DE To eR, YY Le MO noe KC) 
(2) 若 TEeK(X), SEL(X), 则 TS,ST € K(X). 


证 明 ” 留 作 练习 . 口 
定理 3.8.2 设 X,Y 为 Banach 空间 , 则 大 (X,Y) 是 C(X,Y) 中 一 闭 子 空间 . 


证 明 注意 依 定理 3.1.7, 在 赋 范 空间 中 集合 的 相对 紧 性 与 全 有 界 性 是 等 价 的 . 设 
Bi = B(0,1) 是 和 中 的 闭 单位 球 . 为 证 全 的 紧 性 , 只 需 证 明 T(Bi) 在 Y 中 是 全 有 界 的 . 
设 TT,T eK(X,Y), Tn 一 T( 按 算 子 范 数 收敛 ), 于 是 对 于 任意 s > 0, 存在 ne N, 使 得 
lz 一 zl < 多 YVze M. 因为 Th(B1) 是 全 有 界 的 , 故 存 在 有 限 个 点 21,… ,zk E Bi, 
使 得 


TBi) Us (hie; 5) 、 
这 
于 是 对 于 任意 给 定 的 z € Bi, 必 有 某 个 zj 使 得 7nzi 一 Tnz|| < 多 因此 
上 zz —Tz;l < |Tz— Trz)| + nz — Tnz;| + Trz; — Tzjll 
< 3e PE 坟 训 
这 就 是 说 {Tz1,… ,Tzx} 是 T(B1) 的 有 限 e- 网 , 从 而 T(B1) 是 全 有 界 的 . 口 
例 3.8.3 考察 L?(a,b) 中 的 积分 算 子 天 


b 
(Kz)(t) = 人 k(s,t)z(t)dt, vz € L2(a,b). 


假定 ke IL2((a,5) x (a,5)), 则 K 是 L?2(a,b) 中 的 紧 线性 算 子 . 口 
例 3.8.4 假定 上 例 中 积分 核 & e Cl[a,, 则 K 可 以 看 作 Cl[a,9] 中 的 线性 算 子 . 利 
用 Arzela-Ascoli 定理 3.1.8, 可 以 证 明 K 是 Cla,b| 中 的 紧 算 子 . 口 


定理 3.8.3 设 TeK(XX,Y), 那么 TT 把 XX 中 的 弱 收 化 列 映 成 Y 中 的 强 收敛 列 . 


证 明 设 {zn}c 筷 , zn 一, 依 共鸣 定理 , {zn} 有 界 . 于 是 由 了 的 紧 性 , 存在 子 列 
{znxj, 使 得 Tzn 一 y. 由 此 得 到 


(和 = 7T2,0) = "(ma = gg) 0 SMe 


从 而 Tz = y. 因此 , Tzn 一 Tz. 注意 , 实际 上 我 们 证 明了 {zn} 的 每 个 子 列 都 有 一 子 子 
列 {zn 了 ,使 得 Tz 一 Tz, 因此 Tzn 一 Tz. 全 
定理 38:4 设 TEK(X, 了 7 了) 于 TeR(Y 丈 涉 


证 明 设 Bl 和 Mi 分 别 是 和 和 Y* 中 的 单位 球 . 为 证 T* 紧 , 只 需 证 明 7T*(M1) 是 
区 人 中 相对 紧 集 . 允 下 (二 Mi, 令 pa(y) 二 (y, 9)， Vy = TB 显然 Pg = OC(T(BD); 这 
里 C(T(B1)) 是 紧 集 T(B1) 上 的 连续 函数 空间 . 此 外 


lleollc = sup |(y,9)|= sup |(z,7"*9)| = ||T"gll. 
yET(B1) TEB] 


因此 , {yo1g € Mi} 在 C(T(B1)) 中 相对 紧 与 集合 7T*(M1) 在 Y* 中 相对 紧 是 等 同 的 . 下 
面 我 们 证 明 {yo1g es Mi} 在 C(T(Bi1)) 中 相对 紧 . 我 们 有 


Ipo (WI < llgllllyll < Tl, vge Mi,vy eT(B), 


[po(Y) — po(z)| < llglllly = < TI, Vge Mi,vy,z eT(Bi), 


这 表明 {yo1g € Mi} 在 C(T(B1)) 中 一 致 有 界 且 等 度 连续 , 由 Arzela-Acsoli 定理 的 推广 
形式 , 可 知 {go 1g € Mi} 在 C(T(B1)) 相对 紧 . 口 


定理 3.8.5 设 全 eK(X), 入 Ee 区 ,入 关 0, 那么 值 域 尺 (AT 一 T) 和 RR(AT 一 T*) 都 是 
闭 子 空间 . 


证 明 由 于 T* 也 是 紧 算 子 , 故 只 需 证 明 及 (A 和 T 一 了 T 了 ) 闭 就 够 了 . 令 5S= MT 一 T. 设 
{yn} C 及 (5S), yn 一 y. 我 们 要 证 y e RR(S)， 如 果 能 证 明 存 在 一 有 界 列 {zn} C 流 , 使 
得 yn = Szn = (和 IT 一 了 TT)zn, 则 存在 子 列 {zr}, {Tznc} 收敛 , 从 而 {xn} 也 收敛 . 设 
Znk 一 IT 于 是 y= 和 zr 一 Tz € R(T-—T). 

因此 只 需 证 明 存在 一 有 界 列 {zn} C XX, 使 得 yh = Szn = (A 一 T)zn， 由 于 
{yn} C 有 R(S), 故 存在 {zn} C XX, 使 得 y= Szn, 但 {zn} 未 必 有 界 . 若 {un} CN(S), 则 
yn 二 Szn, 其 中 zn = zn 一 un. 下 面 我 们 设法 选择 一 列 {wun} CN(S), 使 得 {zn 一 un} 有 
界 . 为 此 , 只 需 证 明 d(z) = inf{llzn 一 v|v EAN(S)} 对 于 ne N 有 界 就 可 以 了 . 设 不 
然 , d(zn) 无 界 , 不 妨 假定 d(z) 一 oo. 令 名 = zn/d(zn), 则 易 见 d( 和 名) = 1, Yn ee N, 这 
里 对 于 任意 以 € 义 , d(w) = inf{llw 一 vl|v EN(S)}. 从 而 存在 一 列 {wun} C N(S), 使 得 
| 加 一 wa 和 2, YneN. 令 v= 加 一 un, 则 {vn} 有 界 . 由 于 全 紧 , 不妨 设 {Twvn} 收敛 
(否则 用 子 列 代替 ). 又 


Mn — Svn = SZ = Szn/d(zn) = yn/d(zn) 0. 
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因此 {wv} 收敛 于 某 个 极限 v. 于 是 Xv 一 Tv = 0, 即 ve 人 W(5). 由 此 得 出 矛盾 


0=dw) Lim, (va) = lim dl 


类 似 于 Hilbert 空间 的 直 交 补 , 对 于 Banach 空间 X, 设 M C X, N C X*, 集合 
M- = {fe XxX’|(z,f) =0,vVz € M}, 
+N={r€X|(z,f)=0,Vf EN} 
分 别称 为 M 入 的 直 交 补 . 显然 M+ 和 -LN 分 别 是 X* 和 XX 中 的 闭 线性 子 空间 , 并 且 
(span M)+ = M+, +(span N) =+ N. 


定理 3.8.6 设 TeK(X), 入 EK, 入 关 0, 那么 
(WR = BY) = NT 
(2) RIT=T*) = NN -TL. 


证 明 为 记号 简单 起 见 , 记 4 = XT 一 全 于 是 4* = NT 一 了 *. 
(1) 我 们 有 
(Az,f)=(z,A*f)=0, VreX, VfeN(A’). 

这 表明 尽 (4) c+ N(4*). 今 若 有 wy EL N(4A*) \ R(A), 则 从 推论 3.5.3, 存在 f € XX*， 
f(y) = (y,f) 0, 并 且 0= (hz,f) = (z,4A*f), Vz € XX. 这 表明 fe N(4*), 于 是 从 
y Et N(4*) 可 知 (y, f) = 0, 矛盾 . 因此 , 只 能 是 尺 (4) =+ N(A4*). 

(2) R(4*) = N(4)+ 是 明显 的 .现在 任 取 fe N(A4A)+， 注意 车 Az1 = Azz, 则 
ZX1 一 X2 EN(A4), 因此 f(z1) = f(z2). 于 是 可 以 定义 线性 泛 函 9 : R(A) 一 区 

g(y) = f(z), Vy= Az€ R(A). 
今 证 g 在 及 (4) 上 是 有 界 的 . 实际 上 , 由 于 尺 (4) 是 闭 的 , 利用 开 映 射 定理 , 可 以 证 明 存 在 
常数 j > 0, 使 得 对 于 任意 ye RR(A), 有 一 元 ze 和 满足 y= 4z, 并 且 ||zl| < yllyl|. 于 是 
|(y,9)| = |f(z)| < fzll < wllfllllyll, vy e R(A). 


上 式 表 明 9 在 尺 (4A) 上 有 界 , 从 而 依据 Hahn-Banach 定理 , g 可 以 延 拓 至 全 和 上 的 有 界 
线性 泛 函 , 仍 记 作 9. 于 是 
(Az,9) = (7z,f), Vz EX. 


依 定义 , f = 4*g. 因此 R(4*) = N(A)+. 口 


引 理 3.8.1 设 TEK(X), 入 Ee 区 ,入 关 0, 那么 必 存 在 自然 数码 1 使 得 NN((AT 一 
T):)=N((MT— Tt). 


证 明 令 NM=N((AT 一 T)"+1), Vn > 1. 用 反 证 法 , 假定 Ni 关 Nn+1, Yn 之 1. 那 
么 NN 是 N+i 的 真子 空间 . 一 般 地 , 若 M 是 X 的 真子 空间 , 则 不 难 证 明 , 对 于 任意 
z € (0,1), 存在 ze 和 ,zl = 1, 使 得 d(z, M) = inf{llz -wll|u ee M} > e. 由 此 可 知 存 
在 一 列 元 {zn} C X, 使 得 zn € AH lzal = 1, zn 一 Zz > 1/2,Yz ENn. 设 m>n, 
则 有 


QIETPIMNT Tom To = Ta TAL ST 
即 (A 和 T 一 了 了)zm 十 Tzn e Nm. 因此 
Bn = Til = em = To tall /2 
从 而 {Tzn} 不 收敛 , 这 与 了 的 紧 性 矛盾 . 口 
， 引 理 3.8.2 设 TEeK(X), 入 E 区 ,入 头 0, 那么 尽 (XT 一 T) = XX 当 且 仅 当 N(A 和 IT 一 
7T) = {0}. 
证 明 首先 假定 及 (AT 一 T) = 和. 车 NN(AT 一 T) 冯 {0}, 则 存在 非 堆 zy e N(AT 一 了 T). 
由 于 RR(A 和 T 一 了) = X, 存在 一 列 元 {zn}, 使 得 (和 AT 一 了 T)znt1 = zn, Vn 之 1, 并且 


AT ~ TT) ti 一 了 1 其 0， 
QI-T)"tiyapi = (AM — To =0. 


于 是 W((AXT 一 T)"+1) 关 N((AT 一 T)"), Vn 之 1, 这 与 引 理 3.8.1 矛盾 , 从 而 必 有 AN(AT 一 
T) = {0}. 

现在 设 和 NN(AT 一 了 TT) = {0}, 于 是 依据 定理 3.8.6 (2), R(X 一 T*) = X*. 但 7T* 也 
是 紧 算 子 , 因此 依据 上 面 证 明了 的 结论 , N(AT 一 T*) = {0}. 再 从 定理 3.8.6 (1), 可 知 
ROLTEI 口 


这 个 引 理 具有 重要 的 理论 和 实际 意义 , 它 是 说 , 当 入 关 0 时 , XT 一 人 可逆 当 且 仅 当 
入 ep(T), 即 (XT 一 T)-! € L(X). 这 是 有 限 维 空间 中 线性 代数 有 关 结 论 在 无 限 维 情形 下 
的 最 令 人 满意 的 推广 . 利用 齐 次 方程 MT 一 了 T)z = 0 和 非 齐 次 方程 (AT 一 了 T)zx = yy 解 的 语 
言 , 可 表达 成 经 典 积 分 方程 理论 中 Fredholm 二 择 一 原理 的 形式 . 


定理 3.8.7 设 TEK(X), 入 EeE 区 ,入 关 0, 那么 下 面 两 个 结论 之 一 成 立 : 

(1) 齐 次 方程 (AT 一 T)z = 0 仅 有 零 解 , 这 时 入 E p(T), 而 非 齐 次 方程 (和 AT 一 T)zx=y 
对 任意 VE 有 唯一 解 Z = (A 和 T 一 T)-1y; 

(2) 齐 次 方程 (MT 一 了)z = 0 有 非 零 解 , 这 时 非 齐 次 方程 (和 AT 一 了)z = 有 解 , 当 且 仅 
当 (y,f)=0,Vf EN -7T*). 

定理 3.8.8 (Riesz-Schauder 定理 ) 设 义 为 无 限 维 Banach 空间 ,Te K(X), 那么 

(1) o(T) 由 原点 和 非 零 本 征 值 组 成 , 并 且 对 应 于 非 零 本 征 值 的 本 征 子 空间 是 有 限 
维 的 ; 


证 明 (1) 车 0 ¢ o(T), 则 R(T) = 入. 依据 开 映 射 定理 , 对 于 X 中 的 单位 球 B1(0)， 
其 像 集 TB1i(0) 是 开 集 , 从 而 存在 > > 0, 使 得 B.(0) c TB1(0). 但 TBi(0) 是 相对 紧 的 ， 
因此 B.(0) 是 紧 集 , 从 而 X 本 身 是 有 限 维 的 , 得 出 矛盾 . 于 是 0 e o(T). 由 定理 3.8.7 可 
知 工 的 每 个 非 零 谱 点 是 本 征 值 . 由 于 了 紧 , NM(AT 一 了) 中 每 个 有 界 集 {zn} 都 有 收敛 子 列 
{Zn}, 使 得 {Tzw} 收敛 . 但 Xzn = Tzn, 从 而 {zn} 本 身 收敛 . 这 就 是 说 , NOAT 一 卫 ) 
的 每 个 有 界 列 必 有 收敛 子 列 , 从 而 W(XT 一 了 T) 只 可 能 是 有 限 维 子 空间 . 

(2) 用 反 证 法 , 假定 对 某 个 常数 s > 0, 存在 了 的 不 同 本 征 值 组 成 的 无 限 数列 {和 \}， 
使 得 | 和 An| > s, Yn € N. 设 zn 是 对 应 于 和 的 本 征 元 , 并 记 Mi = span {zl…… ,Zn}. 注 
意 诸 zk 是 线性 无 关 的 , 从 而 Mi 是 M41 的 真子 空间 . 于 是 利用 引 理 3.8.1 中 的 证 明 , 存 
在 一 列 {yn}, yn e Mx, llynl| = 1, Vn > 1, 使 得 


1 
||yn Ea yl| 之 2， vy € Mn-1. 


由 于 yr, € Mn, 故 存在 Qi1,:… ,Qan € 区 , 使 得 yn = Qizi 十 … 十 Qnzn. 由 此 Ty € Mi,， 


并 且 
亿 一 1 
(MT — Tyn 一 >》 ak(Xn 一 Xk)zk E Ma-i. 
R==1 
对 于 任意 自然 数 m, 1 < m <n, 令 z= (AnT 一 了 T 了 yn 十 Tym. 显然 从 上 述 可 见 ze Mi. 
通过 计算 有 


Tyn ~ Tym = A sd A 
从 而 Tyn 一 Tyml| > 二 An| > 3e. 因此 , {yn} 为 有 界 列 , 但 {Tyn} 无 收敛 子 列 , 与 的 
紧 性 相 了 矛盾 . 口 
在 Hilbert 空间 中 紧 的 自 伴 算 子 具有 简单 的 谱 结构 , 一 个 重要 结论 是 说 , 其 本 征 元 全 


体 构 成 Hilbert 空间 的 基 . 这 个 结论 在 带 有 Hermite 核 的 积分 方程 以 及 某 些微 分 方程 中 有 
重要 的 应 用 . 


定理 3.8.9 设 万 为 Hilbert 空间 ,全 EC( 瑟 ) 是 自 伴 算 子 , 那么 全 的 每 个 本 征 值 都 
是 实 的 , 并 且 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 元 相互 直 交 . 


证 明 设 Tz = Az,z 关 0 于 是 (Tz,z) 三 和 zl? 三 (zx,Tz) 三 和 lz||2, 从 而 入 三 入 即 


入 E 了 R. 
现在 设 WERo(T Ji 二 从 的 WE 二子 1 于 下 是 (2 = 
和 A(z,y) = (Z,TY) = J(z,y), 从 而 (入 一 由 (zy) = 二 0. 由 于 入 关 j, 故 (z,y) =0. 口 


设 互 是 Hilbert 空间 , Te 大 (万 ) 为 自 伴 算 子 . 设 {AMn} = op(T). 对 应 于 本 征 值 入 
的 本 征 子 空间 的 维 数 rw 称 为 An 的 重 数 . 为 了 方便 起 见 , 对 于 重 数 为 7,, 的 本 征 值 A, 在 
序列 {Xn} 中 将 重复 出 现 rw 次 . 序列 {和 An} 的 排序 满足 | 和 1| > |X2| > …. 设 pn 是 对 应 
于 An 的 本 征 元 , 满足 ||ypnl| = 1, 并 且 诸 wn 彼此 直 交 . 上 述 最 后 一 点 总 能 做 到 , 因为 当 
Xn 为 重 本 征 值 时 , 可 在 其 本 征 子 空间 M 中 取 rn 个 元 构成 Mn 的 直 交 规范 基 . 本 小 段 中 
将 采用 上 述 这 些 记号 而 不 再 特别 说 明 . 


定理 3.8.10 设 万 为 Hilbert 空间 ,全 EC( 吾 ) 是 自 伴 算 子 ,那么 
(1) o(T) C [ma ma], 其 中 


(Ty 2 Th = /nag (RD 


M1 
rEH,llzl|l=1 


三 es 
(2) 工 的 谱 半 径 7(T) = T= max{mi,m2z}, 并 且 mi,m2z € o(T). 
证 明 (1) 若 入 > m2, 则 

(A—m2)lzlP < I(T —T)z,z)| < AT —T)zll lzll, vz eH. 


因此 , ||(XT 一 了 了)z|| > (和 一 m2)l|zjl, Yz e 五 , 故 入 € p(T). 同 理 可 证 , 当 入 < mz1 时 ， 
和 AE€p(T). 

依 mzi 的 定义 , 存在 一 列 {zn} C 五, ||znl| = 1, 使 得 ((miT 一 了 TT)zn, zn) 一 0. 一 般 地 ， 
对 于 任意 自 伴 算 子 4 e L(H), 若 (4z,z) > 0; Vz ee 万 , 则 易 证 


|((Az,w)? < |(Az,z)||(Ay, yl, vz,ye FH 
于 是 若 取 z = zn,y = (miT 一 了 T)zn; 4 = 二 miT 一 T, 则 得 
(mil = T)zall? < (mi — Tinson) lm — TT) rns (mT — T)zn)| 
< mr — ThmT — Trnll znll. 


因此 |(mzai7 一 站 )za| < jima7I 一 Tz 一 0, 从 而 ra € o(T). 类 似 地 可 以 证 明 m2 es o(7T). 
(2) 只 需 证 r(7) = ITl. 根据 定理 3.7.3, 7(T) = lim | 寺 . 注意 到 


ITzlP = (mnTz) = (T°z,72) < IT’ ls, Vz € HH, 


我 们 有 |TIl? < IT2||. 另 一 方面 , 7?z|| < | 到 人 zl < Tllzll. 因此 , TI? = 72 同 
理 |T2"|| =||TI|?”, Vk 之 1. 于 是 


1 
2E 


k | 1 k 
r(7T) = lim |72 |= (17 )™ = 17. 
口 


定理 3.8.11 (Hilbert-Schmidt 定理 ) 设 T€ KK( 矿 ) 为 自 伴 算 子 , 那么 下 的 本 征 元 
全 体 {pn} 构成 互 的 直 交 基 . 进而 假定 每 个 pm 都 是 单位 元 , 即 ||pn| = 1, 从 而 {pn} 是 
五 的 直 交 规范 基 . 那么 对 于 任意 ZE 昌 , 有 展开 式 


TR > MT pn) pn: 
二 1] 
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证 明 设 M =span{fepon}. 根据 Hilbert 空间 中 的 投影 定理 , 五 = M @ M+, 并 且 容 
易 验 证 TM C M, TM+ C M+. 设 T 在 M+ 上 的 限制 记 作 ,那么 :M+ 一 M+ 也 
是 紧 自 伴 算 子 . 车 元 有 非 零 本 征 值 和 , 则 As op(T), 从 而 其 本 征 元 属于 M, 这 不 可 能 ， 
为 M 和 M+ 是 直 交 的 . 因此 , c(m) = {0}, 依 定理 3.8.10, To = 0. 因此 了 ML = {0}, 从 
而 M+ 中 的 元 必 是 人 的 本 征 元 , 这 只 能 是 M+ = {0}, 即 M = 五. 
现在 设 en|| = 1, 从 而 {pn} 是 的 直 交 规范 基 . 于 是 Tz 在 直 交 基 {pw} 下 可 展开 
成 


Tz= > (Tz, pn)pn = > Topn)p 
n=1 


一 x An(D pn) pn: 
w=1 


3.9 ”Soboley 空间 ” 


Sobolev 空间 理论 在 现代 偏 微分 方程 中 已 成 为 不 可 或 缺 的 工具 . 历史 上 , Sobolev 空 
闻 理 论 的 建立 要 比 Shwartz 广义 函数 (或 分 布 ) 理论 早 一 些 . 但 广义 函数 理论 能 使 我 们 更 
简洁 地 叙述 Sobolev 空间 理论 . 这 里 我 们 仅 简 单 地 介绍 Sobolev 空间 理论 的 主要 概念 和 
一 些 常用 的 基本 结果 , 一 般 情 况 下 我 们 不 一 一 列举 出 处 , 详细 请 参阅 文献 [46, 92]. 

设 Q 为 RN 中 带 充分 光滑 边界 卫 的 开 集 . D(Q) = Cge(Q) 表示 定义 在 Q 上 取 值 在 展 
或 C 中 无 穷 次 可 微 且 具 紧 支 集 的 函数 空间 . 这 里 对 于 Q 上 一 个 连续 函数 yp, 将 we(lz) 0 
的 点 全 体 的 闭 包 称 为 p 的 支 集 , 即 


suppp = {2 € Q|p(7) #0}. 


D(Q) 上 定义 如 下 拓扑 : 序列 {pn} C D(Q) 收敛 于 0 是 指 它 满足 

(1) 诸 pn 的 支 集 位 于 9 的 一 固定 紧 集 中 ; 

(2) pn 及 其 各 阶 导数 均一 致 收敛 于 0. 

(参见 下 一 章 关 于 邻 域 基 的 说 明 .) 

D'(Q) 表示 D(Q) 上 的 连续 线性 泛 函 空间 , D'(Q) 中 的 元 叫做 OQ 上 的 广义 函数 或 
分 布 . 

对 于 a = (Qi,:… ,aN), ak 为 任意 非 负 整 数 , 记 |a| = ai 十 … 十 aN， 


9 
六 


我 们 定义 f € D'(0) 的 任意 阶 导 数 De 


(Djp) = (-DI°l(f, Dp), vy e DY,), 
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这 里 (., :表示 D'(Q) 与 D(Q) 之 间 的 标量 积 , 即 (f, yp) = f(y) 为 了 在 2 处 的 取 值 . 对 于 


定义 在 Q 上 的 局 部 可 积 函数 f, 由 
(i FP, = Vpie bn) 
0 


定义 的 广 是 Q 上 的 分 布 , 通常 我 们 把 fF 等同 于 f. 
例 3.9.1 对 于 zo € 0, ju(z)=6(z 一 Zo0) 表示 Dirac 6- 函 数 , 定义 为 


本 上 5(z — zo)p(z)dz = pz0). 


不 难看 出 , bc。e D'(Q). 口 
例 3.9.2 ” 设 单位 阶 跃 函数 瓦 (z) 定义 为 
ler 0; 
(= | 
0 wv 


函数 肪 (x) 当 z 关 0 时 是 可 微 的 , 并 且 H'(x) = 0; 但 在 xz = 0 处 是 间断 的 , 从 而 在 常 
义 下 在 z = 0 处 不 可 微 . 但 是 , 显然 h € D'(RR), 从 而 在 广义 下 互 的 导数 存在 , 并 且 
五 '(z) = 6(z), 这 是 因为 对 于 任意 p & 了 (了 ), 依据 广义 函数 导数 的 定义 


(i / jars= HO. 


广义 函数 序列 {所} C D'(Q) 称 为 ( 弱 ) 收敛 于 fe D'(Q), 如 果 它 满足 
im (fn,p) = (f,9), Vp EDO). 


例 3.9.3 函数 序列 f(z) = 二 王 痉 当 n 一 oo 时 收敛 于 5(z) = 60(z), 这 是 因为 对 
于 任意 p € D(R), 我 们 有 


® sinnz 
im i+/ Es) = (0). 


对 于 正 整数 m 和 实数 p > 1, 我 们 定义 
H™?(0)={f eI(0 Demn) Vanlal<m}; 
在 五”%?(Q) 中 赋 以 范 数 


flgmr(0) = ( Ia ， 


|a| 和 mm 


则 五?(Q) 是 一 Banach 空间 , 叫做 (ZIP(Q) 上 的 mm 阶 ) Sobolev 空间 . 当 p = 2 时 , 记 
ZEm(O) = Hm™2(Q). 我 们 在 "(0Q) 中 定义 内 积 
( 户 9g) Emo) = 2 (D°F, D”g)L2(9), 
lalgm 

则 五 %(Q) 是 一 Hilbert 空间 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 在 边界 流 形 卫 上 定义 D(T), D'(T), L?(T), Wm™?(T) 和 Hm(T) 
等 . 

特别 当 n = 1, 9 = (ao 时 , 我 们 有 

H™(a;b) 3 {f = L?2(a,b) ee ws A 绝对 连续 ， 
并 且 1 me "sD € L2(a,b))} 


通过 人 里 叶 展 开 或 插值 等 方法 , 对 于 任意 实数 s, 可 以 定义 非 整 数 阶 Sobolev 空间 
Hs(Q) (可 以 参见 文献 [9]). 


定理 3.9.1 ( 迹 定理 ) 对 于 任意 f € Hm(Q), 我 们 可 以 定义 f 在 边界 厂 上 的 迹 为 


er) OEE= 
和 
(这 里 z 为 边界 的 法 向 量 ) 并 且 
(1) 迹 映射 7 : Hm(Q) 二 Wo Hm-*-3( 了 ) 是 线性 连续 满 射 ; 
(2) 7 的 零 空间 


a 


站 
r ov 


xn = [flr; 


我 们 有 
OF 
Ovk 


k 
Mi { cir 5 


=0, ocr<m-1| 
向 


恰好 是 D(Q) 在 百 m(Q) 中 的 闭 包 及 Y(Q), 从 而 


of 
Ovk 


Hoe” (0) = { < 五"(9) 


= 0, och<m-il. 
' 


由 于 D(Q) 在 HY?(Q) 中 稠 , 从 而 可 以 把 有 HW?() 的 对 偶 等 同 于 D'(Q) 的 一 个 子 空间 . 
于 瑟 征 义 
H 了 (O) = (BO)) 
显然 我 们 有 
ee QH (0): 


对 于 je 五-m(Q), 必定 存在 大 E L2(Q), 0 < |al < m, 使 得 
Fe 


lalgm 


上 述 迹 定理 对 于 非 整 数 s > 0 也 成 立 : 这 时 对 于 f € 互 *(O), 我 们 有 


m—1 
HN ET pn); 


k=0 
其 中 
0 OE | 
n= slr | || s—m+3>0. 


对 于 非 负 整数 m 和 &, 0 < e < 1, Cme(Q) 表示 Q 上 直到 mm 次 连续 可 微 , 并 且 m 次 

导数 为 e-H6lder 连续 的 函数 空间 : f € Cm<(O)， 
入 流 Bd A Ba se lh 
lfllem.. = > sup|D°f(z)|+ a .六 FE < oo 

定理 3.9.2 (Sobolev 同 入 定理 ) 设 Q Cc 了 RRN 为 有 界 开 区 域 , 边界 0Q 充分 光滑 , 设 

5 一 仍 十 V/2+s 0<e<1,m 为 非 负 整数 , 则 嵌入 
万 (DJ -> COme(O) 

是 连续 的 . 

根据 定理 3.9.2, 车 空间 维 数 NN = 1, Q = (a,b), 则 Hi(a,b) 一 C%3(a,b), 故 
f EH!(a,b) 至 少 在 (a,b) 上 是 连续 的 . 但 当 N = 2 时 , 五 1(Q) 中 的 元 未 必 是 连续 的 . 例 
如 , 取 QQ 为 RR? 中 半径 为 3 中心 在 原点 的 开 圆 盘 , y(z) = Inln(|z|-!), 则 ye 五 1O), 但 y 
显然 在 z = 0 处 是 不 连续 的 . 

定理 3.9.3 (Sobolev 紧 嵌 入 定理 ) 设 Qc RN 为 有 界 开 区 域 , 边界 0Q 充分 光滑 ， 
设 s1, s2 E 惧 , s2 > s1, 则 说 入 万 s2(O) HH51(Q) 是 紧 的 , 即 对 于 肪 2(Q) 中 的 有 界 序列 
{yk}, 必 有 {yr} 的 子 序列 {yk} 使 得 ||yk; 一 yys1(9) 地 0 (i 一 00), 其 中 ye 五 (9). 

对 于 一 般 的 Sobolev 空间 互 "z 有 如 下 结论 四. 


定理 3.9.4 设 QCRN 为 有 界 开 集 , 边界 0Q 充分 光滑 . 


(1) 如 果 
1 大 有 
1 和 = < qo; 
DEV A: | SM 
那么 从 五 mz(O) 到 Hm-%a(Q) 的 嵌入 映射 为 紧 映 射 . 
(2) 如 果 
lq 
一 -一 受 
了 k<m, 


那么 对 任何 实数 g, 从 万 m™P(Q) 到 万 mha(Q) 的 嵌入 映射 为 紧 映 射 


上 述 定理 实际 上 包括 了 许多 紧 嵌 入 的 结论 . 例如 , L?(Q) 可 看 作 五 "2(O). 于 是 , 容易 


得 到 下 面 的 推论 . 
推论 3.9.1 设 QcRRN 为 有 界 开 集 , 边界 0Q 充分 光滑 . 
(1) 嵌入 映射 
3 J 1 1 5 
H:(0) = 1?(0), hn 
和 
1 
H*(0) IP(Q), Vpe ll,%0),， 当 5- 喜 =0 
是 紧 映 射 . 


(2) 设 mi > mz > 0, 那么 再 maz(D) 到 吾 maip(D) 的 嵌入 映射 为 紧 映 射 


定理 3.9.5 (插值 不 等 式 ) 设 QCRN 为 有 界 开 区 域 , 具有 充分 光滑 边界 , m 为 自然 
数 , 那么 对 于 任意 & > 0, 存在 常数 C(e) > 0, 使 得 


| jzmco) < Dfllizac0) + Ce) flrz0)- 
lal<m 

设 Q 是 RN 中 的 单 连通 有 界 开 区 域 , 具有 充分 光滑 边界 . 一 般 说 来 , 对 于 f € H™(Q)， 

若 令 
fhma= 2 lp°fllza(n), 
lal=m 

则 |: |mz 仅仅 是 mn(Q) 中 一 个 拟 范 数 , 就 是 说 , 范 数 中 条 件 |flm,2 = 0 一 了 =0 不 
满足 . 下 面 要 说 明 , 如 果 对 f 加 上 适当 的 边 条 件 , 则 使 用 f 的 最 高 阶 导 数 就 可 以 定义 出 
Hm(Q) 的 一 较 小 闭 子 空间 中 的 范 数 . 

在 三 (9) 中 , 我 们 有 


Haosc(/ ivypaz) , ve mo), 
9 
这 就 是 熟知 的 Poincaré 不 等 式 . 类 似 于 这 样 的 不 等 式 在 求 得 偏 微分 方程 解 的 先 验 估计 中 
是 非常 有 用 的 . 下 面 的 Deny-Lions 引 理 是 这 一 类 Poincaré 不 等 式 的 基础 . 


引 理 3.9.1 (Deny-Lions 引 理 ) 设 及 -1(O) 表示 Q 上 所 有 阶 <k 一 1 的 入 变量 多 
项 式 空间 . 假定 {41,L2，,… ,Lm} 是 HK(Q) 上 m 个 连续 线性 泛 函 , 使 得 {41, 《2,:…- ,Lm} 
在 及 -1(Q) 上 是 线性 无 关 的 . 对 于 je H*(Q), 令 


1 


I = BB (CPP 二 wo 
j=1 


那么 | .| 定义 为 HK(Q) 上 一 等 价 范 数 , 即 存在 常数 Ci, C2 > 0, 使 得 


Cllfl < llaso < Clf, vf es H*(Q). 
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例 3.9.4 设 TC 009 使 得 meas (710) > 0, 这 里 meas (1) 为 部 的 测度 . 定义 
Hi (0) Ne | = 


注意 根据 迹 定理 3.9.1, 当 fe HI1(Q) 时 , flr, ee H3(T0). 定义 线性 泛 函 4 : H1(0) 二 RR 
为 
2) = {fe)as. 


那么 根据 Cauchy 不 等 式 、 紧 仍 入 定理 3.9.3 和 迹 定理 3.9.1, 存在 正常 数 0' 和 C, 使 得 
a 得 
le(P)| < meas (To) ( / ohas) 
To 
< ops < Clflinie) 
从 而 4 是 到 1(Q) 上 的 连续 线性 泛 函 . 于 是 从 引 理 3.9.1 可 知 存在 正常 数 Cl 和 C 使 得 
2 2 2 by 
OG (< + 人 dz) < 人 (7P+Ivy 门 da 
<c (t+ 人 IvyPazj， Y7s 榴 人) 
0 
现在 对 于 f € HE (0), 有 :L&(j = 0, 因此 我 们 得 到 
C 2d < 2 2 
:| ivi 5 二 让 (P+ IV) dz 


< c/ Ivfl?dz, vf e HE,(O). 
Q 


这 表明 双 线性 泛 函 
oo 为 = | vf- Voids, vo,v e HY,(O) 
Q 
是 有 73,(Q) 上 一 等 价 内 积 , 并 给 出 等 价 的 诱导 范 数 . 0 


定理 3.9.6 (Poincaré 不 等 式 ) 设 QcRRN 为 有 界 开 区 域 , m 为 一 正 整数 , 则 存在 正 
常数 CO = C(m, V,Q) 使 得 


1 


ellznoy < C ( ioral ,Vw € Ho (0). 


lal=m 
证 明 定义 Hm(Q) 上 线性 泛 函 


0 
t(D)= 人 Bds, vieH"(W), -0D ,ml 
0 
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容易 验证 lo, 41,… ,人 m-1 是 Pm_1(Q) 上 m 个 线性 无 关 的 连续 线性 泛 函 . 由 于 
le(f) =0) -VE HQ 0, Lg, 


故 根据 Deney-Lions 引 理 , 可 知 定理 结论 成 立 . 口 


3.10 ”注释 与 参考 


在 第 1 章 最 速 落 径 问 题 中 已 涉及 到 泛 函 , 实际 上 , 变 分 法 的 研究 是 泛 函 分 析 的 一 个 重 
要 起 源 . 泛 函 分 析 的 另 一 个 重要 来 源 是 对 积分 方程 的 研究 . 著名 的 希 尔 伯 特 空间 就 是 希 尔 
伯 特 (Hilbert, 1862-1943) 在 研究 积分 方程 时 提出 的 . 

波兰 数学 家 Banach 利用 范 数 代替 希 尔 伯 特 空间 的 内 积 概念 , 极 大 地 拓 广 了 泛 函 分 析 
的 疆域 , 他 并 证 明了 一 批 泛 函 分 析 的 重要 结果 , 成 为 现代 泛 函 分 析 的 黄 基 人 . 

粗略 地 说 , 泛 函 分 析 是 20 世纪 初 在 集合 论 的 影响 下 函数 概念 与 空间 概念 相 结合 的 产 
物 . 与 线性 代数 研究 的 有 穷 维 空间 不 同 , 泛 函 分 析 研究 的 对 象 是 无 穷 维 空间 . 在 这 类 空间 
上 的 动态 系统 通常 称 为 无 穷 维 系统 或 分 布 参数 系统 . 分 布 参数 系统 的 控制 问题 是 现代 控 
制 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 由 于 泛 函 分 析 是 分 布 参数 控制 系统 研究 的 理论 基础 , 它 在 控 
制 界 也 很 受 重视 . 

泛 函 分 析 在 我 国 比较 普及 . 我 国有 许多 优秀 的 泛 函 分 析 专 家 , 如 关 後 直 、 张 苛 庆 等 . 
关 後 直 先 生 的 文献 [18], 张 恭 庆 教 授 等 的 文献 [40] 都 是 泛 函 分 析 很 好 的 参考 书 . 文献 [69] 
也 较 简 明 易 懂 . 


3.11 习题 


3.1 证 明 一 个 Banach 空间 是 一 个 Ty 空间 , 即 设 Ci, C2 为 两 个 不 相交 闭 集 , 则 存在 
不 相交 的 开 集 吕 , U2 使 C1 Cc Ui, Ca C Us. 

3.2 设 X 为 一 距离 空间 , W C X 为 一 紧 子 集 . f : W 一 了 月 为 一 连续 函数 . 证 明 f 有 
界 , 且 它 可 以 达到 上 、 下 界 . 

3.3 在 Cl[0,1] 上 定义 两 个 范 数 


Wh = A (oas; Ifla = . (2+ 32)|f(z)l2dz. 


证 明和 上 | ll 是 Cl[0,1] 中 的 两 个 等 价 范 数 . 
3.4 设 Cp[0,o00) 为 [0,co) 上 连续 有 界 函 数 集 . a > 0, 定义 范 数 


lu = / leaz F(z)|2dz . 


(1) 证 明 | . ||。 是 Calo,co) 上 的 范 数 . 
(2) 设 b> 0， b#a, | :le 与 la 等 价 吗 ? 


3.5 设 万 为 一 Hilbert 空间 , 4 C 互 , span{f4} 为 由 A 张 成 的 子 空间 , 证 明 
(1) 
4+ = (span{ A}).; 
(2) 
Att = span{ A}. 
3.6 在 L2[ 一 a,a] 中 , 问 偶 函数 集合 的 正 交 补 是 什么 ? 证 明 你 的 结论 . 
3.7 设 X 为 一 Hilbert 空间 , zoEX,r>0. 令 
B= {reéX|lzs -zoll<7}. 
(1) 证 明 : B 为 XX 中 闭 凸 集 . 
(2) 设 z€ B°, 定义 y= zo 十 7(7X 一 x0)/llz 一 zoll. 证 明 : y 是 zx 在 B 中 的 最 佳 允 近 
(距离 最 小 ). 
3.8 设 4A, B 为 Hilbert 空间 互 的 闭 线性 子 空 间 , Pa, Ps 为 五 到 4, B 的 投影 算 子 . 
证 明 : 
(DD = PabPps 二 0; 
(2) A= Bt < Pa+ Ps = idy. 
3.9 设 
Co(R) = 人 Ee C(R) 加 z(t) = "} 
定义 zl| = supicR lz 的 |, 则 Co( 了 及 ) 是 一 个 可 分 Banach 空间 , 试 证 之 . 
3.10 设 5 为 序列 集合 , s = {zi} e 5S, 定义 


me 
|sl| 了 2 27m 1 平 |za|? 
证 明 5S 依 距离 d(z,y) = ||z 一 yl 是 一 个 完备 距离 空间 . 5S 是 否 是 一 个 Banach 空间 ? 
3.11 设 4 : R" 一 Rn 为 线性 算 子 : z 上 4z, 这 里 4 为 一 n xn 和 矩阵. 证明 
| 三 VOmax， 这 里 oi 为 4T4 的 最 大 特征 值 . 
提示 : 利用 以 下 结论 : 设 PP 为 对 称 和 矩阵 , 其 最 大 、 最 小 特征 值 分 别 为 cmax、 cmin. 
那么 
aminZTz < ZITPrz < omaxT 7. 
3.12 设 X 为 一 Banach 空间 , ze XX, 又 设 TEeL(X) 为 了 上 的 有 界线 性 算 子 . 定 
义 p(T)=7Tz, 则 peLKL(X), 关 ). 求 上 pll. 
3.13 设 X 为 一 Banach 空间 , Xo CX 为 X 的 闭 子 空间 . pg :XX 全 X/X0 定义 为 
vi)= hy “ex 
上 的 有 界线 性 算 子 . 证 明 : 如 果 存 在 m > 0, 使 得 
|(Az,2)|> mllzll?, Vee Hi 


则 存在 4-1 e L(H). 


be 人 
3.14 设 为 赋 范 线性 空间 , {zi} C 6 为 B 中 的 点 . 如 果 Vj e B* 数列 {f(zi)} 有 
界 , 证 明 {zi} 在 6 内 有 界 . 
3.15 设 6 为 赋 范 线性 空间 , zt … , zn € B 线性 无 关 . 证 明 : 存在 nw 个 有 ,… ,fn €E 
B*, 使 得 
dy b Ee 
fi(2i) = 6i,; = | i , 
QO wg 
3.16 设 X 为 Banach 空间 , 4 e L(X), 入 EC, 求证 当 |A| > ||4l| 时 , 算 子 4 的 
Neuman 级 数 > 48/AR+1 按 算 子 范 数 收敛 于 (MT 一 4)-! ee L(X), 其 中 了 为 和 中 的 


恒 等 算 子 . 
3.17 试 证 L?2( 一 x,7) 中 的 泛 函 序列 


fn(0)= | eg cosmtdtb， we 有 (Cn 


弱 收 敛 于 零 . 
3.18 设 是 Banach 空间 . 序列 {zn} CX 满足 


oo 
> lzo1=w< oo 
n=1 


试 证 级 数 之 1 zk 收敛 , 即 存在 xz €E X 使 得 z= limn_)oo 5 x_i zk. 此外, 有 zl| < 4. 
3.19 定义 线性 算 子 4 : Cl0,1] 一 C[0,1] 如 下 


CQ) = K(t,s)f(s)ds, Vf eCl0,1), 


其 中 核 函 数 KK(t, s) 在 [0, 1] x [0,1 上 连续 . 试 证 4 是 有 界 的 . 

3.20 4 仍 由 上 题 给 出 ,但 A :2(0,1) 一 到 (0,1T, 而 K(t,s) 是 52((0,1) x (0,1)) 中 
的 函数 . 试问 4 有 界 吗 ? 

3.21 设 和 是 Hilbert 空间 , 证 明 : 和 是 局 部 序列 紧 的 , 即 中 任意 强 有 界 序列 必 含 
有 一 弱 收 敛 的 子 序列 . (该 命题 对 自 反 Banach 空间 均 成 立 .) 

3.22 设 久 ,YY 为 Banach 空间 , 4eE C(X,Y). 试 证 : 

(1) 若 4 为 紧 算 子 , 则 4 把 和 中 的 弱 收 敛 序列 变 成 Y 中 的 强 收敛 序列 ; 

(2) 当头 为 自 反 时 , (1) 的 逆 命 题 也 成 立 , 这 就 是 说 , 车 4 把 X 中 的 弱 收 敛 序列 变 成 
Y 中 的 强 收敛 序列 , 则 4 是 紧 算 子 . 

3.23 在 刀 中 定义 线性 算 子 4 4z = (ai 和 ,Qk,…), VX = (&k) €E 妈 , 其 中 ax 为 
已 知 常数 . 试 指出 对 于 什么 样 的 ak, 4 是 有 界 的 , 或 是 紧 的 . 
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3.24 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 紧 线性 算 子 ， 试 证 存在 一 单位 元 z €& X, 使 得 
1Azl| = 14l， 
3.25 在 Hilbert 空间 L2(0,1) 中 定义 线性 算 子 4: 
t 
(Af)(t) = K f(s)ds, Vf eL2(0,1). 
0 


试 找 出 4 的 谱 o(4)、 点 谱 op(4)、 连 续 谱 o.(4) 和 剩余 谱 or(4), 并 证 明 | 4|| = 2. 


一 个 物理 量 或 动态 过 程 的 描述 大 致 可 分 为 两 类 : 确定 的 或 随机 的 . 概率 论 是 研究 随 
机 变量 的 基本 工具 , 公理 化 的 概率 论 是 本 章 的 主要 对 象 , 但 本 章 第 一 节 仍然 对 经 典 概 率 的 
一 些 方法 做 一 个 综述 , 因为 它们 在 一 些 工程 问题 , 包括 自动 控制 的 分 析 与 设计 中 依然 是 重 
要 的 . 
随机 变量 是 概率 论 与 随机 过 程 的 研究 对 象 , 本 章 从 测度 论 的 观点 出 发 定义 随机 变量 ， 
研究 它 的 一 些 基 本 性 质 , 包括 其 分 布 、 期 望 和 条 件 期 望 、 收 敛 性 、 极 限定 理 等 . 本 章 介 绍 
近代 概率 论 的 基础 , 它 也 为 下 一 章 研究 随机 过 程 做 准备 . 


4.1 经 典 概率 


本 节 对 经 典 概率 作 一 综述 性 复习 , 不 追求 概念 的 严格 定义 . 概率 论 研究 的 对 象 全 体 称 
为 事件 域 . 事件 域 的 任 一 子 集 称 为 事件 . 下 面 给 几 个 常见 例子 . 


例 4.1.1 (1) 投 肯 子 : 这 时 可 能 出 现 六 种 不 同 的 点 数 . 于 是 , 事件 域 为 
S = {1,2,3, 4, 5, 6}. 


举 几 个 可 能 的 事件 : 
G@ 投 得 点 数 为 1, 该 事件 可 记 作 4 = {1}; 
@ 投 得 点 数 不 大 于 2, 该 事件 可 记 作 B = {1,2)}; 
@ 投 得 点 数 为 偶数 , 该 事件 可 记 作 C = {2, 4, 6}; 
@ 投 得 点 数 小 于 1, 该 事件 是 不 可 能 的 , 记 作 D = &@. 
(2) 抓 牌 : 从 一 副 牌 (52 张 ) 中 抓 1 张 牌 . 


S= {sishy;, dk, ce | gk 1 2 3 


这 里 , s: 黑 桃 , h: 红心 , d: 方块, c: 梅花 . 举 几 个 可 能 的 事件 : 
@ 抓 到 黑 桃 , 4 = {si | i = 1,2,:… ,13}; 
@ 抓 到 红牌 , B = {hj,dk | jk= 1,2,.… ,13}; 
图 抓 到 点 (4, K,@, J 了]), C = {si, hj, dx, ce |i,j,k,L = 1,11,12,13}. 口 
拉 普 拉 斯 最 先 给 出 概率 的 古典 定义 : 事件 4 的 概率 等 于 一 次 试验 中 有 利于 事件 4 的 


可 能 结果 数 与 该 事件 中 所 有 可 能 结果 数 之 比 . 实际 上 , 这 个 定义 隐 含 了 每 种 结果 是 等 概率 
的 . 而 且 , 严格 地 说 , 所 有 可 能 结果 是 有 限 的 . 根据 这 个 定义 , 考查 例 4.1.1, 可 知 


et st ep 
例 4.1.2 在 例 4.1.1 中 , 计算 各 事件 概率 . 
(1) 投 骨 子 
@ 4: 投 得 点 数 为 1. P(A4) = 1/6; 
@ B: 投 得 点 数 不 大 于 2. P(B) = 2/6 = 1/3; 
@ C: 投 得 点 数 为 偶数 . P(C) = 3/6 = 1/2; 
@ D: 投 得 点 数 小 于 1. P(D) = 0. 
(2) 抓 牌 
@ 4: 抓 到 黑 桃 . P(4) = 13/52 = 1/4; 
@ B: 抓 到 红牌 . P(B) = 26/52 = 1/2; 


@ C: 抓 到 点 (4, K, @,J). P(C) = (4 x 4)/52 = 4/13. 口 
定义 4.1.1 (1) 两 事件 A, B 称 为 互 斥 的 , 如 果 
P(AUB)= P(4) + P(B). (4.1.1) 


(2) 两 事件 A, B 称 为 独立 的 , 如 果 

P(ANB)= P(A)P(B). (4.1.2) 
(3) 设 事件 组 Ai, i = 1,:… ,nn 为 两 两 独立 的 事件 . 这 组 事件 称 为 完备 组 , 如 果 

P(ULTAY) = 1 (4.1.3) 
定义 4.1.2 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 BB 发生 的 概率 , 称 为 如 在 A 下 的 条 件 概 
率 , 记 作 P(B|A4). 

初等 概率 里 有 一 些 常用 公式 , 述 如 下 . 
定理 4.1.1 (1) 加 法 定理 


P(A1U A2U-...UAn)= > > (1)* P(A WAT :TI AD) AIA) 


k=1 1&<il<i2<-…<ic <n 


(2) 条 件 概率 
P(B|A) = oe (4.1.5) 
(3) 全 概率 公式 : 设 A;, i 二 1,.… ,n 为 一 完备 组 , 则 
P(B) = SP(Ai)P(BIAi). (4.1.6) 
二 1 
(4) 假设 事件 定理 
P(4i|B) = BA， (4.1.7) 


P(B) 


(5) 贝 叶 斯 (Bayes) 公式 : 设 Ai, i 二 1,… ,n 为 一 完备 组 , 则 
P(Ai)P(B|A;) 


P(AiB) = 二 
P(A4) PBIA,) 


(4.1.8) 


为 计算 所 有 可 能 情况 与 有 利 情况 , 排列 组 合 起 着 重要 作用 . 这 种 方法 在 许多 实际 问 
题 , 如 一 些 工程 问题 的 控制 设计 中 , 仍然 十 分 有 效 . 下 面 给 出 一 些 典型 例子 . 


例 4.1.3 某 一 批 产品 , 其 中 合格 n 件 , 不 合格 m 件 . 
(1) 查 得 前 s 件 均 合格 , 问 下 一 件 仍 合格 的 概率 . 
样本 集 现 变 为 n 一 s 件 合格 , m 件 不 合格 . 设 4 为 下 一 件 合格 , 则 


= 


nT 


(2) 查 s 件 ,k 件 合格 的 概率 . 
全 部 可 能 情况 : C5,,,,, 有 利 情况 (4): CCs;*. 故 


[Be Og nlmls!l(n+m 一 5)! 


CA 


(3) 查 s 件 , 前 & 件 均 合格 , 求 在 此 情况 下 s 件 全 合格 的 概率 . 
A: 前 件 合格 , B: s 件 均 合格 . 则 


P(B|A) P(ANB 


和 


口 
例 4.1.4 某 一 批 产 品 , 分 别 由 三 个 工厂 生产 , 产量 分 别 为 mi, 合格 律 分 别 为 mi， 
| 
(1) 任 选 1 产品 , 问 查 到 不 合格 产品 的 概率 . 
设 4; 为 第 i 个 工厂 的 产品 , B 为 合格 产品 , 由 全 概率 公式 


P(B) = P(BIA1)P(A1) + P(B|IA2)P(A2) + P(BIAs)P(As) 


,i 1 
mi+m2+ms mi+m2+ms mi+m2+ms 


因此 , 不 可 格 品 概率 为 


TI1M1 十 TomMm2 十 737703 
mi 十 M2 十 m3 


(2) 任 选 2 产品 , 问 查 到 不 合格 产品 的 概率 . 


P(B°)=1- P(B)=1 
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4i; 意义 同上 , B 为 两 个 全 好 . 用 4; x A; 表示 选 到 的 两 产品 一 个 出 自 4;, 一 个 出 自 
A 现在 41 x 41， 41 x 42， 41 x As, 42 x 42>， 42 x 43， 43 x As 形成 一 个 完备 组 . 在 完 
备 组 中 每 个 事件 下 B 的 条 件 概率 容易 算得 , 即 


P(BI|A; Xx A;) = TiTj) ,0 一 孜 过 : 3: 


P(B) 一 P(BIA1 x Ai)P(A1 x 41) 十 P(BIA1 x A2)P(Ai x 42) 
十 已 (了 |4; x A3)P(Ai x As) 十 P(B|A, x 42)P(42> x 42) 
+P(B|A» x As)P(A;» x As) 二 P(B|As x As)P(As x 43) 
-7 (加) mn) 
+r2 (器 ) 十 ra73 (Za ) 十 73 (器 ) 
这 里 mm = mi 十 mz 十 ms. 口 
几何 概率 是 按 事件 点 分 布 区 域 (5) 上 事件 名 有 利 区 域 (Sp) 所 占 份额 来 确定 事件 媚 
的 概率 . 即 


P(E) = 站 (4.1.9) 


区 域 可 能 是 长 度 、 面 积 或 容积 , 这 里 假定 区 域内 概率 是 均匀 分 布 的 . 


例 4.1.5 两 人 约 好 在 2 点 至 3 点 在 某 处 见面 , 到 达 后 等 20 分 钟 即 可 离开 . 问 两 人 
见面 的 概率 ? 
设 甲 到 达 时 刻 为 x, 乙 到 达 时 刻 为 y, 则 有 利 情况 为 
Iz—yl< 了. 


容易 算出 ( 见 图 4.1.1) 
P(E) = 学 = 一 . 


WI 


1 
3 


图 4.1.1 有 利 区 域 Sg 


几何 方法 有 时 会 引起 歧义 , 见 下 例 . 


例 4.1.6 ( 伯 特 朗 悖 论 (Bertrand Paradox)) ”在 圆 内 任 作 一 弦 , 问 其 长 超过 该 圆 内 接 
等 边 三 角形 边 长 的 概率 是 多 少 ? 

(1) 设 半径 为 1. 由 对 称 性 , 可 假定 弦 与 y 轴 平 行 (图 4.1.2 (a)). 那么 有 利 情形 为 
3<z<. 则 


1.5.— 0.5 
P(E)=—— 


1 
2 

(2) 由 对 称 性 , 固定 弦 的 一 个 端点 , 考虑 它 与 过 该 点 的 直径 间 的 交角 9 (图 4.1.2 (b)). 
那么 , 有 利 情形 为 |9| < 30°. 则 


SO 
(3) 讨论 弦 中 点 位 置 (图 4.1.2 (c)). 那么 , 有 利 情 形 SE 为 半径 为 0.5 的 小 圆 内 . 则 
国人 (由 靖国 
(二 Tl2 4 
这 个 歧义 实际 上 是 由 “ 任 作 一 弦 ” 引 起 的 , 它 未 明确 均匀 分 布 的 参数 . 实际 上 , 三 种 
考查 角度 导 至 三 种 概率 分 布 . 口 


y 
(a) (b) (©) 


图 4.1.2” 伯 特 朗 悖 论 


图 形 方法 对 某 些 问题 是 十 分 方便 的 , 例如 下 例 . 


例 4.1.7 2n 个 人 排队 买 票 , 其 中 一 半 人 持 0.5 元 币 , 另 一 半 人 持 1 元 币 . 每 人 买 一 
张 票 , 票 价 0.5 元 , 售票 处 无 零钱 , 问 使 售票 不 发 生 困 难 (困难 指 售 票 处 无 法 找 零 ) 的 概率 ? 

我 们 在 平面 上 z 轴 方 向 前 行 一 步 代 表 一 个 持 0.5 元 币 者 , y 轴 方 向 前 行 一 步 代 表 一 个 
持 1 元 币 者 , 那么 , 从 O 到 马 的 每 一 条 无 返回 折线 对 应 一 种 排队 方式 ( 见 图 4.1.3). 例如 ， 
图 中 粗 虚线 表示 : zyyzyyyzzzzy. 因此 , 共有 C3, 排队 方式 . 发 生 困 难 的 队列 , 其 对 应 的 
折线 必 与 直线 y = z 十 1 相交 . 因此 , 只 要 知道 有 多 少 条 折线 与 y = z 十 1 相交 即 可 . 设 
某 折线 与 该 直线 相交 , 则 将 其 与 直线 的 第 一 个 交点 之 后 的 折线 沿 该 直线 对 称 翻 转 , 则 它 变 
为 从 O 到 EB' 的 一 条 折线 . 例如 图 中 粗 虚 线 变 为 粗 实 线 zyyyzzzyyyyz. 因为 这 种 对 应 是 
一 对 一 的 , 则 有 困难 的 排队 数 ( 即 从 O 到 EB' 的 折线 数 ) 为 C2-!. 于 是 , 不 发 生 困 难 的 概 
率 为 

CH OP 
CCD, 
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O 多 也 


图 4.1.3 ”排队 方式 示意 图 


4.2 ”随机 变量 及 其 分 布 


记 9 为 样本 空间 , 它 的 元 素 we Q 是 实验 的 所 有 可 能 情况 . BC Q 称 为 一 个 事件 ， 
所 有 的 事件 集合 记 作 22. 讨论 概率 时 通常 只 关心 一 部 分 事件 ,下 C 29. 


定义 4.2.1 三 C29 称 为 一 个 go 代数 , 如果 

(1)Q ez; 

(2) 如 果 马 EE 丰 , 那么 Ec € 大 ; 

(3) 如 果 EE; € 天 ,i 二 1,2,…, 那么 UP21B; EE 大. 

定义 4.2.2 设 QQ 为 一 样本 空间 , 矿 C 29 为 一 og 代数 ， 如 果 存 在 一 个 集 函 数 
王 : 大 一下, 满足 

(1)0 < P(E) < 1,vE e 大 ; 

(2) P(0)= 1; 

(8) 如 采 BE i=2, 并 LB NEA= 86 关注 泌 入 


P(E)= P(E,), 
os 


则 尸 称 为 (Q, 大 ) 上 的 一 个 概率 测度 . 


定义 4.2.3 设 Q 为 一 样本 空间 , 大 C 29 为 一 ca 代数. 如 果 存 在 (9Q, 大 ) 上 的 一 个 概 
率 测 度 已; 则 (Q, 大, PP) 称 为 一 个 概率 空间 . 
例 4.2.1 掷 一 枚 般 子 , 观 查 出 现 的 点 数 , 则 Q = {1,2,3, 4,5,6}. 
() 设 
Fr 【6 


2 三 {9; 交 和 {3, 4}, {5,6}}; 
3 Ld {0;2, {11,2 {3, 4, 5,6}}; 
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由 于 {1,2;3,4} 几 {3,4,5,6} 三 (3 局 及 区 万 不 是 o 代数 ; 由 于 位 2U{3; 分 三 
{1,2, 3,4} 4 2, 2 不 是 o 代数 ; 容易 检验 3 是 o 代数 . 

(2) 在 瑟 上 定义 记 如 下 : (9)=1,PR(®g)=0,Pi({1,2) =$,P({3,4,5,6}) = 3, 
则 (Q, ,只 ) 为 一 概率 空间 . 

(3) 在 态 上 定义 户 如 下 : 已 (0)=1, PPB(2)=0,P({1,2}) = $, 忆 ({3,4,5,6}) 三 乞 
则 (Q@, .fa, 忆 ) 也 是 一 个 概率 空间 . 口 

概率 的 一 个 基本 性 质 是 它 的 连续 性 . 

定理 4.2.1 设 4i e 大,1=12,.…… 为 一 单调 序列 , limi ;oo 4 = 4. 则 


lim P(4i) = P(lim 4i) = P(A4). (4.2.1) 


证 明 设 {4;} 为 单调 增 列 . 则 


这 里 B; = hi nn 4s_1 ( 令 ho = @). 显然 {Bi} 为 两 两 互 不 相 容 事件 , 于 是 有 


P(A)= P(lim 4;)= P(U4) = PUB) 
j=1 j=1 


= [P(A;) -P(A4;-1)] = lim ny Pi) — P(A 1)] 


J=1 2 
二 lim P(A;) 
当 {4;} 为 单调 减 列 时 的 证 明 留 给 读者 . 口 
定义 4.2.4 给 定 一 个 概率 空间 (Q, 天, P). 和 :0 一 民 称 为 一 个 随机 变量 , 如 果 对 任 


一 实数 "EeE 民 都 有 
{w|lX(w) <r}er. 

注 记 B 为 民 上 的 Borel 集 , 那么 (RR,B) 是 个 可 测 空间 ( 见 第 2 章 ), 于 是 随机 变量 
六 就 是 (Q, 下 ) 到 ( 民 ,B) 的 一 个 可 测 函 数 , 也 称 义 是 下 可 测 的 . 

定义 4.2.5 ”给 定 一 个 概率 空间 (QQ, 大 , PP). 

(1) 了 基 为 其 上 一 随机 变量 , 称 o(XX) 为 由 下 生成 的 a 代数 ， 如 果 其 是 包含 
{X-1(B)|B e B} 的 最 小 代数. 

(2) {Xili ee 1} 为 一 族 随 机 变量 , 称 o{XiliE 了 } 为 由 {XiliE TI} 生成 的 go 代数 , 如 果 
其 是 包含 {XX;!(B)|IB € B,i Ee T} 的 最 小 go 代数 . 


f : 民 一 民 称 为 Borel 函数 , 如 果 任 意 Borel 集 的 原 像 是 Borel 集 , 我 们 有 下 面 的 
定理 . 1 
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定理 4.2.2 [55 (1) f 为 Borel 函数 ， 天 为 随机 变量 , 则 j(X) 是 o( 义 ) 可 测 的 ; 

(2) (Doob-Dynkin) XX 为 一 随机 变量 , 则 对 任意 o( 义 ) 可 测 的 随机 变量 Y, 存在 Borel 
函数 f 使 得 Y = f(X). 

定义 4.2.6 给 定 一 个 概率 空间 (Q, 下 , PP). 设 六 为 一 随机 变量 , 那么 


Fe(s) := POE( SD oe (4.2.2) 


称 为 卫 的 分 布 函数 : 
式 (4.2.2) 常 简写 为 F(z) = P(X < z). 分 布 函数 有 如 下 基本 性 质 . 


命题 4.2.1 设 玉 (7) 为 一 分 布 函数 , 则 
(1) 单调 性 
Fla) < F(b), a<b; 


(2) 右 连 续 性 
lim P(z) = Pl(z0); 
(3) 
加 (二 oj PpP(00) sl 


一 个 随机 变量 , 如 果 它 只 能 取 至 多 可 数 个 值 yj ,yo,…, 则 称 其 为 离散 型 随机 变量 . 高 
散 型 随机 变量 的 分 布 函数 为 


P(r) = P(X Sg) (4.2.3) 


人 入 了 
如 果 存 在 一 个 (RR, 8) 上 的 可 积 函 数 f(z) > 0, 使 得 随机 变量 X 的 分 布 函数 
nl 上 > a, (4.2.4) 


则 和 称 为 一 连续 型 随机 变量 ， f(x) 称 为 其 分 布 密度 . 
命题 4.2.2 设 久 为 一 连续 型 随机 变量 , 则 
(1) 
P(X eB)= Fd Ve BR 
EB 
(2) 
d 
azF (?) = f(z). 


下 面 介绍 一 些 常用 的 概率 分 布 的 例子 ， 先 考虑 离散 分 布 . 


例 4.2.2 伯 努 利 (Bernoulli) 试验 指 只 有 两 个 可 能 结果 的 重复 实验 . 例如 掷 硬币 , 不 
是 正面 , 就 是 反面 . 对 于 一 次 伯 努 利 实验 , 通常 用 和 = 0 及 = 1 分 别 表示 这 两 种 情况 . 
六 = 1 通常 表示 “成功 ”; X = 0 通常 表示 “ 失败 ”. 

(1) 三 项 分 布 : 设 某 伯 努 利 试验 成 功 概率 为 p, 问 n 次 试验 得 到 次 成 功 的 概率 ? 设 
了 X 为 成 功 次 数 , 则 显然 


P(X =k) Op (Lp E00 n. (4.2.5) 
(2) 几何 分 布 : 设 某 伯 努 利 试验 成 功 概率 为 p, 问 在 第 k 次 首 获 成 功 的 概率 ? 设 成 为 
首 获 成 功 的 试验 次 数 , 则 
P(X=k)=p(1—p)*!, k=0,1,.. (4.2.6) 
口 
例 4.2.3 泊 松 (Poisson) 分 布 . 设 随机 变量 X 可 取 非 负 整数 , 概率 为 


k 
BR re’, A (4.2.7) 


这 里 入 > 0, 则 称 X 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 . 

泊 松 分 布 是 二 项 式 分 布 的 极端 情况 . 考虑 某 电话 局 在 At 时 间 内 接 到 一 次 电话 的 概 
率 与 时 间 长 成 正比 , 即 p = aAt, (a > 0). 因 At 很 小 , 假定 接 到 多 于 一 次 电话 的 概率 为 
0. 问 它 在 时 间 t 内 接 到 x 次 电话 的 概率 是 多 少 ? 设 上 = nAt, 则 可 看 作 n 次 独立 试验 . 记 
at := 入, 则 p = 2. 利用 式 (4.2.5) 可 得 


P(X=7) = Ci(A) (= 人 
Sn ey) 又 [4 本 2 (1 ee 
一 十 Xze- >， 当 n 一 oo 时 . 
口 
再 看 连续 分 布 . 最 重要 的 连续 分 布 是 正 态 分 布 , 这 是 因为 中 心 极限 定理 的 缘故 ( 见 
4.6 节 ). 


例 4.2.4 标准 正 态 分 布 . 一 个 连续 分 布 的 随机 变量 X 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 作 
和 ~ N(0, 1), 如 果 它 的 分 布 密度 满足 ( 见 图 4.2.1) 
i 2 


(二 | ER. (4.2.8) 


到 
利用 式 (4.2.8), 可 知 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 为 


也 家 .2 
F(z) 一 | e Tdr. 
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图 4.2.1 标准 正 态 分 布 


设 ZX,… ,Xn 为 一 组 随机 变量 , 它们 的 联合 分 布 函数 定义 为 


F(z1,.…: 0 Ty P(X1 < 1 to < Bs TiE 了 及. (4.2.9) 


联合 分 布 函数 有 如 下 人 性质. 
命题 4.2.3 ”联合 分 布 函数 下 (zl1)…… ,Zn) 满足 
(1) i < Yi,1= en ;nN, 则 
1 ,Tn) < Fy J 


(2) F(Z1,:… ,Zn) 对 每 个 zi 右 连 续 . 


F(+o00,.… ,十 co) = 1; 
F(zT1,.…- Til, 一 09 Zi 计 1) ry) = 0， Vi. 
(4) 设 wi 车 = 1, ;1. 则 
n 
P(e Wn) 一 》 Rt Pst + ("F(z ; Cn) 2°0. 
3 i<i 
这 :里 
2 F(z1, 52 a 


其 中 


Vi 其 他 . 


定义 让 2.7 设 站 ,0 有 联合 分 而 全 Ci 人) 人 
0 2 
(1) 了 Xn 关于 2 ss 的 边缘 分 布 ， 定义 为 


和 ZE {i1, $2,* 和 > 
Zi 二 


] (Zh ;TR) = im a a , Tn). 
3 3 


(2) Xi1,… ,Xn 称 为 互相 独立 的 , 如 果 
F(z1,..* ,Tn) = [| Fx,(zi). 
i=1 


更 一 般 的 , 一 族 o- 代 数 {9ili e T} 的 独立 性 定义 如 下 : 
定义 4.2.8 (1) 有限 个 事件 A1, A2,:… , An € 下 是 独立 的 , 当 且 仅 当 


BA ds Ce 0 PU SpA). 


(2) 有 限 个 og 代数 G1,G2,… ,Gn 是 独立 的 ， 当 且 仅 当 任意 n 个 事件 A; € Gi,1 = 
1,… ,n 是 独立 的 . 
(3) 一 族 o 代数 {Gili e I} 是 独立 的 , 当 且 仅 当 其 中 任意 有 限 个 是 独立 的 . 


可 以 证 明 , 随机 变量 的 独立 性 等 价 于 它们 各 自 所 生成 的 o 代数 的 独立 性 (见习 题 4.9). 
下 面 再 介绍 几 个 分 布 函 数 , 它们 在 数理 统计 中 有 广泛 应 用 . 


例 4.2.5 x? 分 布 : 设 XI ,Xn 为 相互 独立 的 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , Q = 
六 X2, 则 @Q 的 分 布 称 为 具有 自由 度 n 的 x? 分 布 , 记 作 Q ~ x?(n), 其 分 布 密度 为 
==1 


ny 
fon) Sd sr() (4.2.10) 
0, EF 如 


其 中 Gama 函数 
2s / ed 
0 


图 4.2.2 为 x? 分 布 的 示意 图 . 


口 
例 4.2.6 t 分 布 (也 称 学 生 t 分 布 ): 设 铸 ~ 和 N(0,1), Q@ ~ x(n), 匀 与 Q@ 为 相互 独 
立 的 随机 变量 , 又 
A 
V§ 
则 工 的 分 布 为 自由 度 为 n 的 t 分布 , 记 作 了 全 一 tn). 其 分 布 密度 为 
.En Ea 
(PR) = tn) IT (可 @ 十 全 ) ; EER. (4.2.11) 


图 4.2.3 为 t(3) 分 布 示意 图 , t(n) 与 标准 正 态 分 布 很 接近 . 


4.2.3 t(3) 分 布 


例 4.2.7 下 分 布设 Q~x(m), R~ x(n), Q@ 与 RR 为 相互 独立 的 随机 变量 , 又 


_ Q/m 
人 


则 F 的 分 布 称 为 自由 度 为 (m,n) 的 下 分 布 , 记 作 玉 ~ 下 (m,n), 其 分 布 密度 为 


zg-! m 从 mz i 
f(z; m,n) = bie + 人 (4.2.12) 
人 友人 
其 中 Beta 函数 
ee _ Tp)T(g) 


图 4.2.4 为 (m,n) 分 布 示 意图 . 加 
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1 2 3 
4.2.4 下 (m,n) 分 布 


4.3 ”随机 变量 的 数字 特征 


定义 4.3.1 随机 变量 X 的 数学 期 望 定义 为 
BE(X) = Pa) (4.3.1) 
Q 


数学 期 望 也 称 均 值 . 如 果 EE(|X|) < oo, 则 称 X 可 积 . 
设 X 为 连续 分 布 , 分 布 密度 为 f(z), 则 


E(X) = 小 4 zf(z)dz. (4.3.2) 
设 Y=h(X), 这 里 久 为 一 Borel 函数 , 则 
EIh(X)] = yd; (4.3.3) 
设 X 为 离散 分 布 , 则 
(NS FR). (4.3.4) 


定义 4.3.2 给 定 随机 变量 义 . 

(1) E(X*) 称 为 义 的 k 阶 答 (k 之 0); 

(2) 忆 (| 玉 |*) 称 为 承 的 上 阶 绝对 矩 (k 之 0); 
(3) BE(X 一 EX)* 称 为 XX 的 k 阶 中 心 矩 ; 
(4) XX 的 二 阶 中 心 矩 称 为 不 的 方差 , 记 作 


Var(X)= B(X — BX) 
VVar(X) 称 为 义 的 标准 差 . 
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oo 


定义 4.3.3” 给 定 随 机 向 量 久 = (XI ,Xn). 
(1) XX 的 数学 期 望 BX = (EXi, EX2,:… , EX.). 
(2) BE(Xi 一 EXi)(X; 一 Xj) 称 为 XX; 与 XX; 的 协 方差 , 记 作 


Cov(Xi, X;) = E(Xi — EXi)(X; — EX;) = E(XiX;) — E(xi)E(X;). 
(3) B= (bi,;) € Mnxn 称 为 了 X 的 协 方差 矩阵 ， 这 里 bii 一 Cov(Xi, X;). 


例 4.3.1 (1) 考虑 标准 正 态 分 布 了 ~ N(0,1), 则 


BX = J se 0 


Var(X) = EX? — (EX)? = ze dr 
= -高 挛 rd (e 


- 志 [ Enereaa 


(2) 设 半 上 一 和, 则 和 =cX+ 岂 BY =h, 


Var(Y) = EY? — (EY)} = 02B(X?)+20NBEX + —p2 


= 02. 


Y 称 作 均 值 为 y、 方 差 为 o? 的 正 态 分 布 , 记 作 YY ~ N(j,o?). Y 的 分 布 密度 为 
6 二 . 


1 
f(y) > i 


例 4.3.2 二 维 随机 变量 X,Y 称 具有 二 元 正 态 分 布 , 如 果 其 联合 分 布 密度 为 
f(z,y) = mop{- Be | - 2 二 by 


ZE 下， 


共 中 信康 a ,00 全: 记 三 元 正太 罗布 为 [ER 
N2(11, Ha aaa2p). 
( 承 ,Y) 关于 X 的 边缘 分 布 的 分 布 密度 为 


Jx(z) = 人 f(x,y)dy = 


2701 


故 边缘 分 布 为 和 ~ N(j1,03). 
同 理 可 得 (X,Y) 关于 的 边缘 分 布 为 Y ~ N(1ua,a3). 口 
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命题 4.3.1 (Markov 不 等 式 ) 设 筷 的 7 阶 绝对 矩 存在 , 则 对 任 一 e > 0, 有 如 下 不 


二 


P(|X| 2 6) < (4.3.5) 
证 明 设 X 的 分 布 函数 为 已 (z), 则 
P(X|3e)= ; 同志 党 出 dF(z) 
< k ds es 
加 
在 Markov 不 等 式 (4.3.5) 中 以 和 一 五 X 代替 和 并 取 7 = 2, 可 得 
POR BD Se (4.3.6) 


不 等 式 (4.3.6) 称 为 Chebyshev 不 等 式 . 


4.4 ”随机 变量 的 条 件 期 望 


定义 4.4.1 设 X,Y 为 两 个 随机 变量 . 
(1) F(zly) := P(X < zlY =y) 称 为 在 Y =y 条 件 下 XX 的 条 件 分 布 函数 . 
P(X = zx,Y 
= 
P(X = es pe y 
称 为 在 Y= 二 yy 的 条 件 下 XX 的 条 件 分 布 密度 . 
(3) 设 (X,Y) 的 分 布 密度 为 f(z,y), 则 在 六 二 y 条 件 下 XX 的 条 件 分 布 密度 为 


y) 
fy(y) 


(4) 在 了 = 9 的 条 件 下 ,XX 的 条 件 期 望 定义 为 


P(X =) = Es rdF'(z|y). (4.4.1) 


f(zly) = 


如 果 X,Y 是 离散 随机 变量 , 则 式 (4.4.1) 可 表示 为 
E(X|Y = ») = =Zz|Y = y). (4.4.2) 
如 果 X,Y 是 连续 随机 变量 , 则 式 (4.4.1) 可 表示 为 


(= Zjf(zly)dz. (4.4.3) 


记 随 机 变量 (XIY) 为 Y 的 一 个 函数 , 即 
E(XIY)(y) = E(XIY =%). 


命题 4.4.1 设 义 ,Y 为 两 个 随机 变量 , 那么 


EX = EI[B(XIY)] = I ji (4.4.4) 
并 且 
(1) 如 果 X,Y 是 离散 的 , 则 
BX (OY el = (4.4.5) 


y 
(2) 如 果 久 ,Y 是 连续 的 , 则 
EX = f B(x (ya (4.4.6) 
式 (4.4.4) 称 为 全 数学 期 望 公式 , 它 是 全 概率 公式 的 一 般 化 . 下 面 给 一 个 简单 的 应 用 


例子 . 


例 4.4.1 银行 某 日 的 交易 数 NN 为 一 随机 变量 . 设 每 笔 交易 X; ,i = 1……，N 为 独 
立 同 分 布 的 随机 变量 列 , 且 与 N 无 关 . 问 该 日 的 交易 总 额 ? 


“区 吉庆 加 国生 


I 
Bek 
es] 
RAR 
< 
ke 


ll 
记 


Il 
[3 
yj 
ee 
oh 
Le 
ss 
也 
I 
SS 


3 
ll 
- 


I 
Bg 
pt 
be 
了 
有 
Il 
RS 


3 
| 
(a 


I 
Ea) 
总 
邓 


固 


更 一 般 的 条 件 期 望 是 对 大 的 子 代数 9 定义 的 . 在 给 出 定义 前 , 我 们 需要 下 列 定理 . 


定理 4.4.1 (Radon-Nikodym 定理 555) 令 (Q,., 忆 ) 为 一 概率 空间 , 9 C 太 为 一 子 
0 代数 . 那么 , 对 任 一 随机 变量 承 , 存在 一 个 9 可 测 函 数 了 , 使 得 


/ 区 4 二 ydP v4eEC. (4.4.7) 
A A 
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并 且 , Y 以 概率 1 唯一 . 即 如 果 芒 与 到 都 满足 式 (4.4.7), 那么 六 = 瑟 as. 也 就 是 说 
Ms 
定义 4.4.2 邻 (Q, 太 ,局 ) 为 一 概率 空间 ,9 C 大 为 一 子 a 代数， 那么 随机 变量 了 对 


9 的 条 件数 学 期 望 , 记 作 
E(XIg9) 


为 一 G 可 测 函 数 ,满足 式 (4.4.7). 


条 件数 学 期 望 的 存在 性 、 唯 一 性 (a.s.) 来 自 Radon-Nikodym 定理 . 对 于 男 一 随机 变 
量 Y, 可 对 其 生成 的 vc(Y) 求 条 件 期 望 (XIo(Y)). 因为 BE(X|lo(Y)) 是 ol(Y) 可 测 的 , 由 
定理 4.2.2, 其 为 Y 的 Borel 函数 . 可 以 证 明 , (Xlo(Y)) = E(X|Y), 也 就 是 说 定义 4.4.2 
包含 了 定义 4.4.1. 

条 件数 学 期 望 有 如 下 基本 性 质 , 这 些 性 质 都 是 定义 的 直接 推论 . 


命题 4.4.2 令 (0, 丰 , 忆 ) 为 一 概率 空间 , X,Y 为 随机 变量 , 和 LC 9 C 大 为 谋 套 的 o 
代数 , a,bE 及 . 那么 
(1) (线性 性 ) 
E(aX +bY|9) =aE(X|9) + bE(Y|9O); 


(2) 
E(E(X|9)) = EX:; 


(3) 如 果 及 是 9 可 测 的 , 那么 
E(XY|9) = XE(Y|O); 
(4) 如 果 夺 与 9 独立 , 那么 
E(X|9) = E(X); 


(5) 
E[E(XI9)|H] = E(XIN); 
(6) 如 果 久 之 0 (X < 0), 那么 
E(X|9) > 0(E(X|9) < 0). 
下 面 给 一 个 例子 . 
例 4.4.2 定义 概率 空间 (0 ,大 , 己 ) 如 下 : Q = [0,1], 大 = 8[0,1|] 为 [0,1] 上 的 Borel 
集 , 已 为 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 . 考虑 [0, 1] 上 的 可 测 函 数 
3，we [0,), 


w，weE [二 局， 


X(w) Vi 二 | 
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计算 五 (和 | 了 ).: 
先 看 o(Y). 记 敢 为 玉 上 的 Borel 集 , 那么 
or SI CCE NA 
于 是 , 如 果 3 4 C, 则 
Y (0)=CN[3,1 eB[3,1); 


如 果 3 ee C, 则 
Y-1(0) =°ON [#, WU;#] 
< B([#,1] [0,3]). 


因此 
o(Y) = B[#$,1]U {8B[#$;1] U1[0,#]}. 


下 面 我 们 求 B(X|Y), 满足 
i E(X|Y)dw = WD (4.4.8) 
A A 
设 we [0,3), 则 Y(w) = 3， 
E(XIn) = E(X|3) := oa, 
这 里 , a e 民 为 常 值 . 令 A = [0, 3), 由 式 (4.4.8) 得 


二 1 


硅 
有 ado= 人 edw = 一 ezi 一 1 
0 0 
a=3( 时 -1 


设 we [3,1]. 令 马 (XIY) = 六, 则 对 任 一 4e 6[3,1], (4.4.8) 均 成 立 . 因此 有 


因此 得 


二 1 
BE(X|Y) = S G 1) EO 
6 w € [3,1]. 
一 个 实 函数 p : RR 一 及 称 为 凸 的 (严格 地 说 , 下 凸 ), 如 果 
PMT+(1— Ny) < XP(Z) + (1 — Np(Y). 
下 面 这 个 定理 十 分 有 用 . 
定理 4.4.2 [55 给 定 概率 空间 (Q, 大 , 忆 ) 及 一 凸 函数 p. 设 头 与 gp( 义 ) 均 为 可 积 随 
机 变量 , 那么 
P(E(XI9)) < E(p(X)|IG), a.s. (4.4.9) 


这 里 9 C 太 为 任 一 Ga 代数 . 


160 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 


4.5 ”随机 变量 的 收敛 性 


随机 变量 序列 的 各 种 收敛 性 及 不 同 收敛 性 间 的 强 弱 关 系 , 在 公理 化 的 概率 理论 及 随 
机 过 程 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 本 节 研 究 最 重要 的 几 种 收敛 性 . 


定义 4.5.1 设 X, n= 二 1,2,:.: 和 六 为 同一 概率 空间 的 随机 变量 . 
(1) (几乎 处 处 收 合 ) 如 果 


P( lim X, =X)=1, 
no0 
则 称 X。 几乎 处 处 收敛 于 基 , 记 作 
,lim Xn 三 X(&.e.) 或 Xn se 人 
(2) (r 阶 和 给 收 仇 (r > 0)) 如 果 
lim E|X, ~—X|" =0, 
你 一 OO 
则 称 Xn 依 7 阶 矩 收敛 于 及, 记 作 
lim Xn 二 X(L") 或 Xn 二 >X. 
(3) ( 依 概 率 收 化) 如 果 对 任 给 6> 0 有 
lim P(|Xn — X|> 6) =0, 
则 称 Xn 依 概 率 收 敛 于 六 , 记 作 
,lim Xn 二 X(P) 或 Xn 全 天 


在 以 下 定义 中 , 区 与 {Xn} 不 必 属 于 同一 概率 空间 . 


定义 4.5.2 设 随机 变量 Xi, n = 1,2,:… 入 的 分 布 函 数 分 别 为 FE,, n == 1,2,… 
和 五 , FF 的 连续 点 的 集合 记 作 C( 下 )， 如 果 


lim 了 rzZ) 王 FEz)，7ZEC)， 
则 称 Xn 依 分 布 收 化 于 义 , 记 作 
,lim Xn 二 X(d) 或 Xn 驴 X. 


下 面 讨 论 这 四 种 收敛 性 之 间 的 关系 . 
定理 (M6.1， 如 果 名 =- 出 扩 二 访 ， 


第 4 章 概率 论 161 


证 明 设 对 某 个 点 we Q, 有 
lim Xn(w) = X(w). (4.5.1) 
因此 , 对 任 一 e > 0, 均 有 
lim |Xn(w) —X(w)|=0<e. 
由 定义 , 几乎 处 处 收敛 意味 着 满足 式 (4.5.1) 的 集合 的 测度 为 1. 于 是 


lim P(|Xn, — X|<é)=1. 
人 一 CO 


它 的 逆 命 题 不 成 立 , 见 下 例 . 
例 4.5.1 设 Q= [0,1], 丰 = 8[0,1], PP 为 Lebesgue 测度 . 定义 一 族 随机 变量 如 下 


1, w eT 
Yij(7) = 、 | 
0， 否则 ; “j= 1,2;.… ;7 了 = 1,2,.… 交 


见 图 4.5.1. 
SS XL = Mi, X= Yl, Xe NI = 0 于 从 


WD: 
但 是 
{| lim Xn(w) 三 0} 本 
定理 4.5.2 如果 成, 开 》 大, 则 瑟瑟 碟 . 
证 明 如果 


lim P(|X, — X|>ée)=6>0, 
no0 


lim E|X, — X|" > 6e". 
no0 


它 的 逆 命 题 不 成 立 , 见 下 例 . 
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21 
有 
; 
T Ww 
Xl1 = Yl 
Y21 Y22 
1 二 天 一 
1 1 1 
1 1 
1 1 1 
i ] w 1 1w 
X2 = 221 Xs = Y22 
Ys1 Y32 Ys3 
1 下 | 1 人 
| 1 1 下 1 
1 1 1 1 
w 过 w 
3 1 Bu 了 
X4 = Y31 Xs = Y32 Xe = Y33 


图 4.5.1 随机 变量 YY; 


例 4.5.2 设 概 率 空 间 (0, 大 , P) 同 例 4.5.1. 定义 一 族 随机 变量 如 下 


2", ,J 
二 
0 二 其 他 和 入 过 和， 


但 是 
on 


定理 4.5.3 ”如果 XX, 刁 , 则 天, 急 久 . 


证 明 先 证 对 任意 =s>0 


P(Xn < 7)< P(X<7T+e)+P(Xn, — XI>e). 
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P(X x)= PC DRL tM 
<P(X<zr+e)+P(Xn—X<rI—X,T—X<—e) 
< P(X<7r+e)+ P(Xn—X < —e) 
< P(X<zrt+e)+P(Xn—X<-e)+P(Xn—X>e) 


=P(X<7z+e)+P(X, — X|>e). 


类 似 地 , 有 
PP( 芝 炭 讽 二 四 BO Pl 


于 是 有 
P(X<7z-ée)—P(X,—X|I>e) < P(X» <7) < P(X <T+e)+P(X, — XI2e). 
因为 z 是 F(z) 的 连续 点 , 上 式 先 令 n 趋 于 无 穷 , 再 令 s 趋 于 0 即 得 


im Fu(n) = (2): 


口 
它 的 道 命 题 也 不 成 立 , 见 下 例 . 
例 4.5.3 设 概率 空间 (Q, 大 , P) 同 例 4.5.1. 定义 一 族 随 机 变量 如 下 
Mt | 2 € [0:0.5), 
0 we lm md 
i 和 ze [0,0.5), 
工 ZE [0.5, 1], n=0,1,2,.…, 
那么 
0， < 
Foni(z) = Poa MS) 《08 0B 
> pp 汪 一 六 丰 
故居 乌 Xo0, 但 
P(|X2n-1 — X(0)|=1)=1, Vn=1,2,.…. 
口 


注 ”几乎 处 处 收 伊 与 矩 收 你 互 不 蕴含 . 
(1) 考虑 例 4.5.1. 已 知 {Xn} 不 几乎 处 处 收 化 于 Xo = 0, 但 它 矩 收 化 于 0. 
(2) 考虑 例 4.5.2. 已 知 {Xn} 不 纶 收 化 于 Xo = 0, 但 它 几 乎 处 处 收 雍 于 0. 


一 四 一 一 《2 一 “= es 
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四 种 收敛 性 的 关系 如 图 4.5.2 所 示 . 


图 4.5.2 ”收敛 性 关系 


注 ”Levi 定理 (定理 2.9.4), Fatou 引 理 (定理 2.9.6) 和 控制 收 化 定理 (定理 2.9.7) 对 
于 随机 变量 的 期 望 和 极限 的 可 交换 性 同样 成 立 , 并 且 是 十 分 重要 的 . 


4.6 ”随机 变量 的 极限 定理 


本 节 相 对 较 独 立 , 有 关 定 理 均 不 证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [5, 93] 或 其 他 标准 
概率 论 教程 . 


4.6.1 ”大 数 定理 
考察 一 个 独立 随机 试验 序列 , 设 在 每 次 试验 中 4 事件 发 生 的 概率 为 p. 记 随机 变量 序 
列 
”1， 在 第 nn 次 试验 4 发 生 ， 
” ”|0， 在 第 n 次 试验 A 未 发 生 ， 


其 部 分 和 记 为 


这 个 独立 随机 试验 序列 称 为 伯 努 利 试验 序列 . 

从 经 验 而 言 , 4 事件 发 生 的 频率 Sny/m 应 稳定 地 趋向 于 概率 值 p, 这 一 点 其 实 是 整个 
概率 论 以 及 数理 统计 的 基础 . 大 数 定律 实际 上 要 说 的 就 是 这 件 事 , 对 此 曾 先 给 出 严格 数学 
刻画 的 是 伯 努 利 . 


定理 4.6.1 (Bernoulli 大 数 定律 ) 在 一 个 伯 努 利 试验 序列 中 , 设 4 发 生 的 概率 为 P， 
且 {Xn}, {Sw} 定义 如 前 . 则 对 任 一 >0 


lim P ( 
人 一 DO 


Bernoulli 大 数 定律 说 明 各 廿 p. 比 它 更 强 的 是 Borel 的 下 述 结论 . 


> > =) = 0. (4.6.1) 
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定理 4.6.2 (Borel 强大 数 定律 ) 在 一 个 伯 努 利 试验 序列 中 , 设 4 发 生 的 概率 为 p， 
且 {Xn}, {Sn} 定义 如 前 . 则 


P ( lim 加 =7) =1. (4.6.2) 


Borel 强大 数 定律 说 明 器 2》 p. 
对 于 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 , 有 如 下 的 强大 数 定律 . 
定理 4.6.3 (Kolmogorov 强大 数 定律 ) 设 {Xn} 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
了 Hi; DE 到 区 则 
f=1 


Sn _ | 0) = (4.6.3) 


即 Su/m 二 2 . 

对 于 独立 不 同 分 布 的 随机 变量 列 , 有 如 下 的 大 数 定律 . 

定理 4.6.4 (Chebyshev 大 数 定律 ) 设 {Xn} 为 两 两 独立 的 随机 变量 序列 , EX; = 
Pr :| 站 = 2 ji/n. 则 对 任 一 e > 0 成 立 


入 次 局 a 
lim P 人 | 宪 2 =} = 0. (4.6.4) 


Wm /mn ns 


4.6.2 ”中 心 极 限定 理 


粗略 地 说 , 中 心 极限 定理 讲述 的 是 , 自然 界 里 大 量 重复 而 又 独立 出 现 的 事物 的 分 布 都 
服从 正 态 分 布 律 . 
定理 4.6.5 (DeMoivre-Laplace 中 心 极限 定理 ) 设 {Xh} 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 序列 , EX; = J, Var(Xi) = 02, 9 = 党 Xi. 则 
i=1 


Sn— nk a 


至 于 独立 而 不 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 中 心 极限 定理 称 为 Lyapunov 中 心 极 限定 
理 . 设 {Xn} 为 一 独立 的 随机 变量 序列 , EX; = 0, i 之 1. 记 


S, = Sx 2 二 Do vl) 
牌 


i=1 


定理 4.6.6 (Lyapunov 中 心 极限 定理 ) 设 {Xn} 为 一 独立 的 随机 变量 序列 . EX; 一 
0, i 之 1. 如果 存在 6 > 0, 使 得 


>》 BIXil?+’ = o(sn+’), 
i=1 


那么 
SR 
Sn 
注 (1) 在 Lyapunov 中 心 极限 定理 中 , Xi = 0 的 假定 无 关 紧 要 , 因为 当 其 不 满足 
时 以 Xi; 一 五 Xi 代替 Xi 即 可 . 
(2) Lyapunov 中 心 极限 定理 有 许多 不 同形 式 , 定理 4.6.6 是 形式 最 简单 的 一 种 , 见 文 
献 [67]. 
下 面 给 一 个 例子 . 
例 4.6.1 在 产品 可 靠 性 试验 中 , 设 产品 损坏 的 概率 为 p = 0.05. 试验 120 个 产品 ， 
问 (1) 损坏 不 少 于 5 个 的 概率 ; (2) 损坏 5 ~ 10 个 的 概率 ? 
注意 到 产品 数量 n = 120 足够 大 , 可 利用 DeMoivre-Laplace 中 心 极限 定理 近似 . 这 
是 伯 努 利 概 型 , 易 得 


艰 N(0,1). (4.6.6) 


五 91o0 三 六 三 mp 二 6; Var(52oo) = oa?2 一 np(1 二 D) = 


记 亚 (z) = - 声 /we- 了 dr 为 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 , 那么 
(1) 
P(m>5)=1—-P(m<4.5)=1- ®(2.) 
= 1— B(4%) = 1— B(-0.628) 
= ®(0.628) = 0.735. 


P(5< m < 10) = P(m < 10.5)— P(m < 4.5) 
此 B( Lh) 于 下 (4) 
456) 


_ /10:5-6 
= V57 J V5.7 
= 0.97 一 0.735 = 0.235. 


4.7 ”注释 与 参考 


概率 论 起 源 于 17 世纪 , 当时 一 些 赌 徒 提出 了 一 些 有 规律 而 又 未 能 用 数学 方法 解释 
的 问题 , 这 引起 了 惠 更 斯 (Huygens)、 帕 斯 卡 (Pascal)、 费 马 (Fermat) 等 人 的 注意 . 由 于 
他 们 的 努力 , 产生 了 概率 、 数 学 期 望 等 重要 概念 . 此 后 , 概率 论 的 方法 被 用 于 量 测 误差 分 


nen he Si 

析 、 人 口 统计 等 自然 科学 问题 , 使 概率 论 得 到 很 大 发 展 . 18 世纪 到 19 世纪 的 许多 数学 
家 , 如 棣 莫 弗 (DeMoivre)、 高 斯 (Gauss)、 泊 松 (Poisson)、 拉 普 拉 斯 (Laplace)、 切 比 雪 
夫 (Chebyshev) 等 , 都 对 概率 论 作 出 了 奠基 性 贡献 . 这 些 结果 形成 了 经 典 概率 论 . 

从 19 世纪 末 到 20 世纪 初 , 由 于 统计 物理 学 等 的 发 展 , 要 求 对 概率 论 的 基本 概念 及 原 
理 进行 严格 的 定义 和 解释 . 波 莱 尔 (Borel) 首先 提出 用 测度 论 术 语 表述 概率 . 随后 , 科 尔 
莫 戈 罗 夫 (Kolmogorov) 等 人 开创 了 以 测度 论 为 基础 的 公理 化 的 概率 论 . 科 尔 莫 戈 罗 夫 提 
出 六 条 公理 , 使 得 整个 概率 论 都 可 以 从 这 些 公 理发 展 出 来 . 由 于 公理 化 , 使 概率 论 成 为 一 
门 以 集合 测度 为 基础 , 以 演绎 推理 为 手段 的 近代 数学 的 一 个 重要 分 支 . 


4.8 “习题 


4.1 (1) 在 石头 -剪刀 - 布 游戏 中 , 甲 分 别 以 概率 0.3、0.3、0.4 出 石头 、 剪 刀 、 布 , 乙 
以 相同 的 概率 1/3 出 . 问 甲 赢 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 如 果 乙 知道 甲 的 策略 , 乙 的 最 佳 策略 是 什么 ? 

4.2 用 JPG 的 方法 对 黑白 图 像 编 码 , 这 种 编码 技术 要 设 一 种 颜色 占 优 , 例如 白 占 优 . 
在 编码 中 如 果 已 编 过 的 点 白 始 终 占 优 , 就 不 必 切 换 , 但 如 果 出 现 黑 点 多 于 白 点 的 情况 , 就 
要 在 该 点 加 一 个 切换 符号 . 设 某 图 有 m 个 白 点 , n 个 黑 点 . 设 白 占 优 开始 , 问 编码 中 不 需 
要 切换 符号 的 概率 是 多 少 ? 

4.3 对 任意 4, 了 Be 三 , 证 明 下 列 性 质 : 

(1) AcB= P(A) < P(B); 

(2) P(A4NB) < min(P(A), P(B)); 

(3) P(AUB) < P(A)+P(B). 

4.4 当 {A;} 为 单调 减 列 时 证 明定 理 4.2.1. 

4.5 证 明 X :9 一 下 是 随机 变量 , 当 且 仅 当 任意 Borel 集 的 原 像 是 大 可 测 的 (定义 
4.2.4 后 的 注 ). 

4.6 证 明定 理 4.2.2 (1). 

4.7 证 明 命题 4.2.2. 

4.8 证 明 x2 分 布 、t 分 布 和 FF 分 布 的 密度 函数 分 别 如 式 (4.2.10)、 式 (4.2.11) 和 式 
(4.2.12) 所 示 . 

4.9 证 明 随机 变量 X,7 独立 等 价 于 当 fx(z) 关 0 时 


fxlY (7|y) = fx(2), 


其 中 


te fxY(z, y) 


4.10 证 明 随机 变量 X、Y 独立 等 价 于 o(XX)、o(Y) 独立 . 
4.11 求 下 列 分 布 的 期 望 与 方差 : (1) 二 项 分 布 ; (2) 泊 松 分 布 ; (3) X2 分 布 . 


4.12 证 明 : h : 民 一 民 为 一 Borel 函数 , X 为 随机 变量 , 且 hh( 久 ) 可 积 , 证 明 
可 二 / ~ p(X)dF. 
4.13 证 明 : po :下 一 下 为 凸 函数 , X, p(X) 为 随机 变量 , 则 


$(E(X)) < E(p(X)). 


(此 式 为 定理 4.4.2 的 特殊 情形 .) 
4.14 证 明 : X 为 随机 变量 , 如 果 X 平方 可 积 ( 即 思 (X2) < co), 则 XX 可 积 . 
4.15 证 明 命 题 4.4.1. 
4.16 X,Y 为 随机 变量 , 其 联合 密度 函数 为 fxy(z,y), 证 明 


hzfxr(z,y)dr 
刁 fxYr (zx,y)dzr f 


4.17 对 Q = [0, 1], 概率 测度 为 [0, 1] 上 的 Lebesgue 测度 . 令 


E(X|Y) = 


2w, 0<w 
(0) = 0202 YY(W) 
3 
2 


加 
人 
2w—1, L 


toes 
(I ): 

4.18 对 7 > s 之 1, 证明 7 阶 和 矩 收敛 蕴含 s 阶 矩 收敛 . 

4.19 {XX}, X,Y 为 可 积 的 随机 变量 , n 一 co 时 Xn 二 和 且 | 了 | <YY. 证 明 


Ly. 
Kn C—O No0 rl1. 


4.20 {Xn} 为 一 列 随机 变量 , c 为 一 常数 , 证 明 当 n 二 co 时 XX 驴 c 坊 X 一 
4.21 {Xn} 独立 同 分 布 于 [0, 1] 上 均匀 分 布 , 求 


x 


(3) im 二 (a.s.). 
4.22 {Xn} 独立 同 分 布 , 期 望 由 方差 c, 令 


Nn Nn 
2 Xi 2 
Ln = i=1 5 on = 
Nn n 


求证 当 元 一 时 DO 2 


求 最 小 的 n 使 得 
P (2 < 5%) > 95%. 


随机 过 程 


本 章 首先 介绍 作为 随机 过 程 基 础 的 蒜 理 论 , 包括 蒜 和 上 款 、 下 款 , 介绍 停 时 及 对 款 的 
估计 等 . 然后 分 别 讨论 离散 和 连续 时 间 的 随机 过 程 . 离散 时 间 以 马 氏 链 为 主 , 较 详细 地 讨 
论 了 齐 次 马 氏 过 程 的 状态 分 布 ; 连续 时 间 主 要 考虑 Wiener 过 程 , 目的 之 一 是 为 Ia 积分 
做 准备 . 接着 讨论 Ito 积分 , 导出 Ito 公式 . 本 章 最 后 一 部 分 介绍 在 控制 论 及 信号 处 理 等 
中 起 重要 作用 的 Kalman 滤波 . 


5.1 ”离散 时 间 拷 理论 


5.1.1 蒜 、 上 蒜 、 下 款 

定义 5.1.1 (1 设 { 瑟 } 为 (Q, 大 , P) 上 的 一 族 o 代数 ， 且 

Wy CE sim FF 

则 称 {三 } 为 一 族 滤 链 . 

(2) 设 {&} 为 一 族 可 积 随机 变量 , {三 } 为 一 族 滤 链 、{&;} 称 为 对 滤 链 {五 } 的 凌 ， 
如 果 

@& 是 三 可 测 的 ,i 二 1,2,… ( 称 {6&;} 适应 于 {五}); 

©@ 

E(tlfi)=6&, i=1,2,.…. (hb) 
例 5.1.1 设 胃 ,m2,… 为 一 可 积 的 独立 随机 变量 序列 , En = 0, n = 1,2,.… . 定义 


én = Dn 
J n= 1,2,.…: 
那么 {&n} 是 对 滤 链 {三} 的 蒜 . 
首先 所 的 可 积 性 和 它 对 万 , 的 可 测 性 , 以 及 mn+i 与 五 , 的 独立 性 都 是 显然 的 . 下 面 
考虑 条 件 期 望 . 利用 命题 4.4.2 可 得 
E (二 和 | 3 BE(nmailFn) 3 D(a 
= Em+i+ én 
= én 
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例 5.1.2 设 {&;} 为 对 滤 链 {五} 的 拷 . 
0 = 
今 证 明 , {&;} 是 对 滤 链 {9;} 的 蒜 ， 
因为 &j, j < i 是 五 可 测 , 则 9i Cc 五 . 于 是 


i 人 E(éi|G;) 
= E(E(é+1|Fi)|G:;) 
= E(é+1|0;). 


证;27 在 定 又 :51 中 ， 
(1) 如 果 等 式 (5.1.1) 用 不 等 式 


E(6rilF:) < &i, i= 2 了 全 (5;1.2) 
代替 , 则 {&} 称 为 对 渡 链 {三 } 的 上 凌 ; 
(2) 如 果 等 式 (5.1.1) 用 不 等 式 
E (&itilFi) 之 6 ? 一 监 2， 了 (5.1.3) 


代替 ， 则 {&;} 称 为 对 滤 链 { 万 } 的 下 款 . 


例 5.1.3 设 {&} 是 对 滤 链 {五 ,} 的 款 . 令 nh = 总,m = 1,2,:…, 那么 利用 Jensen 
不 等 式 ( 见 定理 4.4.2) 有 
[én+1|Fn] <E (| 》 


即 
E (mn+1|Fn) > 


故 { 纪 } 是 对 滤 链 {五 ,} 的 下 款 . 口 


5.1.2 ” 停 时 
考察 一 个 重复 博弈 , 假设 你 每 次 投 1 个 单位 的 赌注 , 每 次 赢得 的 钱 数 为 mn;， 设 
71; 72, 两 两 独立 , 则 你 的 mn 次 所 得 为 


= (5.1.4) 
i=1 
设 滤 链 为 
Fn = om,mNe Mn) n=1,2,.…. (5.1.5) 


为 方便 计 , 令 &0 = 0, 及 = {2,Q}. 到 的 物理 意义 是 : 你 经 过 大 次 博弈 后 所 积累 的 
知识 . 
(1) 如 果 
E(ént1|Fh) = 全 
则 你 在 nn 十 1 步 的 平均 预期 值 与 第 ” 步 一 样 , 博弈 是 公平 的 . 


(2) 如 果 
E (Sapalss) > én, 
则 博弈 对 你 有 利 . 
(3) 如 果 
E(GHlm) 6, 
则 博弈 对 你 不 利 . 


假如 你 能 根据 已 有 知识 及 来 决定 你 在 下 一 轮 下 的 赌注 ak+l, 即 ak+il 为 及 可 测 ， 
则 称 其 为 博弈 策略 . 


定义 5.1.3 设 Q1, Q2，,"… 为 一 族 随机 变量 ,万 ,. 刀 ,.…… 为 一 滤 链 . 如 果 ak 是 万 -1 
可 测 的 ,天 三 1 2…- ( 设 fo= {0, 2}), 则 称 {Qn} 为 一 族 博弈 策略 . 


记 博 弈 策略 下 的 收益 为 


Gn = Qi + G2 + 二 + Qi 
5 Q1(é1 一 如 ) 二 + Q2(é2 一 外) i + an(én = 1) = 1,2,°.. 


这 里 ， 记 台 = 0, Co =0. 
对 博弈 策略 有 如 下 定理 . 


定理 5.1.1 设 博 弈 收益 mi,72,…… 两 两 独立 , &; 及 万 由 式 (5.1.4) 及 式 (5.1.5) 分 别 
给 出 . 设 al,a2,…: 为 一 族 博弈 策略 . 

(1) 如 果 al, az,…… 为 有 界 序列 , 且 &0,&1,é€2,… 为 款 , 则 C0, C1,C2,"… 也 为 款 ; 

(2) 如 果 ai,a2,…… 为 非 负 有 界 序列 , 且 6o,6,6…… 为 上 闭 (下 款 ), 则 C0, G1, C2,*… 
也 为 上 蒜 (下 著 ). 

证 明 首先 , 显然 有 G 是 万 , 可 测 的 . 现 考查 


E et 一 五 (人 上 Qnt1(én+1 本 | 二 
= nt Qnti(E(éntilFn) — én), 


注意 到 (1) 如 果 &0, ,2,… 为 堵 , 则 
BE(ént1ilFn) — én=0; 
(2) an+1 非 负 , 且 &0,é&1,é2,… 为 上 轩 (下 载 ), 则 
an+l (BE(énti|Fn) — én) < 0 (> 0), 
结论 显 见 . 加 


定理 5.1.1 的 物理 意义 是 : 如 果 原 来 的 游戏 是 公平 的 (对 你 有 利 的 , 或 对 你 不 利 的 )， 
那么 不 管 你 选择 什么 样 的 博弈 策略 , 它 都 不 会 改变 原来 游戏 的 性 质 . 


定义 5.1.4 给 定 一 滤 链 {三 ,}. 一 个 取 值 于 {1,2,:… ,co} 的 随机 变量 7 称 为 一 个 停 
时 , 如 果 
{ne Fy; 


从 下 面 的 例子 可 以 看 出 停 时 的 物理 意义 . 


例 5.1.4 一 个 粒子 在 相隔 10m 的 两 个 吸收 壁 之 间 游 动 . 设 它 每 一 时 间 间 隔 或 向 左 
移 1m, 或 向 右 移 lm. 假定 它 从 &0 = 5 开始 , 记 m1,72,… 为 它 每 次 的 移动 , 那么 


nn 
én = > Mi 
i=1 


为 它 在 时 刻 的 位 置 . 记 7 为 它 碰 到 吸收 壁 的 时 刻 , 则 


= min = 0 = 10} 


令 
Sn =000 ,Mn): 
我 们 有 
Vem}=s0<t < Nm 0 = 0S. = 0 
显然 有 
{r= Ee: 
故 7 是 一 个 停 时 . 口 


定义 5.1.5 设 随机 变量 列 {&i} 适应 于 渡 链 {万}, 7 是 该 滤 链 的 一 个 停 时 、 称 En 
为 停 于 7 的 序列 , 记 作 {6&7}, 即 
EW) = ér An(W), vw EQN. 
注 : 这 里 
aAb := min{a,b}. 
关于 停 于 7 的 序列 , 有 如 下 结论 . 


定理 5.1.2 设 7 为 一 停 时 ， 如 果 én 是 一 个 闭 (上 蒜 、 下 款 ), 则 &7nn 也 是 一 个 凌 


证 明 首先 要 证 明 &inn 适应 于 滤 链 {五 ,}. (证明 留 作 习 题 , 参见 习题 5.3.) 


现在 , 对 停 时 7 定义 一 组 随机 变量 


I 
Be 
NE 


先 证 明 {an} 是 一 族 博弈 策略 , 即 an 是 五 ,_1 可 测 的 . 设 BeB 为 RR 上 的 Borel 集 . 
(1) 如 果 0gB 且 1¢B, 则 


os!'(B)=o Ee 
(2) 如 果 0eEB 且 1eB, 则 
Qi!(B)=0 ET i; 
(3) 如 果 04B 且 1e€B, 则 
an'(B)={7¥@= {rn le i; 
(4) 如 果 0eEB 且 19B, 则 
oan'(B)= {n= {rn 1 er. 
因此 , {an} 是 一 族 博 弈 策略 . 现在 
érAn = Q1(é1 — é0)+ + An(én — én-1). 
根据 定理 5.1.1 即 得 结论 . 口 


这 个 定理 说 明 无 论 采 取 怎 样 的 停止 游戏 的 策略 , 都 不 能 改变 游戏 的 性 质 . 

如 果 & 是 蒜 , 对 任意 n 我 们 有 E(&) = E(&1). 但 是 对 于 停 时 r, EB(&+) 并 不 一 定 等 
于 EB(&1). 下 面 的 定理 给 出 忆 (é&7) = 加 ( 纪 ) 的 充分 条 件 . 

定理 5.1.3 {é&;} 为 对 滤 链 {三} 的 款 , 7 为 停 时 . 如 果 满 足以 下 条 件 

(1)7T < oo (a.s.); 

(2) 6&1 可 积 ; 

(3) limn yo E(énl1{r>n}) = 0, 

则 E(é7) = E(&1). 


证 明 将 后 写 为 
é7r 三 6rAn 十 (é7 pe én)ltr>np 


两 边 取 期 望 , 得 
E(é7) = E(éran) 汗 E(érl{sW) 下 E(én1{r>n}): 
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因为 名 An 是 拷 , 所 以 上 式 右边 第 一 项 忆 (&rnn) = 加 (1). 由 条 件 (3), 第 三 项 也 趋 于 0. 我 
们 只 需 再 证 第 二 项 趋 于 0. 因为 条 件 (2), 则 


E(é) = 2 E(ék1(r=#)) 


k=1 
收敛 , 所 以 其 尾 项 
Brlrrom = Vp D(aleae) 
k=n 二 1 
趋 于 0. 加 
5.1.3 ” 拷 的 估计 
对 给 定 的 一 个 随机 变量 上 和 一 族 滤 链 五,, 令 
én = E(é|Fn). (5.1.6) 


则 显然 &， 是 适应 于 万 , 的 蒜 . 其 物理 意义 是 , 随 着 n 增加 , 累积 的 知识 万 , 越 多 , 6 就 能 
越 好 地 估计 &. 一 个 直观 的 问题 是 , 对 于 给 定 的 蒜 &,, 什么 情况 下 能 找到 & 使 得 式 (5.1.6) 
成 立 . 
首先 我 们 来 讨论 蒜 的 几乎 处 处 收敛 性 , 为 此 , 我 们 介绍 下 面 的 上 穿 策 略 及 一 个 相应 的 
不 等 式 . 
定义 5.1.6 给 定 适应 于 .万 的 一 列 随 机 变量 如 及 两 个 实数 a < b, 递 推 地 定义 上 穿 
策略 : al = 0， 
1 人 0 并且 名 二 好 
of 三 -10 三 有 所 全 的 本 4 
0， 其 他 情况 . 
记 Ui[a,0] 为 集合 {jlak =1ak+l 三 0 大 入 只 的 元 素 个 数 . 
引 理 5.1.1 给 定 适 应 于 万 的 上 拷 名 及 实数 a <b, 则 
(b—a)E(Unla,b]) < E((én 一 ao) ), (5.1.8) 
其 中 必 - 是 z 的 负 部 , 即 Z- = max{0, 一 z}. 
证 明 
名 三 》 oi(éi — 6&1), (5.1.9) 
i=1 


因为 & 是 上 款 , 则 6 也 为 上 款 (证 明 留 作 习 题 , 参见 习题 5.2). 


令 有 = 机 [@ 四 记 {ai ak = {fies = 1,0i+1=0,i<n},¥ 有 有 vi < vir,i= 
1…… ,k 一 1. 于 是 显然 有 


(Sr Cu: Sb Q, 
Cn PN Gu 之 一 (所 0 


于 是 我 们 有 
Cn 之 (b a)Unla, 串 二 (én gj 一; 


两 边 取 期 望 
E(bn) > (b— a)E(Unla,b]) — E((én 一 0) ). 


又 因为 6% 是 上 蒜 , 有 
E(ln) < E(G)=0. 


故 式 (5.1.8) 得 证 . 口 
定理 5.1.4 (Doob 挝 收敛 定理 ) 设 {&} 是 (对 滤 链 {三 ,} ) 的 上 蒜 , 使 得 


M = sup E(lén|) < %, 


则 存在 一 可 积 随机 变量 &, 使 得 n 二 oo 时 
Se 


证 明 由 引 理 5.1.1 我 们 知道 


E(Uala, 0]) < ee 过 i < oo. 

因为 B(Ui[a, 9]) 非 增 , 由 Levi 定理 

E(lim Unla, 9]) = ,lim i < 00. 
所 以 

P{ lim Unlo,d] < oo} =1. 

令 

和 门 {lim Unla,d] < oo} 

a<b, 均 为 有 理 数 
因为 4 是 可 数 个 概率 为 1 的 集合 的 交 , 所 以 P(A) = 1 
下 面 考 察 集合 


B= {ms x 可 名 ) 


为 & 不 收敛 的 集合 . 对 任意 w e B, 总 存在 有 理 数 a,b, 使 得 
limén(w) <a <b < Hién(w). 
这 说 明 随 着 n 增加 , &,,(w) 无 穷 多 次 穿 过 区 间 [a, 9], 即 
im Unla, b|(w) = oo. 


所 以 w 4 4h. 于 是 BNA4= Cg 所 以 P(B) = 0. 这 说 明 馈 几乎 处 处 收敛 . 记 lim yoo én = 
& (a.s.), 下 面 只 需 再 证 可 积 , 由 Fatou 引 理 


E(é) = E(imén) < lim E(én) < sup BE(én) < co. 
口 


注 ， 定 理 5.1.4 显然 对 蒜 也 成 立 . 因为 如 果 {En} 是 下 款 , 则 {一 &} 是 上 蒜 . 所 以 定 
理 5.1.4 对 下 款 也 成 立 ， 


上 面 定理 给 出 了 在 a.s 的 意义 下 名 对 & 的 估计 , 但 是 仍 不 能 保证 式 (5.1.6) 的 成 立 . 
为 此 我 们 要 研究 著 在 L! 意义 下 的 收敛 . 我 们 需要 先 给 出 一 致 可 积 的 概念 . 


定义 5.1.7 一列 随机 变量 61,&2,… 被 称 为 是 一 致 可 积 的 , 如 果 对 任意 6 > 0, 总 存 


在 1M > 0 使 得 
4 [énldP < e,Vvn. 
{lén|>M} 


例 5.1.5 考虑 随机 变量 序列 
én = nl1(0,»); 


则 显然 对 任意 M > 0, 如 果 n > M 


/ ldP | 证 
{lén|>M} (0, 雯 ) 入 


éldP =0, 
{|én|>M} 


于 是 对 任意 e > 0, 取 M > + 即 可 知 &% 是 一 致 可 积 的 . 
但 如 果 令 


如 果 n < M, 有 


Tn = nl0,#); 


则 对 任意 M > 0, 如 果 n > M 


| wid 
{Inn|>M} (0, 去 ) 


于 是 任何 s < 1, 都 不 存在 M, 使 得 n > MM 时 , 有 


énldP <e 
{lInn|>M} 


于 是 mn 不 是 一 致 可 积 的 . 口 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 一 致 可 积 性 与 L! 收敛 性 的 关系 , 其 证 明 见 文献 [55]. 


定理 5.1.5 对 一 列 随 机 变量 &,, 有 如 下 结论 : 

(1) 如 果 它 们 是 L1 收 伊 , 则 是 一 臻 可 积 的 ; 

(2) 如 果 它 们 是 一 致 可 积 的 上 装 , 则 是 L1 收敛 的 ; 

(3) 如 果 它 们 是 一 致 可 积 的 款 ， 全 过 (五 1)， 人 
én = E(é|Fn). 

最 后 讨论 两 个 款 不 等 式 , 它们 在 后 面 的 讨论 中 非常 有 用 . 


定理 5.1.6 (Doob 极 大 不 等 式 ) 设 {6&n} 是 (对 滤 链 {三 ,} 的 ) 非 负 下 著 , 那么 对 任 
一 入 >0 均 有 


和 AP (wet 之 让 <E (Em ex>A}) 》 (5.1.10) 


这 里 , J4 为 集合 4 的 示 性 函数 , 即 
1 A 
| 》 TE 》 
0, zg&L4. 


证 明 对 入 > 0 定义 


n, 不 存在 这 样 的 . 
容易 验证 , 7 为 停 时 且 7 < n. 因 {&%} 是 下 蒜 , 可 知 
E(é;) > E(é7). 


(注意 这 并 不 是 由 下 款 的 定义 可 显然 得 到 的 , 见习 题 5.4.) 
记 红 = maxkxnék, 则 下 式 显 然 成 立 


E(ér) = 瑟 ( 生 Tes>A) 十 已 (条 Tes<A}) 
现在 如 果 旨 > 入 则 后 > 和 i 而 如 果 缅 < 入 则 =m. 于 是 有 
El(én) 之 E(é) > AP 《和 之 入 ) 卡 E(énTe: <A}). 


ss 存在 k <n 使 & > 入 
2 


整理 得 
AP (每 之 入 ) < El(én) 人 E(énTe: <A}) Ee E(énTe: >A}): 
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引 理 5.1.2 设 7 为 非 负 平方 可 积 随机 变量 , 那么 
E(m)=2 J Nh tP(n > t)dt. (5.1.11) 
0 
证 明 设 7 的 分 布 函数 为 F(t) = P(n < 4t), 则 
E(m) = /| ~ #2dF(t). 
0 
因为 P(7 >)=1 一 F(t), 式 (5.1.11) 变 为 
J 对 BdF(d)=2 站 t(1 — F(t))dt. (S112) 
0 0 
注意 到 
光 J a 
t2dF(t) = 有 t2d(F(t) — 1) 
二 六 了 了 a 
=£(F() — DE -2 t(F(t) — at (5.1.13) 
=— 2 (Bp(D))F a t(1 — F(t))dt. 
0 


因此 , 只 要 能 证 明 
lim z2(1— F(z)) = 0, (5.1.14) 
那么 式 (5.1.12) 就 可 由 式 (5.1.13) 令 z 一 co 而 得 到 . 设 z 的 整数 部 分 [z] = n > 1, 那么 
0< 722(1— F(z))= 7x2P(n > 7) < (n+1)2P(n >n) < 4n2P(n > n). (5.1.15) 
由 于 7 平方 可 积 , 则 有 


E(m) = / 2dP < co. 
wj 和 ken 


于 是 有 
npP(n > n) < / 72dP = / 12dP 一 0. (5.1.16) 
nn k=n kn<k+1 
令 z 一 oo 则 对 一 oo, 故 式 (5.1.16) 十 式 (5.1.15) 之 式 (5.1.14)， 区 


定理 5.1.7 (Doob 极 大 L2 不 等 式 ) 设 {&n} 是 (对 滤 链 {五 ,} 的 ) 非 负 下 款 , 那么 


2 
< 4E|é,|. (5.1.17) 


五 |max 
pax 


证 明 记 妈 = maxkgxn&x, 则 


Elé*P =2 人 tP(Et > bdt 
Do Do 
< 2/ 五 (和 天。 >t)dt = sf tndP |dt 
0 0 《站 


-2 检 ai ap=2 /ccdp 


=2E(éné;) 和 2V Elén|? Elésl?. 
上 式 首 行 来 自 引 理 5.1.2, 第 二 行 来 自 定理 5.1.6, 第 三 行 利用 Fubini 定理 换 序 , 第 四 行 根 
据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 由 上 式 两 边 消去 VE| 比 |? 即 得 式 (5.1.12). 口 


5.2 ”Markov 链 


定义 5.2.1 设 3 为 一 有 限 或 可 数 集 (9 丰 , 已) 为 一 概率 空间 . 
(1) 一 族 取 值 于 8 的 随机 变量 列 {&%} 称 为 8 上 的 Markov 链 , 如 果 


P(t = 80 Sn) = P(t = 3|én)s ses. (52:1) 
(2) Markov 链 {&n} 称 为 齐 次 的 , 如 果 
P(ri=d EI I) TS. (5.2.2) 
先 考虑 齐 次 和 有 限 的 情况 . 设 S = {1,2,… ,s}, 记 
p(ilj) = P(znt+1 = jlzn = 2), 6j = ) 7 
p(ili) 称 从 状态 i 到 状态 j 的 一 步 转移 概率 , T = (z(il7)) 称 为 随机 和 矩阵 (或 转移 矩阵 ), 显 
然 它 满足 
(1) p(ilj) > 0， 
(2) 2 p(ilj) = 1. 
j=1 
Po:=(P(zo =1),P(zo = 2),.… ,P(xo = s))™ 
称 为 初始 概率 分 布 ; 
P,:=(P(sn =1), P(zn= 2),.. (ED) 
称 n 时 刻 概率 分 布 . 不 难 验证 
PT PR (5.2.3) 
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式 (5.2.3) 表明 , T” 是 nn 步 转移 概率 的 随机 抢 阵 , 记 
pn(il7) = P(zntm = jlzm = 2), 
则 7T? = (pn(i]))). 
下 面 这 个 命题 是 显然 的 . 
命题 5.2.1 (Chapman-Kolmogorov 等 式 ) 设 6, n EZ 为 一 5S 值 的 齐 次 马尔 科 夫 
链 , 其 n 步 转移 概率 为 pn(il7), 那么 


Patxr(ilj) = > pn(ils)pr(slj)), bj eS. (5.2.4) 
s€ES 


当 5 为 一 可 数 无 穷 集 时 , 随机 和 矩阵 变 为 一 个 无 穷 阵 . 见 下 例 . 

例 5.2.1 (随机 游 动 ) 一 个 粒子 在 实 轴 上 随机 游 动 , 每 个 单位 时 间 它 以 概率 p 左 移 
一 格 或 以 概率 g = 1 一 p 右 移 一 格 . 设 &0 = 0, 求 其 随机 转移 矩阵 . 

注意 到 3 = {:… , 一 3, 一 2, 一 1, 0, 1, 2, 3,… ,不 难得 到 其 转移 概率 矩阵 为 


口 
随机 游 动 是 一 个 有 用 的 马尔 科 夫 链 , 容易 算出 , 它 的 nn 步 转移 概率 为 
pn 一 了 十 i 为 非 负 偶数 ， 
i i = = PN (5.2.5) 
0， 其 他 . 
命题 5.2.2 考虑 随机 游 动 {&}. 设 0<p<1, 那么 
P(tn =iltéo=i) 0 no. (5.2.6) 


证 明 先 设 p 关 0.5. 应 用 式 (5.2.5) 得 
es lh n= 2k, 


n= 2k+1. 
i 
on := (pg), 
则 有 E 
2 = i Vat 


故 ok 一 0, 一 oo. 结论 显 见 . p = 0.5 时 的 证 明 见 文献 [55]. 回 


下 面 这 个 性 质 也 很 有 用 [595]. 
命题 5.2.3 ”随机 游 动 返 回 出 发 点 的 概 府 为 
P(&n = é&0, 对 某 个 n> 0) =1 一 pp 一 9|. (5:2.7) 
下 面 讨论 Markov 链 的 状态 分 类 . 记 从 状态 i 在 第 nn 步 首次 到 状态 7 的 概率 为 
fn(jlij=P(én=jér Fhk=1,2,.… ,nC—1lé=0), 


从 i 到 i 的 平均 返回 时 间 为 


ne ye ny 
n=1 
定义 5.2.2 (1) S 上 的 马尔 可 夫 链 {&%} 的 一 个 状态 i 称 为 常 返 的 , 如 果 它 从 i 出 发 ， 
终归 会 回 到 i. 即 
Pn 对 某 个 nn 之 1léo = 引 =1. 
否则 称 其 为 暂 态 的 . 


(2) 一 个 常 返 状 态 i 被 称 为 是 正常 返 的 , 如 果 mi < co. 否则 称 其 为 零 常 返 的 . 
(3) 称 状态 j 是 从 状态 i 可 达 的 并 记 做 i 一 j, 如 果 
也 (名 三 态 对 茉 个 施 志 0 三 让 > 0; 
如 果 1i 一 了 并 且 了 一 1 则 称 i 与 i 是 互通 的 , 记 做 i 全 地. 
(4) 状态 i 称 为 周期 的 , 如 果 
qdi := gcd{n|pn(ili) > 0} > 2, 
这 里 gcd 表示 最 大 公约 数 , di > 2 称 为 状态 i 的 周期 . 非 周期 正常 返 状态 被 称 为 遍历 的 . 
(5) 一 个 集合 CC 5 被 称 为 是 闭 的 , 如 果 一 旦 进入 C 就 无 法 再 出 去 即 
P(ém € S/C 对 某 个 m>nlén€0)=0. 
(6) 一 个 集合 C C 5 被 称 为 是 不 可 约 的 , 如 果 任意 i,j ECO 是 互通 的 . 
例 5.2.2 继续 考虑 随机 游 动 , 由 式 (5.2.7) 我 们 知道 , 每 个 状态 是 常 返 的 当 且 仅 当 
各 
P= 43 
另 由 式 (5.2.5) 知 , 无 论 p 是 否 为 #, 所 有 状态 都 是 互通 的 . 
下 面 我 们 考察 当 p = 3 时 , 每 个 状态 是 正常 返 的 还 是 零 常 返 的 ， 为 此 我 们 对 
ZE (一 1,1) 上 定义 两 个 函数 


P(e 


n=0 


Pl(p) = he. 


n=0 
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容易 看 出 
“0 mn st 
可 以 证 明 (见习 题 5.8) 
nj = lim F(z). (5.2.8) 


Nn 


由 式 (5.2.5), p2k+1(ili) = 0， 


po2n(ili) = (3 时 


所 以 


于 是 可 求 得 
Fi(z) =1— (1— 2?)3. 
所 以 当红 一 1 时 (Zz) 一 co, 故 状态 i 零 常 返 . 回 
下 面 的 定理 给 出 了 常 返 与 暂 态 的 另 一 个 等 价 定义 . 
定理 5.2.1 考虑 3S 上 的 Markov 链 如 ,ieES 是 常 返 的 , 当 且 仅 当 
P(&n =i, 对 无 穷 多 的 nl&0 = = 1 
是 暂 态 的 , 当 且 仅 当 
P(&n = i 对 无 穷 多 的 nléo = i) = 0. 
下 面 关 于 状态 的 基本 性 质 的 证 明 留 作 习题 (见习 题 5.10). 
命题 5.2.4 i,ij E45, 如 果 i 人 jj, 那么 : 
(1) i 是 正常 返 的 , 当 且 仅 当 j 是 正常 返 的 ; 
(2) i 是 零 常 返 的 , 当 且 仅 当 了 是 零 常 返 的 ; 
(3) i 是 暂 态 的 , 当 且 仅 当 j 是 暂 态 的 ; 
(4) d(i) = d(2); 
(5) i 是 遍历 的 , 当 且 仅 当 了 是 遍历 的 . 
由 上 面 的 性 质 可 以 直接 得 到 下 面 的 状态 分 类 . 
定理 5.2.2 考虑 5S 上 的 Markov 链 , 则 5S 可 以 被 划分 ( 互 不 相交 ) 为 
N 


50) (5.2.9) 


1 


其 中 人 是 所 有 暂 态 的 集合 , Cj 是 闭 的 不 可 约 的 常 返 状态 集合 . 


例 5.2.3 继续 考虑 随机 游 动 , 所 有 状态 点 都 是 互通 的 . 当 p = 时, 它们 都 是 零 常 
返 的 , 所 以 只 有 一 个 不 可 约 闭 子 集 C, 即 5 = C. 当 p 头 雪 , 所 有 状态 都 是 暂 态 的 , 所 以 
S=T, 口 


时 间 趋 于 无 穷 时 的 状态 分 布 是 Markov 链 的 另 一 个 重要 问题 . 这 里 我 们 不 加 证 明 地 
给 出 一 些 重要 概念 及 结果 . 
定义 5.2.3 对 于 5S = {12,……:} 上 的 Markov 链 6, TT 为 其 转移 和 矩阵, 一 个 向 量 
i€ 


定理 5.2.3 对 于 5 = {1,2,:…} 上 的 Markov 链 6, 假设 5 被 划分 为 如 式 (5.2.9) 
的 形式 , 则 对 于 每 个 正常 返 的 集合 0;, 存在 唯一 的 支撑 集 为 Ci 的 不 变 测 度 ji, 满足 


太一 mi, iEO, 
0 [| 江 爷 : 
并 且 所 有 的 不 变 测 度 是 {15|C7 正 常 返 } 的 西 组 合 . 
定理 5.2.4 假设 i 是 Markov 链 的 常 返 状态 , 则 


ad; 
no0 msi 


j ey di 2 fnditr(ili) 
,lim pnai+r(ilj) 3 ee Ve eds: 


5.3 ”连续 时 间 随机 过 程 


本 节 讨 论 连续 时 间 的 随机 过 程 , 其 中 5.3.1 节 介 绍 一 些 基本 概念 及 性 质 , 5.3.2 节 着 重 
介绍 一 类 非常 重要 的 随机 过 程 : Wiener 过 程 . 


5.3.1 一般 概 念 
定义 5.3.1 一 个 随机 过 程 是 一 族 随机 变量 {€(t)|t E TC 民 }. 对 任意 weE QQ, 函数 


é(*,w) :to é(t, w) 


被 称 为 一 条 样本 路 径 . 


下 面 将 离散 时 间 鞭 序列 推广 到 连续 时 间 , 离散 时 间 款 序列 的 主要 结果 对 连续 时 间 都 
有 相应 的 结果 , 我 们 不 再 一 一 叙述 . 

定义 5.3.2 (1) 一 族 Q 上 的 o 代数 {五 |t €E TC 有 R} 被 称 为 一 条 滤 链 , 如 果 对 任意 
的 SS<tET'; 有 巨 CAcF. 

(2) 以 tET 为 参数 的 随机 过 程 &() 是 对 于 滤 链 万 的 著 (上 诸 , 下 鞭 ), 如 果 
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@ 对 任意 te TC 民 , &(t) 可 积 ; 
@ E(t) 适应 于 滤 链 万, 即 E(t) 是 五 可 测 的 ; 
@ 对 于 任意 s teET,é(s) = (E(t)|Fs) (相应 地 , > 或 <). 


下 面 介绍 几 个 随机 过 程 的 概念 , 它们 对 随机 控制 系统 很 重要 . 
定义 5.3.3 以 teET 为 参数 的 随机 过 程 E(t) 被 称 为 宽 平 稳 过 程 , 如 果 
(1) 对 任意 上 ET 了, B(é(t)) = 性 
(2) 对 任意 ts ET, 自 相 关系 数 只 与 + 一 s 有 关 , 即 
E(é(t)é(s)) = R(t — s) 


例 5.3.1 以 tie7 为 参数 的 随机 过 程 w(t) 被 称 为 白 噪声 , 如 果 满 足 
(1) 对 任意 te TT, E(w(t)) = 0; 
(2) 对 任意 t,s ET, 有 


E(€(W)é(s) = ot —s), 


其 中 6(.) 为 Dirac 6 函数 


则 显然 白 噪声 为 宽 平 稳 过 程 . 口 


定义 5.3.4 以 t ET 为 参数 的 随机 过 程 E(t) 被 称 为 狭义 平稳 过 程 , 如 果 对 任意 
t,t2,… ,tn € T, TT € 民 , 使 得 女 十 7T,t2 十 7)… ,th 十 7 € T, 满足 (&t1,… ,6,) 与 
(és1+7,: 5 7) 具有 相同 的 联合 分 布 函数 . 


显然 平方 可 积 的 狭义 平稳 过 程 一 定 是 宽 平 稳 过 程 . 

例 5.3.2 假设 &(t) 是 宽 平 稳 过 程 且 同 分 布 于 正 态 分 布 , 则 易 见 其 联合 分 布 只 取决 于 
一 、 二 阶 矩 , 而 宽 平稳 性 保证 相关 系数 B(&i,&i,) = 忆 (&ts+rétj+7), 所 以 它 也 是 狭义 平稳 
过 程 . 口 

定义 5.3.5 以 tET 为 参数 的 随机 过 程 E(t) 被 称 为 是 有 独立 增 量 的 ,如果 在 全 中 
任 给 如 二 在 <.…:<< 如 ， 

é(t1) — é€(to), €(t2) = €(t1),.** ,é(tn) 一 有 加 -1) 

是 独立 的 . 

定义 5.3.6 以 tET 为 参数 的 随机 过 程 E(t) 被 称 为 是 有 平稳 增 量 的 , 如 果 在 对 任意 
s,t ET 以 及 所 有 的 使 得 s 十 h,t 十 h ET 的 hh, E(t 十 h) 一 E(s 十 h) 具有 相同 的 分 布 . 

定义 5.3.7 以 t+ 之 0 为 参数 的 随机 过 程 L(t) 被 称 为 Levy 过 程 , 如 果 其 具有 独立 平 
稳 增 量 且 L(0) = 0 a.s. 


下 面 不 加 证 明 的 给 出 Levy 过 程 的 两 个 重要 性 质 . 


命题 5.3.1 设 L(t) 是 Levy 过 程 , 则 对 任意 t, L(t) 是 无 穷 可 分 的 , 即 对 任意 n€ N, 
存在 n 个 变量 {Xnili = 1,2,… ,n}, 使 得 L(t) 与 4 


具有 相同 的 分 布 . 并 且 , 可 以 选取 


x = Dy 0 


命题 5.3.2 记 Levy 过 程 的 n 阶 矩 为 jvn(t) = B(X"™(t)), 则 jn(t) 是 t 的 多 项 式 , 且 


Un(t+s)= > 的 Lk(t) pn—k(s)- 


k=0 


5.3.2 ”Wiener 过 程 


植物 学 家 Robert Brown 在 用 显微镜 观察 浮 于 水 中 的 花粉 运动 时 , 发 现 由 于 花粉 间 的 
碰撞 使 得 花粉 的 运动 呈 非 常 不 规则 的 轨迹 , 这 种 现象 被 称 为 Brown 运动 . Wiener 过 程 就 
是 来 描述 这 种 不 规则 运动 的 数学 模型 , 其 样本 路 径 非 常 不 规则 , 但 其 密度 函数 却 十 分 光 
滑 . 除了 用 来 描述 Brown 运动 , Wiener 过 程 在 物理 学 、 系 统 控制 以 及 经 济 学 中 都 十 分 重 
要 . 下 面 给 出 Wiener 过 程 的 严格 数学 定义 . 

定义 5.3.8 以 t+ 之 0 为 参数 的 随机 过 程 W(t) 被 称 为 Wiener 过 程 , 如 果 

(1) W(0) = 0 a.s.; 

(2) 样本 路 径 tFy W(t) 几乎 必然 是 连续 的 ; 

(3) 对 任意 有 限时 间 序 列 0< 妇 < 如 <:…<tn, 及 Borel 集 Al,A2,...,An, 有 


P(W(ti) € Ai,... ,W(tn,) € An) = “» 4 p(t1,0, Zz1)p(to 一 ti, T1, T2) 
Al n 


(5.3.1) 
本 -p(tn = 村 1 所 20 os din, 
其 中 
(t I EE : 25 
DA T,Yy) = Vt 
称 为 转移 密度 . 


例 5.3.3 由 式 (5.3.1) 式 可 知 


Fw(t) (7) = 下 -Le dv 
所 以 W(t) 服从 均值 为 0 方差 为 t 的 正 态 分 布 . 口 


下 面 讨 论 Wiener 过 程 的 增 量 性 质 . 
命题 5.3.3 Wiener 过 程 W(t) 是 Levy 过 程 . 


证 明 已 知 W(0) = 0 a.s., 我 们 需要 再 证 其 具有 平稳 独立 的 增 量 . 
先 证 明 其 具有 平稳 增 量 . 由 式 (5.3.1), W(s)、W(t) 的 联合 密度 分 布 为 


D(s， 0， Z)D(t 一 3S)T， 2). 
所 以 
P(W(t) — W(s) < 7) = J p(s;0, 2)p(t — s,2, Wdzdy 
t—s<7T : 


2 p(s, 0, £) Cf p(t — s,Z, Way) dz 
=/ zeoa (/ me-sn=z+odu] dz 


=/ 2%,0,%) (fn 一 “0, au) dz 


=] p(t — s, 0, vu)du. 


这 说 明 三 从 一 WW(s) 的 分 布 只 与 + 一 s 有 关 , 故 W(t) 是 有 平稳 增 量 的 . 

下 面 证 明 W(t) 具有 独立 增 量 . 为 简单 起 见 , 我 们 只 证 明 对 0 < s <t, W(t)— Wi(s) 
与 W(s) 一 W(0) 是 独立 的 , 证 明 过 程 可 平凡 地 推广 到 对 任意 个 时 间 段 0=t0 < < 
< 坟 


0) < WO 二 h i ( . 二 0 wav) th 


= 0, wu) (fn 一 s,0, waw) du 
eh p(s, 0, u)du A p(t — s, 0,w)dw 
=P(W(s) < z)P(W(t — s) < y) 


=P(W(s) < z)P(W(t) — W(s) < Y). 


下 面 给 出 Wiener 过 程 的 一 个 等 价 定 义 . 


定理 5.3.1 以 上 > 0 为 参数 的 随机 过 程 W(t) 是 Wiener 过 程 , 当 且 仅 当 
(1) W(t) 是 Levy 过 程 ; 

(2) 样本 路 径 上 hy W(t) 几乎 必然 是 连续 的 ; 

(3) W(t) 服从 均值 为 0 方差 为 t 的 正 态 分 布 . 
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由 命题 5.3.3 我 们 知道 对 任意 0 > >s<t W(t 一 W(s) 与 W(7) 是 独立 的 , 所 以 
W(t) 一 W(s) 与 o 代数 
olW()0<TSH 


是 独立 的 . 所 以 
E(W(t)|Fs)— W(s) = E(W(t) — W(s)|Fs) 
= E(W(t) — W(s)) = 0, 
即 W(t) 是 蒜 . 
事实 上 , Wiener 过 程 也 可 以 用 款 来 定义 . 


定理 5.3.2 考虑 以 t > 0 为 参数 的 随机 过 程 全 (及 由 其 生成 的 滤 链 万 = 
of{fW(s)|0 区 s<< 相 . 则 W(t) 是 Wiener 过 程 , 当 且 仅 当 

(1) W(0) = 0 a.s.; 

(2) 样本 路 径 上 try W(t) 几乎 必然 是 连续 的 ; 

(3) W(t) 和 W2(t) 一 t 是 关于 滤 链 万 的 款 . 


接 下 来 我 们 讨论 Wiener 过 程 样本 路 径 的 性 质 , 这 一 性 质 对 5.4 节 的 Ito 积分 是 十 分 
重要 的 . 


定义 5.3:9” 人 0 刁 W0 过 村 疙 吉 和 术 三 为 区 间 |00T]N 的 = 个 划分 ; 


At 一 se 
| OT 1 ltit1 图 | 


一 个 函数 有 : [0,T] 一 下 的 变 差 定义 为 
dm 3 i+1) 一 f(ti)|. 


定理 5.3.3 Wiener 过 程 W(t) 的 样本 路 径 的 变 差 几 乎 必然 是 无 穷 的 . 


征明 条 各 三 人 全 三 过 


本 


0 < ig<n} 为 [0, 了 7] 的 等 间距 划分 . 并 记 
Az 到 三 殉 ( 培 1) 一 丈 ( 弛 ). 


我 们 想 要 找到 子 序列 t?* 使 得 


ng—1 


lim > IAD*WI eo de; 
mk 一 OO < 0 
2 一 | 


这 就 能 保证 变 差 


n—1 
Lim 2 [W(titi1) — W(ti)| = 00 a.s. 
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为 此 , 我 们 先 证 明 


n—1 
: n C3 2 
im > VA a (5.3.2) 


i=0 


这 个 式 子 本 身 也 是 十 分 重要 的 . 因为 A?W 与 A?W,j 关 i 独立 , 我 们 有 (参见 习题 5.14) 


n—1 2 n—l1 oT > T2 
B | iArwe -7 | =5 |edarwi) - Tarwp) + | 
i=0 i=0 


全 EE 272 72 ) 


3 2 2 a 
pe n n 
272 

= 

Nn 


又 因为 L? 收敛 则 一 定 有 子 序列 几乎 必然 收敛 , 故 存在 nx 使 得 


nk—1 


lim > A Ta, 
Nk—HOO < 0 
Ss 


然而 
nk—1 ng—1 
和 AP WEP < max|lAgW| 》 IAmW,, 
i=0 i=0 


而 且 由 W(t) 样本 路 径 的 连续 性 , 有 


lim max|lAr*W|="0" a8.; 
mk 一 oo 


所 以 必 有 
nk—1 


lim > |A; W | Oo a.s. 


上 面 的 定理 说 明 Wiener 过 程 的 样本 路 径 是 非常 不 光滑 的 . 事实 上 , 可 以 证 明 ， 
Wiener 过 程 以 概率 1 对 任意 t+ > 0 都 是 不 可 导 的 . 我 们 将 其 一 个 弱化 的 版 本 留 作 习 题 : 
对 任意 七 > 0, Wiener 过 程 以 概率 1 不 可 导 (习题 5.16). 

最 后 我 们 不 加 证 明 的 将 Doob 极 大 L? 不 等 式 从 款 推 广 到 Wiener 过 程 . 


定理 5.3.4 设 剑 (,t>>0 是 Wiener 过 程 , 则 对 任意 的 t+>0 


E (ma YoP) < 4E (IW(t)|?). (5.3.3) 
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rr 


5.4 It6 积分 


因为 Wiener 过 程 W(t) 以 概率 1 对 任意 t 不 可 导 , 对 增 量 dW (t), 无 法 按 路 径 定 义 
形 如 [&(t)daW(t) 的 积分 , 因此 我 们 需要 引入 Ito 积分 来 解决 这 一 问题 . 
我 们 首先 对 一 类 简单 过 程 定义 It6 积分 . 


定义 5.4.1 (1) 设 万 ,上 >0 为 一 滤 链 . 随机 过 程 E(t),t 之 0 被 称 为 简单 过 程 , 如果 
存在 0 三 如 < 五 <.…: <t, 使 得 E(ti) 是 万, 可 测 的 平方 可 积 随机 变量 , 并 且 E(t) 可 表 
示 为 


n—l1 
é€(t) = > é(ti)101) (0). (5.4.1) 


i=0 


(2) 简单 过 程 E(t) 的 It5 积分 定义 为 


n—l1 
1(€) = > é(6) (W(tin) — W(&)): (5.4.2) 


t=0 
通过 直接 计算 , 可 以 知道 
B(II(OP)=B ( [ KGOPd) E 
0 


为 了 将 It5 积分 推广 到 更 广泛 的 随机 过 程 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 


定义 5.4.2 (1) 满足 以 下 两 个 条 件 随 机 过 程 E(,ty>0 的 集合 记 为 M?: 
OE(/ Ilé()l2dt) < o0; 
@ 存 在 简 单 过 程 é&1(t), é2(t), ware) 使 得 


lim E ( 大 RE 四- cat (5.4.3) 


定义 5.4.3 (1) 对 随机 过 程 上 (te M2, 如 果 存 在 平方 可 积 的 随机 变量 I(£) 及 满足 
式 (5.4.3) 的 简 单 过 程 & 6 og 使 得 


1(€) = ,lim (én) (7?), (5.4.4) 
则 称 I(&) 是 &(t) 的 Ito 积分 , 亦 记 为 
/ ~ (Hqw lt). 
(2) 对 随机 过 程 E(t) e M3, 其 It5 积分 定义 为 


17(é) := I(1l0,n]é), 


Eee ee 本 sp Ts 
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或 记 为 
yf 本 
人 (DOdT() 
可 以 证 明 , 如 果 (6) 存在 , 则 


BF) = Ef/ ~ je(What). 


例 5.4.1 我 们 来 看 两 个 最 简单 的 例子 . 
(有 D) 求 三 dWw(t). 
显然 &(t) 三 1 是 简单 函数 , 所 以 由 式 (5.4.2) 


F Co 
dWw(t) = lonaW(t) = W(T) — W(0) = W(T). 
0 0 


(2) 求 请 tdw(t). 
选取 [0, 了) 的 等 距 划 分 如 = 主 , 0<ign. 令 


= fenste,) 


i=0 


是 简单 过 程 , 容易 证 明 


O00 
lim E ( / |1r0,7)t — epat) =0. 
人 一 OO 0 


所 以 到 (6) 是 了 T(t) 2 收敛 的 极限 . 
了 (二 Ce (W(t®1) 3p W(t?)) 


Ee ET W(t W(t )) A W (tir1) (ti — 地 ) 


i=0 i=0 


=TW(T)— >B W(t1) (ti 一 如 ) ' 
i=0 


显然 有 
n—l1 


,lim SW) (a T= W(t)dt, a.s. 


但 是 我 们 需要 证 明 上 面 的 收敛 在 L? 意义 下 也 成 立 . 
n—l y 
E ( >》 Wt) (ti 如) -/ W(t)adt 
i=0 0 
nol ter1 a 
= ( ; ( | We - md 
) 


t=0 
<nDyp | [we -wat 
n—l1 et 
< ni ( 雹 1 一 如 )E 区 [W(t®1) — WO)| ai] 


i=0 
i=0 


) 


本 * 
/ tdW(t) = TW(T) — 天 W(t)dt. 
0 0 


像 Rieman 积分 一 样 , It6 积分 同样 具有 线性 性 ; 并 且 , 还 具有 款 的 性 质 . 

命题 5.4.1 给 定 滤 链 三 , t > 0 及 适应 于 滤 链 的 随机 过 程 E(, 7(， 实数 a,be 及 
及 00ST. 

(1) Ir(aé + bn) = alr(é) 十 bIr(n) (线性 性 ); 

(2) E(Ir(é)|Fs) = Is(é) ( 款 性 ). 

下 面 的 定理 给 出 了 It5 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 5.4.1 给 定 滤 链 万 ,上 > 0. 如 果 适 应 于 滤 链 的 随机 过 程 E(t) 的 样本 路 径 几乎 
必然 是 连续 的 , 则 It5 积分 IT(&) 存在 , 当 且 仅 当 


zx 
E t)l2dt : 
(/ l(a) ) < 
这 里 人 可 以 替换 为 oo. 


如 果 将 X(t) = 五 (6) 看 做 t 的 函数 , 那么 我 们 又 得 到 一 列 随 机 过 程 . 一 个 直观 的 问题 
是 ，It5 积分 是 否 像 Rieman 积分 那样 使 X( 是 t 的 连续 函数 ? 下面 的 定理 回答 了 这 一 
问题 . 

定理 5.4.2 对 任意 t 之 0, 随机 过 程 E(s) € M2, 其 It5 积分 为 久 (t) = I(E). 则 存在 
几乎 必然 有 连续 路 径 的 随机 过 程 立 ( 划 , 使 得 


P(Y(t) = X(t)) =1, t+>0， 
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并 且 Y(t) 在 几乎 必然 的 意义 下 是 唯一 的 . 


由 于 上 述 定 理 , 我 们 总 可 以 认为 It5 积分 的 样本 路 径 几 乎 必然 是 连续 的 . 我 们 将 一 类 
样本 路 径 几 乎 必然 是 连续 的 过 程 叫做 Ito 过 程 . 


定义 5.4.4 适应 于 滤 链 万 的 随机 过 程 E(t) 被 称 为 It5 过 程 , 如 果 其 样本 路 径 几 乎 
必然 是 连续 的 , 且 能 被 表示 为 
y 后 
é(T) = €(0) + 和 a(t)dt+ b(t)dW{(t), a.s., (5.4.5) 
0 0 
其 中 a(t) 是 适应 于 滤 链 五 且 样 本 路 径 几 乎 必然 是 Lebsque 可 积 的 , 对 任意 全 > 0， 
b(t) € M2. 
例 5.4.2 考查 例 5.4.1, 因为 


WI(T) = “am 
TWI(T) = ( W(t)dt+ 人 tdW (t), 
W(t) 和 tW(t) 都 是 Ito 过 程 . 回 
式 (5.4.5) 也 可 以 形式 上 地 写 为 
dé(t) = a(t)dt + b(t)dWw (t). (5.4.6) 


这 种 形式 又 被 称 为 Ito 微分 . 从 例 5.4.1, 例 5.4.2 可 以 看 出 判断 一 个 随机 过 程 是 不 是 It5 
过 程 以 及 求 一 个 In 过 程 的 微分 都 是 非常 困难 的 . 下 面 的 定理 使 我 们 能 从 简单 的 Ia 过 程 
出 发 , 求 其 复合 函数 的 微分 . 

定理 5.4.3 (Ito 公式 ) 设 E&(t) 为 It6 过 程 , 可 被 表示 为 如 式 (5.4.5), F(t,z) 为 一 实 
函数 ， 本 、 瑟 、F 连续 , 对 任意 了 > 0, b(t) 本 (t,é(t)) e M2. 那么 


ap(t £00) = ( Pritts (0) + Pelh €(O)alD) + $F.(h €(0W(D) at 


(5.4.7) 
+ Fs(t, é(t))b(t)dWw (t). 
例 5.4.3 已 知 WW(t) 是 Ia 过 程 , 令 F(t,z) = z?, 直接 计算 可 得 
d([W(t)|?) = dt + 2W(t)dWw (t). 
口 


5.5 ” Kalman 滤波 


本 章 最 后 一 节 考虑 随机 过 程 在 控制 理论 中 的 一 个 重要 应 用 , Kalman 滤波 . 我 们 考虑 


如 下 的 离散 线性 实 变 系统 
XEt1 = PktLEXEk + BEUE 十 四 十 了 RHIWk+1， 551) 
Yi = CkXEk 十 五 KUK 1 十 wk (5.5.2) 


其 中 Xh 是 n 维 复 数值 状态 向 量 , 芍 是 m 维 测量 的 输出 向 量 , wk 是 2 维 白 噪声 ( 即 ， 
E(wk) = 0, E(wkw;) = 6k;T), Dkwk 是 系统 噪声 ，Fiwi 是 量 测 噪声 , bi 是 确定 性 干扰 ， 
uk; vk 是 线性 依赖 于 输出 的 控制 . 

为 了 更 准确 地 分 析 系 统 , 我 们 想 要 从 量 测 到 的 输出 丈 得 到 系统 内 部 的 状态 Xi. 但 
是 因为 系统 有 随机 噪音 , 得 到 精确 的 Xi 是 不 可 能 的 , 于 是 我 们 只 能 退 而 求 其 次 , 尽 可 能 
地 过 滤 掉 噪声 的 信息 , 求 用 输出 信息 对 Xi 的 “好 ”的 估计 如, 这 便 是 滤波 问题 . 于 是 接 
下 来 的 关键 问题 是 何 为 “好 ”的 估计 , 以 及 如 何 得 到 “好 ”的 估计 . Kalman 滤波 中 定义 
“好 ”的 估计 为 线性 无 偏 最 小 方差 估计 . 所 谓 线性 , 是 指 估计 是 输出 的 线性 函数 , 即 

Ki = 01 + O02: 
无 偏 是 指 一 ( 如) = 马 (X); 而 最 小 方差 则 是 要 极 小 化 协 方差 
E [Cx — XR) (Xx 一 廊 .)"| : 


我 们 首先 忽略 整个 系统 , 来 看 用 一 个 随机 向 量 Y 对 随机 向 量 X 的 线性 最 小 方差 无 偏 
估计 . 


定义 5.5.1 令 4eCnxm 为 一 复数 值 答 阵 . 矩阵 六 被 称 作 A 的 伪 送 ,如果 满足 


AXA=4, 
0 

(4X)* = AX, 
(六 让 二 成 有 A. 


(5.5.3) 


可 以 证 明 , 满足 式 (5.5.3) 的 矩阵 义 是 唯一 存在 的 , 记 为 A+. 
命题 5.5.1 伪 送 满足 下 面 的 基本 性 质 
(1) 
(CA = (5.5.4) 
(2) 
(全 六 = 而 (5.5.5) 
(3) 
(A*A)+ = .At(A")t = A+(A+):; (5.5.6) 


A = (A ATA® SA*(AA)+; (5.5.7) 
(5) 
A+AA* = A*AA+ = A*; (5.5.8) 
(6) 令 U 和 分别 是 nxn 和 m xm 维 西 阵 , 则 
(UAV)+ = V*4+U7*. (5.5.9) 
对 于 wm 维 随机 向 量 X 和 m: 维 随机 向 量 Y, 我 们 记 协 方差 矩阵 为 
Rx = E[((X — E(X))(X — E(X))"], 
及 xy = E[(X — E(X))(Y — E(Y))’]. 


用 Y 对 义 的 估计 记 为 Xy, 用 Y 对 成 的 线性 最 小 方差 无 偏 估计 记 为 多 y. 


对 于 线性 估计 
Xy = C1 + C2Y, 
如 果 是 无 偏 的 , 则 
E(Xy) = 01 + C2E(Y) = E(X), 
于 是 有 


Cn = E(X)— C2B(Y). 
所 以 我 们 总 可 以 把 用 Y 对 XX 的 估计 写 为 
Xy = EX+ CO2(Y — EY). 
引 理 5.5.1 (1) 用 Y 对 XX 的 线性 最 小 方差 无 偏 估计 为 
Ry = E(X)+ Rxy RY(Y — E(Y)); (5.5.10) 
(2) 估计 误差 的 协 方差 矩阵 为 
Rx/y = Rx — Rxy RYRyx. (B51) 
证 明 我 们 首先 证 明 
Rxy RtRy = Rxy. (5:5:12) 
注意 到 


BE{l(T— RyRy)(Y — E(Y)II( ~ RYRY)(Y — E(Y))]*} 
=E{l(Y—E(Y))- RYRy(Y — E(Y))][(Y — E(Y)) — RYRy(Y — E(Y))]*} 
= Ry-—— RY Ry Ry = RyRY(RS) 站 RRvRY (BE) 
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其 中 
RyRY (R$)* = (RERYyRY) = (RY)* = Ry, 
于 是 有 
BE{[(T— RYERY)(Y — E(Y)I(T - RYRY)(Y -BO =0, 
所 以 
(I — RERY)(Y ~ BE(Y)) =0, 
二 是 


(Y —E(Y)) =(Y— E(Y)) (RERY)* =(Y - E(Y))*(RE RY). 


上 式 左 乘 铸 一 忆 ( 义 ) 再 求 期 望 可 得 式 (5.5.12). 
再 利用 下 面 几 个 显然 成 立 的 关系 


Res = Me 
以 及 对 式 (5.5.12) 两 边 取 共 思 转 置 
Ry RIRyx = Ryx, 


那么 误差 的 协 方差 矩阵 为 


E{[X — E(X)— Cs(Y — E(Y)J[X — E(X) — CalY ~ E(Y))]*} 
= Rx — C2Ryx — RxyC3 + CoRyCs2 
一 (C2 一 忆 xvrRt)Rv(C2 一 Rxy R+)* 二 Rx 一 Rxy RY Ryx. 


其 中 只 有 第 一 项 与 C。 有 关 , 且 该 项 是 半 正 定 的 , 于 是 该 项 为 0, 当 且 仅 当 
Go Rxy Ry 十 (5.5.13) 
其 中 2GRV2G* =0. 于 是 有 


Z(Y PON BE(Y))"2" =0, 


2Z(Y — E(Y))=0. 
于 是 
Ry =E(X)+ (Rxy Rt + 2)(Y — E(Y)) 


=E(X)+ Rxy Rt(Y — E(Y)). 


这 便 证 明了 式 (5.5.11) 和 式 (5.5.12). 口 
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我 们 将 上 述 定理 推广 到 用 两 个 随机 向 量 对 另 一 个 随机 向 量 的 估计 . 
引 理 5.5.2 令 已 , 芭 2 为 三 个 不 同 维 数 的 随机 向 量 , 令 w := a 则 用 ww 对 基 的 
线性 最 小 方差 无 偏 估计 为 
针 , = Ry +K(Z -yy), (5.5.14) 


其 中 


K= (Rxz 5 Rxy RY Ryz)RS/y- 


证 明 记 
Rxz/Y := E(X — Ky)(Z — Hy)’, 
类 似 于 式 (5.5.12), 我 们 可 以 得 到 
Rxz/Y 一 Rxz/y RZ/yRz/y =0. 
于 十 
Rxz/Y 一 Rxz/y RZ/yRz/y 
三 六 |G SN 和 )"| — Rxz/yRi/yE | A 和 )"| 


= [x — Ry — Rxz/yR$/y(2Z — 2Zy))(2 — 和 )"| 


=0. 


记 义 =X 一 名 -Rxz/yEjy(2 一 妈 ), 下 面 证 明 关 ,=0. 


E |X(Y E(Y))’] 
=E[(X -Ry — Rxz/vRy/y(2— Zr)(Y - E(Y))’]| 
三 BB [(X 一 五 X 一 Rxy RE(Y — E(Y))— 

Rxz/vR$/y(2 — E(2)— RzyRY(Y ~ E(Y))(Y — E(Y))’| 
= Rxy — Rxy RYRy — Rxy/zR$/y(Rzy — Rzy RyRy) 


=0. 


综 上 我 们 有 马 |(X(w t E(w))"| = 0. 注意 到 (六 ) = 0， 
Rx =E |(X— E(X)(w — E(w))"| =0. 


于 是 用 w 对 六 的 线性 最 小 方差 无 偏 估计 


,= EB(K)+ Ro, Rt(w = E(w))*=0, 


同时 
读 = 训 -Ry Rxz/rRiy(2 = Dy). 
所 以 
,= Ry + Rxz/rR$/y(2 — 2Zy), (5.5.15) 
其 中 


Rxz/y = E [x 一 芭 r)(2 — 和 )"| 
= E[(X—E(X)— RxyRY(Y — E(Y)))(Z — E(2Z) — Rzy RY(Y — E(Y)))’] 


= Rxz — Rxy RYRyz. 


口 
利用 引 理 5.5.2 的 递归 关系 , 我 们 可 以 得 到 如 下 的 Kalman 滤波 递归 式 . 


定理 5.5.1 考虑 离散 线性 实 变 系统 (5.5.1) 和 (5.5.2)， 记 输出 信息 为 Yk = 
[YT 了,.…. YI]T, 用 YK 对 状态 Xk 的 线性 最 小 方差 无 偏 估计 为 总 ,, 用 Yk-1 对 状 
态 Xk 的 线性 最 小 方差 无 偏 估计 为 总 (. Xr 和 关 / 满足 下 面 的 递归 式 


全 本 一 2 丰 K+1(Yr+1 一 OC eS Hk+1vk), (5.5.16a) 
发 人 1 = 更 EX + Beur + bk, (5.5.16b) 
Kxt+1 = (Pkr1CR+1 + DE+1FR+I)(Ck+1PR HICK + PrtiFR41+ 
(5.5.16c) 
CRHIDkHIERH + Fo+1DEFIOR,1)!, 
有 RH = Plyi— Keri(CEeriPhy + FrriDiy1), (5.5.16d) 


及 +1 Bk+1,k Pk BRE + Dk+1DE+1 (5.5.16e) 


其 中 及 := 瑟 [C 一 总)(X% 一 总 )*], Pl := 互 [(X 一 站 )CG 一 2 中, 并 记 思 = 
E(X0), Py = Rzo, Do =0. 
证 明 由 式 (5.5.1) 两 边 同时 用 Y* 估计 
RI 1 = BtlkRk + Bkvk + bk + Dk410k 41, 
其 中 因为 Y* 是 Xo0,wo,… ,wk 的 线性 函数 , 与 wk+1 不 相关 , 所 以 
Okt1 = E(kt1) + Renyr Ry (Y™ ~ E(Y™)) = E(wkt+1) =0. 


于 是 我 们 得 到 了 式 (5.5.16b). 
又 因为 Xk 也 与 wk 不 相关 ， 


PH =E [Cen 站 a 总 #1)"| 
=E { [Brrr (Xs 一 就) + Detiwkt1] [Bt1k( Xk — KE) + Denn } 


= Bkt1k Pe Br + Dkt1DErL 


即 式 (5.5.16e). 
式 (5.5.2) 两 边 用 Y* 估计 , 得 


Vrs = Opt1 Rh + Het1vh: 
由 引 理 5.5.2 我 们 知道 
区 = Rh + Keri(Yeri — Wri) 
= Rh + Kyri(Yketi — CptiRhti — Herivk). 
于 是 我 们 得 到 了 式 (5.5.16a), 并 且 


.上 二 
Kk+1 = Rx Yr+1/Yr Ry /ys 


其 中 
Ry,rpyr =B[(i 一 次)(Wen 一 次 1 
=E {[Cke+i (Xt — Li) herreal[ On (RE Ri) 十 有 HawktH]*} 
一 CktriPkriCRt1 + C(k+1)E [Cen 和 hp) | rit 


Fr+ib [orn (Xr 识 "| Ok+1 十 HIFERH 


而 
Eb [Cn 本 Rr) | 
三 小 { [Ber (Xs Sb Deyn } 
= Dk+1; 
所 以 


Ry pi/yr = Ckt1Pk41OR+1 十 ChHDREHIERHI 十 RHIDRHICRHI 十 用 HLERH1 (5.5.17) 


另外 
7 [Gen — Ri) (Vet — 误 11)"| 
=EB {(Xxn 一 总 Ci)[CkHTOXEHL 一 况 人 41) 十 Ferwet]"} 
=PrCkrit+E [Cen 一 次 ost | 


_ 五 / 水 六 
= PriCk+1 + Dkt1Fk41 


于 是 我 们 得 到 了 式 (5.5.16c). 
最 后 直接 计算 P41, 由 式 (5.5.16a), 我 们 有 


Pri=E [Can — Rt) (Xt 一 1)"| 
=E{[Xkt1 — Xr — Kgti(Yk41 — Yk)][XEr1 — Xhri — Krti(Yeri ~— Yn))} 
=Pri— Rx, yn/rYr Riri— Kerily ix/Ye + KetiRy /Ye KEsi: 
注意 到 
KrtriRy, /Yr Ker = Rxepyen/Yr Ry /yr Ryer/ye Ry /yr RX, Ye/Y 
= Rxepyer/Y* RS, /yr RX Yon /Ys 
= Rxppyer /Yr Kkt1 
所 以 
Pe+1 = Plt1— KpriRy,, xX/Yr 


= Ptr— Kyti(CktriPhri + FotiDEn). 


于 是 我 们 得 到 了 式 (5.5.16d). 口 
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5.6 ”注释 与 参考 


马尔 科 夫 是 俄国 数学 家 , 他 首先 引入 了 后 来 称 之 为 马尔 科 夫 链 的 随机 序列 , 揭 开 了 随 
机 过 程 研究 的 序幕 . 马尔 科 夫 链 在 概率 布尔 网 络 、 演 化 博弈 等 中 均 有 重要 作用 . 

款 的 概念 最 早 来 自 赌博 , &, 表示 n 次 博弈 后 的 运气 , 万 表示 次 博弈 后 积累 的 信 
息 . Levy 最 早 有 了 款 的 思想 , 而 美国 数学 家 Doob 做 了 许多 葛 基 性 工作 . 

日 本 数学 家 It5 是 随机 积分 和 随机 微分 方程 的 开拓 者 . 

随机 过 程 的 参考 书 很 多 , 面向 工程 或 应 用 的 较 适 合 工程 学 生 , 如 文献 [29, 28, 36]. 本 
章 相关 部 分 的 主要 参考 书 是 文献 [55], 未 证 明 的 定理 多 半 可 在 文献 [55] 中 找到 证 明 . 

出 生 于 匈牙利 的 美国 数学 家 Kalman, 他 提出 的 后 来 被 称 为 Kalman 滤波 的 滤波 方法 
是 现代 控制 理论 的 几 个 标志 性 工作 之 一 . 本 章 相关 的 更 详细 内 容 可 参考 文献 [7]. 


5.7 “习题 
5.1 证 明 如 果 名 是 适应 于 滤 链 万 , 的 蒜 , 那么 
E(t€i) = E(é2) 三 … 


5.2 证 明 如 果 &;, 是 适应 于 滤 链 万 , 的 上 款 , 则 式 (5.1.9) 中 定义 的 6 也 为 上 款 ， 

5.3 如 果 6&, 适应 于 滤 链 五 ,, 则 对 于 停 时 7, 证 明 &7n 也 适应 于 万 ,. 

5.4 如 果 所 是 适应 于 滤 链 万 , 的 非 负 下 款 , 7 为 停 时 且 存 在 使 得 7 < a.s., 证 明 
万 (名 ) > BB(&1). (提示 : 令 mm = 17<i, 证 明 mi 是 博弈 策略 .) 

5.5 假设 & 为 一 可 积 的 随机 变量 ， 万 , 是 一 族 滤 链 , 证 明 瑟 ( 引 万 ,) 是 一 致 可 积 的 蒜 . 

5.6 如 果 了 人 是 随机 矩阵 , 证 明 对 任意 mn, T" 也 是 随机 和 托 阵 . 

5.7 证 明 Chapman Komogorove 等 式 (5.2.4). 

5.8 试 证 明 式 (5.2.8). 

5.9 对 Markov 链 的 状态 i, di; 为 其 周期 , pa, (ili) 是 否 大 于 0? 

5.10 证 明 命 题 5.2.4. 

5.11 试 说 明 随 机 游 动 是 否 有 不 变 测 度 . 

5.12 令 & 为 一 不 可 约 非 周期 Markov 链 , 证 明 所 有 状态 均 为 遍历 的 , 当 且 仅 当 名 
有 唯一 的 不 变 测度 . 

5.13 试 说 明 Wiener 过 程 是 否 是 宽 平稳 过 程 . 

5.14 已 知 W(t) 是 Wiener 过 程 , 证 明 EB(W4(t)) = 3t2. 

5.15 已 知 W(t) 是 Wiener 过 程 , 证 明 W?(t) 一 t 是 蒜 . 

5.16 证 明 : 对 任意 上 > 0, Wiener 过 程 以 概率 1 不 可 导 . 

5.17 证 明 It6 积分 满足 线性 性 . 

5.18 证 明 : Ir(W(t)) = 3W?(T) 一 7, 其 中 W(t) 是 Wiener 过 程 . 

5.19 证 明 : Ir(W2(t)) = 3W3(T) 一 性 W(t)dt, 其 中 W(t) 是 Wiener 过 程 . 

5.20 证 明 : ew -去 是 It5 过程, 并 求 其 Ito 微分 , 其 中 W(t) 是 Wiener 过 程 . 


一 


点 集 拓扑 


本 章 讨论 点 集 拓扑 的 一 些 基本 内 容 . 首先 定义 拓扑 空间 并 讨论 其 相关 的 基本 概念 , 如 
开 集 、 闭 集 、 邻 域 、 拓 扑 基 等 ; 接着 讨论 映射 的 连续 性 , 并 依 此 给 出 同 胚 空间 概念 ; 然后 ， 
讨论 拓扑 空间 的 一 些 基本 性 质 , 如 分 离 性 质 、 连 通 性 质 、 紧 性 等 ; 最 后 讨论 乘积 空间 和 商 
空间 . 


6.1 ”空间 上 的 拓扑 结构 


在 距离 空间 中 , 我 们 可 以 用 距离 来 刻画 物体 的 位 置 、 相 互 关系 等 . 但 是 , 不 是 所 有 的 
集合 上 都 有 合适 的 距离 ; 而 且 , 许多 问题 要 讨论 的 是 点 之 间 的 连接 关系 , 这 时 , 距离 并 不 重 
要 . 例如 , 在 网 络 或 多 主体 系统 (multi-agent system) 中 , 重要 的 是 它们 之 间 的 连通 关系 . 
又 如 , 一 个 圆 与 一 条 直线 , 它们 虽然 都 是 一 维 的 , 但 却 有 本 质 的 不 同 . 怎样 用 数学 的 语言 将 
它们 刻画 出 来 ? 这 些 问 题 都 是 拓扑 学 要 讨论 的 问题 . 

一 个 拓扑 空间 是 一 个 带 有 拓扑 结构 的 集合 , 这 些 结构 来 自 开 集 、 闭 集 等 . 而 这 些 概念 
最 初 都 来 自 距 离 空 间 . 因此 , 我 们 首先 回忆 一 下 距离 空间 . 在 第 2 章 中 定义 过 一 个 距离 空 
间 (M, q), 它 由 两 个 部 分 组 成 : 一 个 集合 M 和 一 个 映射 d: M x M 一 民 , 满足 以 下 条 件 

(1) 0 入 dlz,y) <o%, Vz,yE Mi 

(2) d(z,y) = 0 当 且 仅 当 z= y; 

(3) d(z,y) = d(y, 2); 

(4) (三 角 不 等 式 ) d(x, z) < d(x,y) 二 + d(y,z), xz,y,z€ M. 

在 第 2 章 和 第 3 章 我 们 曾 遇 到 不 少 距离 空间 , 下 面 我 们 用 一 些 例 子 描述 距离 的 特性 . 


例 6.1.1 (1) 任何 一 个 线性 赋 范 空间 都 是 距离 空间 , 其 距离 为 d(z,y) = ||z 一 让 |. 

(2) 任何 一 个 内 积 空间 都 是 距离 空间 , 其 距离 为 d(z,y) = V(z 一 y,7 一 )- 

(3) 一 个 空间 上 可 以 定义 不 同 的 距离 , 例如 , R” 是 一 个 距离 空间 , 它 有 以 下 几 种 常见 
距离 


D1: d(zx,y) = Die- Vi)2; (6.1.1) 


D2: 区 (2 二 Da [zi — yil; (6.1.2) 


第 6 章 点 集 拓 扑 203 


D3: d(z,y) = > | 一 2 (6.1.3) 


D4: d(z,y) = V(z—WTP(s—Y), (6.1.4) 


这 里 PP 是 一 个 正定 和 矩阵. n 二 2 时 , 不 同 距离 DI、D2、D3、D4 下 的 单位 球 分 别 
见 图 6.1.1 的 (a)、(b)、(c)、 


全 
小 中 


图 6.1.1 不 同 距离 下 的 单位 球 


(4) 距离 空间 不 一 定 是 线性 空间 , 但 带 有 距离 的 线性 空间 在 理论 和 应 用 上 都 有 特殊 的 
重要 性 . 
(5) 距离 空间 的 任何 一 个 子 集 都 是 距离 空间 . 例如 , R” 中 的 单位 球 , 也 是 一 个 距离 


空间 . 
(6) 任何 一 个 非 空 集合 5 关 儿 , 定义 一 个 映射 4d:Sx5S 一 恨 如 下 
Ri E 有 
| WW AY; 


则 5 是 一 个 距离 空间 . 口 


回忆 第 2 章 、 第 3 章 的 讨论 ,“ 开 集 "、“ 闭 集 "、“ 邻 域 "、“ 称 ”"、“ 可 分 ”等 概念 在 刻 
画 空间 点 、 子 空间 、 映 射 性 质 等 方面 起 着 根本 性 的 作用 . 但 从 距离 空间 的 讨论 中 不 难看 
出 , 这 些 概念 中 最 基本 的 要 素 是 “ 开 集 ”( 或 者 等 价 地 考虑 其 余 集 , 即 “ 闭 集 ”). 然后 在 开 
集 (或 闭 集 ) 的 基础 上 讨论 其 他 各 种 结构 . 因此 , 一 个 集合 上 的 所 有 开 集 (或 闭 集 ) 决定 了 
集合 的 几何 结构 . 这 些 概念 的 抽象 和 概括 导致 了 一 般 的 拓扑 空间 . 


定义 6.1.1 给 定 一 个 集合 义 及 其 一 个 子 集 族 栈 (六, 耳 ) 称 为 一 个 拓扑 空间 ,如 果 
T 满足 以 下 条 件 

(ET ET 

(2) 如 果 U、 ET, YA 人 Eh4, 则 UseaU、 ET 

(3) 如 果 Ui ET, i = 二 1,… ,n, 那么 N21Ui ET 

在 一 个 拓扑 空间 (和 ,7) 中 , 一 个 元 素 Ue 7 称 为 一 个 开 集 . 它 的 余 集 , 记 作 Ue, 称 
为 一 个 闭 集 . 

也 许 应 当 解 释 一 下 为 什么 允许 开 和 集 作 任 意 并 , 而 只 能 作 有 限 次 交 . 实际 上 这 是 开 集 
的 本 性 . 如 果 在 Rt 上 考虑 开 集 , 一 个 开 集 U 是 一 些 开 区 间 的 并 . 它 的 特点 是 , 每 一 个 
点 ZEU, 都 有 一 个 包含 zx 的 足够 小 的 开 区 间 仿 在 U 中: (z 一 e,z 十 e) CU,e>0. 因 
此 , 不 管 多 少 个 开 集 并 起 来 , 都 不 会 改变 它 的 这 个 本 性 . 容易 证 明 , 有 限 多 个 开 集 的 交还 
具有 这 个 特性 . 因为 设 Ui, i = 1,… ,n 开 , zx € Nn?_1Ui. 那么 , 存在 (x 一 &i,z 十 &i) € Ui 
si > 0. 取 e = min?_iei > 0, 则 (z 一 e,z 十 e) C Nz_iUi. 但 无 限 多 个 交 就 未 必 行 了 . 设 
Ui = (一 4,), i = 1,2,…, 那么 Nn 吕 10i = {0} 不 是 开 集 , 因为 它 不 具有 开 集 的 特性 . 

例 6.1.2 设 X 是 一 个 距离 空间 , 我 们 可 以 根据 距离 定义 一 个 拓扑 如 下 : 设 z e XX， 
< > 0. 定义 开 球 Be(z) = {y|d(z,y) < e}. 然后 , 定义 开 集 . UV C X 称 为 一 个 开 集 , 如 果 
对 每 一 点 ze U 都 存在 es > 0, 使 得 Be (zx) C U. 定义 


Te FE 


那么 T 是 一 个 拓扑 . 这 个 拓扑 称 为 由 距离 导出 的 拓扑 . 要 证 明 厂 是 一 个 拓扑 , 条 件 (1) 显 
见 . 要 证 明 条 件 (2), 设 U, Ae 4 是 一 组 开 集 , 要 证 明 Uxe4DA 是 开 集 . 设 z e Uxe4UN, 则 
存在 Xo, 使 re Ux。. 因为 Us 是 开 集 , 则 存在 Be (2) CE Ux Rwe Bo (DE Wxeat. 
因为 z 是 任 选 的 , 根据 定义 , UxeaUa 开 . 

最 后 看 条 件 (3), 设 ,i = 1,.… ,n 是 一 组 开 集 . ze Pr 生态 . 设 z Enz_iUi, 则 存在 
0 使 Be(z) CUsi=l7 Se = mi 则 GeB(r) enw 根据 
TEU: HT. 加 


下 面 再 给 几 个 典型 的 拓扑 空间 的 例子 , 验证 它们 并 不 困难 , 我 们 留 给 读者 . 
例 6.1.3 (1) 在 及: 上 定义 


T= {(-00,7)|r € Ri}U {R!, 2}. 


容易 证 明 , (R!, 7 了 7) 是 一 个 拓扑 空间 , 这 个 拓扑 称 为 半 直 线 拓扑 . 


一 一 一 一 
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(2) 在 一 个 非 空 集 其 上 定义 
本 = {UC |U° 为 有 限 集 } U {2} 
容易 证 明 , (X,7) 是 一 个 拓扑 空间 , 这 个 拓扑 称 为 余 有 限 拓扑 . 固 


设 在 集合 X 上 有 两 个 拓扑 万 入 . 如 果 万 S 万 , 则 称 拓扑 万 比 75 粗 (或 者 说 小 )， 
而 拓扑 有 2 比 石 细 (或 者 说 大 ). 如 果 拓扑 万 = 75, 则 两 拓扑 相等 (也 称 等 价 ). 


例 6.1.4 给 定 任 一 非 空 集合 XX. 

(1) 定义 克 = {X, 8@}. 容易 看 出 7 是 一 个 拓扑 , 这 个 拓扑 称 为 平凡 拓扑 , 它 是 最 粗 
的 拓扑 . 

(2) 定义 古 = {UU CX}. 那么 万 包含 X 所 有 的 子 集 . 它 显然 也 是 和 上 的 一 个 拓 
扑 , 这 个 拓扑 称 为 离散 拓扑 , 它 是 最 细 的 拓扑 . 口 


定义 6.1.2 考虑 拓扑 空间 ( 义 , 了 7). 给 定 一 个 点 ZE 六 ,一 个 子 集 NN 称 为 z 的 一 个 
邻 域 , 如 果 存 在 一 个 开 集 U 使 得 ZE UTC N. 


因为 邻 域 需要 包含 一 个 开 集 , 所 以 只 考虑 开 的 那些 邻 域 , 称 为 开 邻 域 , 在 讨论 许多 问 
题 时 是 一 样 的 . 但 不 把 邻 域 定义 成 开 的 在 构造 邻 域 和 一 些 问题 的 叙述 中 常常 是 方便 的 . 

在 数学 分 析 中 , 称 一 个 函数 y = f(z) 在 zo 点 连续 , 如 果 任 给 。 > 0, 存在 5 > 0, 使 当 
lz 一 zol < 6 时, |f(z) 一 f(zo)| < e. 如 果 一 个 函数 点 点 连续 , 则 称 f(z) 连续 . 如 果 用 邻 域 
的 语言 来 说 , 就 是 如 果 z 属于 zo 的 6 邻 域 , 则 y = f(z) 属于 yo = f(zo) 的 < 邻 域 

在 下 面 的 例子 中 , 我 们 试图 将 这 个 概念 推广 到 一 般 拓 扑 空间 上 去 . 


例 6.1.5 设 M,N 为 两 个 拓扑 空间 , 已 : M 一 NN 为 一 个 映射 . 下 在 zoe M 连 
续 , 如 果 任 给 yo = F(zo) 的 一 个 邻 域 WW, 总 存在 zo 的 一 个 邻 域 V, 使 当 z ee V 时 ， 
F(z) e W. 

可 以 证 明 , 对 于 一 元 函数 , 这 个 定义 与 数学 分 析 中 用 = 一 6 语言 定义 是 一 致 的 . 

设 f(z) : R 一 R 在 邻 域 意义 下 在 zo 点 连续 , 取 (f(z0) 一 e, f(zo) 十 e),e > 0, 作 
为 f(zo) 的 邻 域 , 则 存在 zo 的 邻 域 U, 使 f(V) C (f(z0) 一 e,f(zo) 十 2). 因为 U 包含 
zo 的 一 个 开 邻 域 , 故 存在 6 > 0, 使 (zo 一 6,zo 十 6) C U. 因此 , f((zo 一 6zo 十 6)) C 
(f(z0) 一 a,f(z0) + es)， 这 就 是 说 : 任 给 s > 0, 存在 56 > 0, 使 当 |z 一 zol < 6 时 ， 
|f(z) — f(z0)| < <. 

反之 , 如 果 f(z) 在 一 6 语言 下 在 zo 点 连续 , 任 取 f(z0) 的 邻 域 三, 则 存在 s > 0， 
使 (f(z0) 一 e, f(z0) 十 Ee) C W.， 对 这 个 e > 0, 存在 6 > 0, 使 当 |z 一 zol < 6 时 ， 
|f(z)— f(zo)| <e. 取 V= (zo 一 6,zo 十 6), 则 当 z EV 时 , f(z)€W. 口 


在 距离 空间 中 , 或 者 更 具体 地 说 , 譬如 , 考虑 R", 所 有 的 开 球 并 不 构成 一 个 拓扑 ， 
为 不 管 是 开 球 的 并 或 交 一 般 都 不 是 开 球 . 但 是 如 果 UV 是 一 个 开 集 , 那么 对 U 中 的 每 一 点 
Zz ED, 均 存 在 sz > 0, 使 得 Be, (zx) CU. 于 是 
民有 


EU 


这 说 明 ,“ 开 球 ”是 构成 “ 开 集 ”的 砖头 , 我 们 把 这 种 砖头 集合 称 为 拓扑 基 , 即 开 球 集合 是 
由 距离 导出 的 拓扑 的 拓扑 基 . 一 般 定义 如 下 : 


定义 6.1.3 考虑 拓扑 空间 (X,77). B CT 称 为 一 个 拓扑 基 , 如 果 对 任意 U ET 
可 以 表示 为 B 中 的 元 素 的 并 . 

实际 上 , 一 个 拓扑 空间 的 结构 和 性 质 , 都 是 由 拓扑 基 决 定 的 . 而 对 于 许多 拓扑 空间 ， 
例如 距离 空间 , 刻画 拓扑 基 比 刻画 拓扑 本 身 要 简单 得 多 . 因此 , 对 于 一 个 拓扑 空间 , 我 们 
只 给 出 拓扑 基 就 够 了 . 

命题 6.1.1 给 定 一 个 集合 M, 设 互 为 NM 的 一 个 子 集 族 , B 能 够 成 为 M 上 某 一 个 
拓扑 的 拓扑 基 , 当 且 仅 当 (1) U{V1V e B} = M, (2) B 中 有 限 多 个 元 素 的 交 如 果 非 空 ， 
则 可 以 表示 为 BB 中 某 些 元 素 的 并 . 

这 时 , M 上 的 以 BB 为 其 拓扑 基 的 拓扑 古 , 称 为 由 如 生成 的 拓扑 . 


这 个 证 明 很 容易 , 留 给 读者 (见习 题 6.4). 


例 6.1.6 距离 空间 中 的 开 球 集合 是 拓扑 基 . 设 B; = (Bi)r(oi, (ri > 0)i=1,:.…,n 
为 距离 空间 X 中 的 开 球 ,V := N21Bi; 关 8. TEV, 则 d(x,o0i;)=di; <ri, 取 ji =7i 一 di > 
0, rz 二 min{jwi |1 < i <n} > 0, 构造 球 B., (7z), 则 B(xz) CV. 对 V 中 每 一 点 都 可 以 造 


这 样 一 个 球 , 于 是 
VB 
EV 
加 
除 拓扑 基 外 , 还 有 一 个 描述 拓扑 的 方法 , 就 是 通过 每 一 点 邻 域 的 情况 来 刻画 , 称 为 邻 
域 基 , 定义 如 下 : 


定义 6.1.4 考虑 拓扑 空间 (X,T), 设 CE 瑟 . 一 个 集合 {NAIAE4CG23 称 为 了 
的 邻 域 基 , 如 果 对 Zz 的 任 一 邻 域 N 都 存在 NA 使 TE N、 CN. 

给 定 拓扑 空间 每 一 点 ZE 六 的 邻 域 基 , 整个 空间 XX 的 拓扑 也 就 定 了 . 这 是 因为 X 
上 的 开 集 被 唯一 定义 好 了 : UV C X 开 , 当 且 仅 当 对 每 一 点 久 €E U, 存在 的 邻 域 基 中 的 一 
个 元 素 NV, 使 得 ve Nu C U. 特别 是 当 义 是 向 量 空间 时 , 只 要 某 一 点 (通常 选 零点 ) 的 
邻 域 基 定义 好 了 , 整个 空间 X 的 拓扑 也 就 定 了 . 因为 设 {N | 入 € 4} 为 零点 邻 域 基 , 则 
{z+NIAe4} 即 为 z 点 邻 域 基 . 


例 6.1.7 (1) 在 距离 空间 (X,qd) 中 , 任意 一 点 ZeX 的 一 个 邻 域 基 为 
{ Bi/n(z) | n=1,2,.… } ， 


(2) 设 在 集合 X 上 赋予 离散 拓扑 , 则 每 一 点 ze X 有 一 个 单 点 邻 域 基 , 即 该 点 自己 : 
es 口 
下 面 是 一 个 简单 例子 . 
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例 6.1.8 某 校 所 有 的 研究 生 集合 记 作 3. 设 M 为 男生 集合 , 玉 为 女生 集合 , Ci 
i 二 1 2,3 为 i 年 级 学 生 集合 . 给 定 一 个 子 集 Bo = {M, FC1}, 记 由 Bo 生成 的 最 小 拓扑 
为 了 , 那么 

(1) T 的 一 个 拓扑 基 是 


{A1 三 由 O1 do PT A= Ms = 


(2) 在 拓扑 了 下 , C1 是 一 个 开 集 , 4As 既 开 又 闭 , C2 既 不 开 也 不 闭 . 
(3) 设 z 是 一 个 二 年 级 男生 . z 的 邻 域 基 包 含 单 个 集合 {43}. 当然 xz 的 邻 域 基 不 唯 
rn 例如 ， {As, A1} 也 是 一 个 邻 域 基 . 回 


拓扑 空间 的 可 数 性 是 它 的 一 个 十 分 重要 的 本 质 性 的 特征 , 它们 就 是 通过 拓扑 基 及 邻 
域 基 来 定义 的 . 


定义 6.1.5 (1) 一 个 拓扑 空间 称 为 第 二 可 数 的 , 如 果 它 有 一 个 可 数 拓扑 基 ; 
(2) 一 个 拓扑 空间 称 为 第 一 可 数 的 , 如 果 对 任 一 点 ZE 克 都 有 一 个 可 数 邻 域 基 . 


由 定义 可 知 , 第 二 可 数 拓扑 空间 必定 为 第 一 可 数 拓扑 空间 这 是 因为 , 如 果 空 间 X 
是 第 二 可 数 的 , 那么 它 有 一 个 可 数 拓扑 基 B = {vi,v2,…}, 这 个 拓扑 基 也 是 任意 一 点 
ZEeX 的 邻 域 基 . 因为 设 N 为 x 的 一 个 邻 域 , 则 存在 开 集 U, 使 得 z EeE U C N. U 开 , 故 
存在 {vi,vis，…}C B, 使 得 U = Ukvi. 因为 ze U, 则 存在 某 个 使 得 x € vi. 于 是 


ve eeN. 
例 6.1.9 在 有 R* 中 我 们 考虑 所 有 的 开 球 
B.(c)={z ER"|l|lz—cl|l<r}, vceeR”",r>0, 


记 所 有 这 种 开 球 的 集合 为 B. 作为 距离 空间 , 我 们 从 例 6.1.6 知道 B 是 R” 的 一 个 拓扑 基 . 
当然 , 这 个 拓扑 基 是 不 可 数 的 . 但 这 不 等 于 说 , R" 不 是 第 二 可 数 的 , 因为 , 这 可 能 是 由 于 
未 找到 合适 的 拓扑 基 . 我 们 看 能 否 找 到 一 个 更 小 的 拓扑 基 . 

考虑 一 个 子 集 BQ C B, 它 由 有 理 数 球 心 ( 即 球 心 的 坐标 均 为 有 理 数 ) 和 有 理 数 半径 
( 即 球 半径 为 有 理 数 ) 组 成 , 那么 B® 是 一 个 可 数 集 , 并 且 仿 照例 6.1.6 的 构造 方法 , 容易 
证 明 : B98 是 R" 的 一 个 拓扑 基 . 因此 R” 及 其 普通 拓扑 是 一 个 第 二 可 数 的 拓扑 空间 . 口 


例 6.1.10 设 X 是 一 个 任意 集合 ,本 是 外 上 的 离散 拓扑 , 那么 (XX, 了 7) 是 一 个 第 一 
可 数 的 拓扑 空间 . 这 是 因为 , 对 每 一 点 ze XX, 单 点 集 {fz} 就 是 它 的 一 个 邻 域 基 . 那么 , 它 
是 不 是 第 二 可 数 的 呢 ? 如 果 X 本 身 是 个 可 数 集 , 即 X = {zi|i = 1,2,…}, 那么 , 它 是 第 
二 可 数 的 , 因为 所 有 的 单 点 集 {{zi}|i = 1,2,…} 是 厂 的 一 个 可 数 拓 扑 基 . 如 果 和 本 身 
不 是 个 可 数 集 , 那么 它 不 是 第 二 可 数 的 , 因为 设 B 为 其 某 个 拓扑 基 , 那么 对 每 一 个 re XX， 
单 点 集 {z} e B, 否则 {z} 无 法 由 B 中 元 素 的 并 生成 . 故 B 不 可 数 . 口 


例 6.1.11 在 有 穷 维 线性 赋 范 空间 中 所 有 的 范 数 导 出 的 拓扑 都 完全 一 样 , 因此 , 有 
穷 维 空间 的 任何 两 个 范 数 所 确定 的 空间 几何 结构 都 一 样 , 这 也 就 是 通常 说 的 有 穷 维 空间 


208 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版) 
上 的 任何 两 个 范 数 都 等 价 . 要 证 明 这 一 点 , 回忆 定理 3.2.2 和 定理 3.2.3. 设 | 省 , |: | 为 
有 穷 维 空间 和 上 的 两 个 范 数 , 则 存在 Rr > 0 使 得 


ra 和 有 las 怠 上 | 


记 它 们 导出 的 拓扑 分 别 为 万 及 坟 , 我 们 要 证 明 它 们 相等 . 设 Ue 且 x ez 则 存在 
Bi(z) = {yllly 一 zl <e} CU. 令 5=e/R, 则 由 上 述 不 等 式 , B3(z) = {yllly -zllz < 
6} CU. 因 z eU 是 任意 的 , 故 U 在 及 拓扑 下 开 , 即 U EG. 用 另外 半边 不 等 式 同 理 可 
证 , 设 Ue, 则 U En. 口 

一 个 非常 有 用 的 简单 事实 是 , 一 个 有 穷 维 赋 范 空间 上 的 连续 函数 , 它 的 非 零点 必定 是 
一 个 开 集 , 这 是 由 于 连续 性 决定 的 . 例如 , 将 nxn 矩阵 集合 Mxn 等 同 于 RR*, 那么 行 
列 式 det : R” -~ 及 是 一 个 多 项 式 函 数 , 故 为 连续 函数 , 故 行列 式 值 不 为 零 的 矩阵 集合 是 
一 个 开 集 . 下 面 是 它 的 一 个 简单 应 用 . 


例 6.1.12 考虑 一 个 真 多 项 式 分 式 (可 看 作 线 性 系统 的 传递 函数 ) 


P() -paorer pn 2 0 
Q(s) s7 二 gn-_1s"-1l 十 …+go 


确定 P(s) 和 Q(s) 是 否 互 质 在 控制 论 中 十 分 重要 . 考虑 系数 集 
es ; D0, dm 一 1)…… , go} 将 其 看 作 Rn 中 的 一 个 点 . 可 以 证 明 ， 使 9) 与 Q(s) 
互 质 的 那些 点 形成 一 个 开 集 . 要 证 明 这 一 点 , 记 2n x 2n 矩阵 


1 gn-1 EE 
0 
中 机 ee 
S= i a (6.1.5) 
0 pn-1 po 
0 pn-l po 
Ts ee 


利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 P(s) 与 Q(s) 互 质 , 当 且 仅 当 det(S) 关 0. 而 
U={S|det(S) #0} CR 


是 一 个 开 集 , 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 口 


下 面 , 我 们 考查 一 下 闭 集 . 设 {CA| 和 e 4} 为 拓扑 空间 (X,7) 上 的 一 组 闭 集 , 那么 
{Cs | 入 Ee 4} 为 拓扑 空间 上 的 一 组 开 集 . 由 De Morgan 公式 


No (Ue) 


入 E4 入 E4 


本 2 

但 UcnC? ET, 故 门 ch CA 仍 为 一 个 闭 集 . 这 就 是 通常 所 说 的 , 拓扑 空间 中 任意 多 个 
闭 集 的 交 仍 为 闭 集 . 

同样 道理 , 可 以 证 明 : 拓扑 空间 中 有 限 多 个 闭 集 的 并 仍 为 闭 集 . 实际 上 , 一 个 拓扑 空 
间 也 可 以 通过 闭 集 来 定义 (见习 题 6.9). 

开 集 和 闭 集 是 拓扑 空间 中 最 基本 的 集合 类 型 .当然 , 一 般 地 说 , 在 一 个 拓扑 空间 中 还 
有 许多 集合 , 它们 既 不 是 开 集 , 也 不 是 闭 集 . 这 时 , 我 们 感 兴趣 的 是 包含 它 的 最 小 闭 集 和 
它 所 包含 的 最 大 开 集 . 


定义 6.1.6 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4 C M. 

(1) 4 的 闭 包 , 记 作 有 4 或 cl(A), 定义 为 包含 A 的 最 小 闭 集 ; 

(2) 4 的 内 部 , 记 作 A, 是 4 所 包含 的 最 大 开 集 . 

也 许 有 人 会 问 : 给 定 一 个 集合 , 为 什么 我 们 对 包含 它 的 最 小 开 集 和 它 所 包含 的 最 大 闭 
集 不 感 兴趣 呢 ? 这 是 一 个 很 自然 的 问题 , 而 且 很 重要 , 因为 当 缺 乏 必 要 的 数学 训练 时 , 一 
个 常 犯 的 错误 就 是 认为 一 个 集合 中 总 有 一 个 “最 大 的 ”和 一 个 “最 小 的 ”元 素 . 实际 上 , 一 
般 地 说 , 一 个 集合 如 果 它 不 是 开 集 , 就 不 会 有 包含 它 的 最 小 开 集 , 如 果 自 己 不 闭 , 也 不 会 有 
它 包 含 的 最 大 闭 集 (见习 题 6.10). 

但 是 , 对 给 定 集合 , 包含 它 的 最 小 闭 集 和 它 所 包含 的 最 大 开 和 集 总 是 存在 的 . 我 们 有 如 
下 的 命题 . 

命题 6.1.2 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4 C M. 

(1) 4 的 闭 包 为 包含 它 的 所 有 闭 集 的 交 ，, 即 


4= 门 ClIC 闭 且 C 5 4}. (6.1.6) 
(2) 4 的 内 部 为 它 所 包含 的 所 有 开 集 的 并 , 即 
4=LJHDIZ 开 且 Dc 4j. (6.1.7) 


(3) 4 是 一 个 闭 集 , 当 且 仅 当 4 = 4. 
(4) 4 是 一 个 开 集 , 当 且 仅 当 A = 有 A. 


证 明 我 们 只 证 式 (6.1.6). 首先 , 右边 的 交集 有 意义 , 因为 全 空间 M 是 包含 4 的 一 
个 闭 集 . 其 次 , 闭 集 的 任意 交 总 是 闭 的 . 所 以 , 式 (6.1.6) 的 右边 是 闭 集 . 第 三 , 它 最 小 ， 
为 任 一 包含 4 的 闭 集 都 是 交集 中 的 一 个 因子 , 故 它 不 会 比 交集 大 . 口 


定义 6.1.7 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4C M. 4 的 边界 , 记 作 bd(A), 定义 为 
bd(4) = AN Ac. 


这 些 概念 都 是 距离 空间 中 相应 概念 的 自然 推广 , 因此 , 容易 检验 , 对 一 般 拓扑 空间 , 下 
列 性 质 仍然 成 立 . 


命题 6.1.3 设 4CAM, 那 么 
(1) zz € 4, 当 且 仅 当 对 z 的 任何 邻 域 Nj, Ns 站 A@z 29; 

(2) ze 4 当 且 仅 当 存在 一 个 z 的 开 邻 域 Ns ,Nz C 4i 

(3) zebd(4), 当 且 仅 当 对 于 z 的 任何 邻 域 Ns, NAz@ 且 NsNnA°#%@. 


证 明 我们 证 (1), (2) 和 (3) 的 证 明 留 作 练习 (见习 题 6.12). 

设 ze 4. 如 果 存 在 z 的 一 个 邻 域 Nz, 使 得 Nzm4 = 2 那么 存在 开 集 D, 使 得 
zeUcN. 因此 , UN 4h = 9g. 于 是 , 4 C Ue. 因为 Ue 闭 , 而 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ， 
故 4cre. 但 ze4 而 zgTc, 矛盾 . 故 Nmn4 夫 红 5 

反之 , 设 对 z 的 任何 邻 域 Ns, Ns nN 4 关 @. 如 果 zz 4 A, 那么 , x €E (4A)°. 因为 (4)* 
开 , 则 存在 U 开 , 使 zeEUc(A)°, 即 UNnA4A=g%g. 因此 UNA=&. 因 可 是 z 的 一 个 邻 
域 , 矛盾 . 故 ze 4. 口 


命题 6.1.2 及 命题 6.1.3 中 的 点 集 的 一 些 基 本 关系 是 十 分 重要 的 , 在 动力 系统 的 研究 
中 , 它们 被 经 常用 到 而 不 加 任何 说 明 . 


例 6.1.13 考虑 动力 系统 
df x EER", 


设 f 是 完备 的 , 即 解 (也 称 为 轨 线 ) B1 (zo) 对 所 有 t e (一 00, co) 都 有 定义 , Q 称 为 一 条 轨 
线 的 w- 极 限 集 , 如 果 对 任 一 z € Q 的 任 一 邻 域 U0, 对 任 一 时 刻 卫 > 0, 总 存在 上 > 人 使 得 
gf(zo) EU. 

下 面 证 明 , w- 极 限 集 是 闭 集 , 只 要 证 Q = Q 即 可 . 这 等 价 于 证 CQ. 设 zo € ,我们 
要 证 明 它 是 w- 极 限 集 Q 中 的 一 个 点 . 令 了 为 2 的 一 个 邻 域 , 因为 zo € 9, 则 UNQ 冯 @. 
设 zEUNQ, 因为 U 开 , 则 z 为 U 的 内 点 , 存在 z 的 一 个 开 邻 域 V, 使 2eVCU. 现 
在 , 因为 z e Q 是 一 个 w- 极 限 点 , 故 对 任 一 时 刻 工 > 0, 总 存在 t+ > 了 使 得 村 (zoj eV. 
于 是 {f(z0) EU. 口 

定义 6.1.8 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4 C M. 

(1) 4 称 为 M 的 一 个 稠 集 , 如 果 A = M; 

(2) 4 称 为 在 M 中 无 处 稠 , 如 果 有 A 不 包含 任何 非 空 开 集 . 

例 6.1.14 在 平面 R? 中 , 考虑 以 下 集合 : (1) 41 := Z x Z, 即 坐 标 为 整数 的 点 的 集 
合 ; (2) hz := Q x Q@, 即 坐 标 为 有 理 数 的 点 的 集合 ; (3) hs := 了 x 了, 即 坐 标 为 无 理 数 的 点 


的 集合 . 
显然 , 41 在 及 2 中 是 无 处 稠 的 , 因为 A1 = 41, 它 不 包含 任何 非 空 开 集 . 而 A2 及 4s 
是 稠 的 , 因为 As = 及 2，4a = 及 2. 口 


稠 是 一 个 很 重要 的 拓扑 概念 . 下 面 这 个 命题 经 常 被 用 来 判断 一 个 子 集 是 否 稠 , 而 它 本 
身 也 给 稠 一 个 直观 的 概念 . 

命题 6.1.4 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4C M. 4 在 M 中 笛 , 当 且 仅 当 对 M 中 的 任 一 
非 空 开 集 UCM 有 有 ANU 产儿 . 


0 lt 
证 明 设 4 稠 .UV c M 为 非 空 开 集 . 如 果 ANU = 2 那么 4 C Us. 因为 UV 闭 , 那 
么 ACUsG M, 蔬 盾 . 
设 对 任 一 非 空 开 集 U Cc M, 4nT = Cg. 如 果 4 不 笛 , 则 W = 4e 为 开 集 , 并 且 
WW 关 @. 于 是 
、 gS=WNASWNMSA, 


矛盾 . 口 


当然 , 这 些 概 念 都 依赖 于 拓扑 的 选择 . 例如 , 在 普通 拓扑 下 , Z 在 RR! 中 无 处 稠 ; 但 如 
果 在 半 直 线 或 余 有 限 拓扑 下 Z 就 在 RR! 中 稠 了 (见习 题 6.13). 

我 们 曾经 说 过 , 一 个 有 穷 维 赋 范 空间 上 的 连续 函数 , 它 的 非 零点 必定 是 一 个 开 集 , 这 
是 由 于 连续 性 决定 的 . 一 个 更 强 的 结果 是 : 一 个 有 穷 维 赋 范 空间 上 的 非 零 解析 函数 , 它 的 
非 零点 必定 是 一 个 开 笛 集 . 这 是 因为 , 如 果 非 零点 不 稠 , 则 有 一 非 空 开 集 U, 在 U 上 这 个 
函数 恒 为 零 . 故 它 的 Taylor 展开 式 系数 均 为 零 , 即 此 函数 恒 为 零 . 


例 6.1.15 回忆 例 6.1.9, 因 行 列 式 值 det(S) = f(gqo,:… ,qn-_1,po,… ,pn_i) 是 一 个 
多 项 式 函 数 , 故 为 解析 函数 . f 不 恒 等 零 , 因 取 go = qi =:…:= gn_1==0,pi= 二 :…= 
pn_1 二 0 及 po 关 0 时, f 不 为 零 . 因此 可 知 


U={S|det(S) #0} CR 


是 一 个 开 稠 集 . 口 


在 非 线性 控制 理论 中 经 常用 到 这 一 点 . 如 果 一 个 性 质 在 R" ( 或 n 维 流 形 ) 的 一 个 开 
稠 集 上 成 立 , 则 称 它 是 在 一 个 一 般 集 (generic set) 上 成 立 . 


定义 6.1.9 设 M 为 一 个 拓扑 空间 . M 称 为 可 分 的 , 如果 存 在 一 个 可 数 集 4, 它 在 
AM 中 秽 . 


下 面 给 出 一 些 可 分 或 不 可 分 的 空间 的 例子 . 


例 6.1.16 (1) 有" 在 普通 拓扑 意义 下 是 可 分 的 , 因为 具有 有 理 坐 标的 点 的 集合 Q" 
在 其 中 稠 . 

(2) 及 ! 在 离散 拓扑 下 是 不 可 分 的 . 它 的 任何 真子 集 都 不 稠 . 设 S S 及 ., 则 存在 + 5. 
单 点 集 {r} 开 , 且 它 与 5 不 交 , 故 5 不 稠 . 实际 上 , 我 们 证 明了 任何 一 个 不 可 数 集合 在 离 
散 拓扑 下 都 是 不 可 分 的 . 口 


例 6.1.17 设 尺 C SCX. 如 果 尺 在 5 中 稠 , S 在 X 中 笛 , 那么 RR 在 XX 中 秽 . 
这 是 因为 , 设 UC X 为 一 非 空 开 集 , 那么 UNn5S 关 @. 而 Cn5S 是 5S 上 的 一 个 非 空 开 
集 (更 严格 的 讨论 可 参见 6.2 节 关 于 拓扑 子 空间 的 定义 ), 而 玉 在 8 中 笛 , 故 存在 re RR， 
rceUnScr. 而 也 是 X 的 任 一 非 空 开 集 , 今 Un 玉 尖 台 , 故 尺 在 和 中 稠 . 

这 种 方法 常常 用 于 可 分 性 的 讨论 中 . 例如 , 回忆 例 3.1.9 Ce, 引 是 可 分 的 . 回忆 勒 贝 
格 积分 的 定义 , 不 难 证 明 , 一 个 平方 可 积 函数 可 以 用 一 个 连续 函数 任意 逼近 , 即 Cla,5| 在 
IL2[a,9| 中 稠 . 于 是 可 以 知道 L?[a,9]| 也 是 可 分 的 . 口 


定义 6.1.10 设 M 为 一 个 拓扑 空间 . M 称 为 是 第 一 纲 集 的 , 如 果 它 能 表示 成 可 数 
个 无 处 稠 的 集合 的 并 ; 否则 , 它 称 为 是 第 二 岗 集 的 . 


下 面 这 个 定理 称 为 Baire 纲 定理 , 是 一 个 十 分 重要 的 分 析 工 具 . 


定理 6.1.1 (Baire 纲 定理 ) 如 果 一 个 距离 空间 关 是 完备 的 , 则 它 是 第 二 纲 
集 的 . 


证 明 设 


我 们 只 需 证 明 至 少 有 一 个 Mi 不 是 无 处 稠 的 即 可 . 设 所 有 的 Mi 均 无 处 稠 . 选 
Bi = Bei(p1) C ME, 


这 里 sl < 1. 构造 Ci = Bo.sei (p1). 因为 Mz 是 无 处 稠 , M2 不 包含 C1, 我 们 可 以 定义 一 
开 球 
B= B., (p2) c Meo 


这 里 en < 9 le1. 再 构造 C= Bo.se, (p2). 
一 般 地 说 , 因为 M+1 是 无 处 稠 的 ,Mk+i 不 包含 Cx, 我 们 可 以 找到 一 个 开 球 


Bk+l = 了 es (pk+1) , (M+1)° NM Cx, 
这 里 sk+l < 2-1ek. 构造 Ck+l = Bo.sesy1 (pk+1), 于 是 有 
CCRC BA， 


因此 
Bk+t GC Ck, t> 0， 


并 且 对 m > 大 均 有 
a 


这 表明 {pk} 是 一 个 Cauchy 列 , 因为 X 是 完备 的 , pk 一 pe X (k 一 oo). 因为 
d(px, p) < d(pk, Pm) + d(pm,p) > QF ey 二 d(pm,D) < Ek, (m 二 co) 
DEADBK C (Mi)°, 
这 说 明 p 4 Mi. 于 是 


Oo 
了 和 UAMA = X, 
k= 


显然 这 是 一 个 矛盾 . 口 
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6.2 ”映射 、 同 胚 空间 、 子 空间 


本 节 讨 论 拓 扑 空间 之 间 的 关系 . 两 个 拓扑 空间 是 通过 它们 间 的 映射 联系 起 来 的 ， 
此 , 我 们 首先 考虑 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 . 
定义 6.2.1 设 M、NN 为 两 个 拓扑 空间 . 一 个 映射 7: M 一 称 为 连续 映射 , 如 果 


下 面 两 个 等 价 条 件 之 一 成 立 ; 
(1) 对 任 一 开 集 U C N, 它 的 逆 像 


7 1(U):= {z Ee MI|r(z) EU} 


是 开 的 . 
(2) 对 任 一 闭 集 C C N, 它 的 逆 像 7-1(C) 是 闭 的 . 


必须 检验 这 两 个 条 件 是 等 价 的 . 设 x :MM 一 为 一 个 映射 , W CN 为 任 一 集合 , 那 
么 一 个 显然 的 事实 是 
[Ir (W = (WS). 


这 是 因为 , 对 任 一 z € M, 如 是 x(z) e 三 , 则 r(z) 4 We. 如 是 x(z) 4 W, 则 mr(z) e We. 
现在 设 对 每 个 开 集 UC N, xr-1(U) C M 均 为 开 集 . 那么, 令 CC N 为 一 闭 集 , 则 
[r-1(C)]s = -1(C*) 为 开 集 , 因此 , x-1(C) 为 闭 集 . 反之 亦 然 . 

为 理解 这 个 一 般 定义 的 合理 性 , 考虑 距离 空间 . 


例 6.2.1 设 M 与 为 两 个 距离 空间 , 且 下:M 一 NN 为 一 映射 . 我 们 可 以 像 微 积 
分 里 那样 用 e-6 语言 定义 连续 性 : F 在 zo 点 连续 , 如 果 任 给 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 
dlz,zo) < 6 时 , 总 有 d(F(z), F(z0)) < e. FF 是 连续 的 , 如 果 它 在 任何 点 zx € M 均 连续 . 
相信 这 个 定义 大 家 都 很 容易 理解 , 因为 虽然 研究 的 对 象 从 有 R! 推广 到 一 般 距离 空间 , 但 直 
观 概 念 与 微 积分 中 的 定义 是 一 致 的 . 

检验 在 距离 空间 中 这 个 定义 与 一 般 拓扑 空间 上 的 连续 性 定义 一 致 : 设 下 在 e-6 
语言 定义 下 连续 , 我 们 要 证 明 它 在 定义 6.2.1 下 也 连续 . 设 UV C N 为 任 一 非 空 开 集 ， 
x € F-1(U), 于 是 y = F(z) e U. 因为 U 是 开 集 , 则 存在 e > 0, 使 B.(y) C U. 由 连 
续 性 , 存在 6 > 0, 使 得 R(Bi(z)) C Be(y) C U. 换言之 , Bs(z) C Ff-1(U), 即 每 一 点 
ZX E€ F-1(U) 均 有 一 开 球 Bs(z) C F-1(U), 故 -1(U) 为 开 集 . 由 此 可 知 FF 在 定义 6.2.1 
下 也 连续 . 

反之 , 设 下 在 定义 6.2.1 下 连续 . 任 给 ze M,y = F(x) € N. 任 取 Be(y),e > 0. 
那么 F-!1(Be(y)) 是 包含 xz 的 一 个 开 集 . 于 是 , 存在 5 > 0, 使 Bs(z) C F-!1(Be(y)), 即 
有 (Bi(z)) C Be(y). 从 而 下 在 e-6 语言 定义 下 连续 . 加 | 


下 面 定 义 两 个 空间 的 同 胚 . 


定义 6.2.2 设 M、N 为 两 个 拓扑 空间 . M 和 NN 称 为 是 同 胚 的 , 如 果 存 在 一 个 映射 
:MM 一 NN, 它 是 一 对 一 、 映 上 和 连续 的 , 并 且 它 的 送 Tn-! 也 是 连续 的 . 这 样 的 映射 元 称 
为 一 个 同 胚 映射 . 


如 果 一 个 映射 是 一 对 一 且 映 上 的 , 则 称 为 双向 一 一 映射 . 
例 6.2.2 设 52 为 一 球面 
S2 = {(z,y,2) E RS|22 + + 2 =1} 


且 N 为 北极 , 即 N = (0,0,1). 那么 5S2\N, 带 上 它 从 R3 上 的 距离 得 到 的 拓扑 , 同 胚 于 
及 2. 一 个 同 胚 映射 为 
X= z/(1 Tn z), 
Y= y/(1 5 
这 里 (X,Y) 是 R? 上 的 坐标 . 闻 
如 果 两 个 空间 同 胚 , 那么 从 拓扑 学 的 角度 上 , 它们 是 相同 的 . 因为 一 个 空间 的 开 集 ， 
它 的 像 就 是 另 一 个 空间 的 开 集 , 反之 亦 然 . 例如 , 平面 上 的 单位 圆周 $1 不 可 能 与 一 条 
直线 工 同 胚 , 即使 它们 都 是 一 维 的 . 因为 如 果 它 们 同 胚 , 设 下 : 51 一 工 为 其 同 胚 映射 ， 
{Ua| 和 EA} 为 研 的 一 个 开 覆 盖 . 那么 {E-IL(CA)1Ae 4} 为 31 的 一 个 开 和 覆盖 . 因 51 是 
紧 的 , 故 存 在 有 限 子 覆 盖 {fF-1(,)|i = 1,… ,n}. 于 是 {U1|i= 1,…,n} 是 工 的 一 
个 有 限 子 覆盖 . 这 就 是 说 , 工 的 任 一 开 履 盖 存 在 有 限 子 覆 盖 , 故 工 紧 , 这 显然 不 对 . 
定义 6.2.3 设 (已 ,7 为 一 拓扑 空间 , SC X. 5S 称 为 的 一 个 拓扑 子 空间 , 如 果 9 
上 的 拓扑 定义 如 下 
={VnNSIUV en 


需要 证 明 (5, 7s) 的 确 是 一 个 拓扑 空间 . 注意 到 


[WW MS = Uen [UMNS]; 
[ 门 二 : Ui]fNS= [UNS], 


容易 证 明 7s 的 确 是 一 个 S 上 的 拓扑 . 

在 拓扑 空间 的 一 个 子 集 上 , 如 果 定 义 上 述 子 空间 拓扑 , 则 称 它 带 有 继承 拓扑 . 

在 实际 应 用 中 , 我 们 经 常 要 遇 到 拓扑 空间 的 子 空间 . 因此 , 子 空间 拓扑 是 一 个 十 分 重 
要 的 概念 . 

例 6.2.3 (1) 设 ze 了 Rm (m <n). 将 z 等 同 于 (zx,0) e R", 则 Rm 可 看 作 防 ” 的 子 
集 . 设 Rr 上 的 普通 拓扑 为 由 其 欧 氏 距离 导出 的 拓扑 , 容易 看 出 , Rm 作为 子 空间 的 继承 
拓扑 与 它 的 普通 拓扑 是 一 致 的 . 

(2) 在 及 2 上 每 一 点 (z,y) 定义 一 个 直角 区 域 


Blzw) = {(u,0) €E R? |u > 1,v > Y); 


记 所 有 直角 区 域 集合 为 
B= Wr | (到 y) 三 R?}. 


容易 验证 , 好 可 以 作为 一 个 拓扑 基 . 于 是 它 可 生成 一 个 拓扑 了, 使 (R?, 了 7) 为 一 拓扑 空间 . 
设 工 为 平面 上 一 条 直线 , 如 果 工 与 轴 或 9 轴 平 行 , 则 子 空间 拓扑 是 半 直 线 拓扑 ( 见 例 
6.1.3); 否则 , 子 空间 拓扑 为 普通 拓扑 . 口 


一 个 拓扑 空间 的 子 集 也 可 以 有 自己 与 继承 拓扑 不 同 的 拓扑 . 这 时 , 它 不 能 称 为 原 空间 
的 拓扑 子 空间 . 


例 6.2.4 定义 映射 下 :RR! 一 R? 如 下 


je | z(t) = sin(2 arctan(t)), 
y(t) = cos(2 arctan(t)). 


F 的 像 是 G := 5S1\{P}), 这 里 书 = (一 1,0) ( 见 图 6.2.1). 这 时 , 在 五 的 像 G 上 可 以 定义 
两 种 拓扑 : (1) 因为 下 是 一 对 一 的 , 可 以 将 及 ! 上 的 拓扑 直接 搬 到 G 上 : 即 , 如 果 UU Cc Ri 
开 , 则 F(V) C G 开 . (2) 可 以 将 G 看 作 R? 的 子 空间 , 则 它 可 以 具有 子 空间 拓扑 . 这 两 个 
拓扑 是 不 同 的 . 例如 , 在 第 一 个 拓扑 下 , G 是 闭 的 , G = G; 在 第 二 个 拓扑 下 , G 不 是 闭 的 ， 
G=5!. 口 


图 6.2.1 子 空间 拓扑 


最 后 , 我 们 再 回 到 连续 映射 , 讨论 一 个 连续 映射 的 延 拓 定 理 , 即将 在 局 部 定义 的 连续 
函数 拓 广 到 整个 空间 . 它 在 系统 控制 中 也 有 许多 应 用 , 例如 , 当 我 们 寻找 连续 反馈 控制 时 ， 
我 们 可 能 先 在 部 分 区 域 上 造 出 状态 反馈 律 , 然后 , 再 把 它 拓展 到 全 空间 . 这 时 , 延 拓 定理 
就 成 了 有 力 的 工具 . 

设 汪 是 一 个 距离 空间 , 4 C X, z € 久 . 定义 z 到 4 的 距离 


U(r A inf d(z, oa) 


那么 , 这 个 距离 是 z 的 连续 函数 . 


引 理 6.2.1 设 XX 是 一 个 距离 空间 , A C 义 . 定义 所 (z) :二 d(z; A), 则 局: 贸 马 恨 是 
一 个 连续 函数 . 


证 明 设 gX 关 TcR 为 一 开 集 , 我 们 要 证 明 -1(U) := W 开 . 如 果 W = 2 
则 已 是 开 集 , 否则 , 设 zo € W, 即 yo = F(z0) e U. 因为 U 开 , 则 存在 s > 0 使 得 
(yo 一 ,yo 十 Ee) EU, 因为 (zo0) = d(xo, 4), 根据 定义 , 存在 ao e 4, 使 得 


d(zo,ao) < F(z0) 十 E/2. 
构造 邻 域 球 Bejz(zo), 若 ze Be/az(zo), 则 有 三 角 不 等 式 
d(z,ao) < dtz,zo) + d(x0, a0) < 下 (zo) 十 es， 


于 是 
d(x, A) < d(x,a0) < F(zx0)+ Ee. 
同样 , 由 三 角 不 等 式 有 , 对 任 一 a € 4， 


d(x,a) > d(xo,a) — d(x, xz0) > F(z0) 一 dlz,zo) > F(x0) — e/2. 


因此 
(zj 二 inf dlz, a) > 下 (zo) 一 <. 


这 就 是 说 , 玉 (Beja(zo)) C U. 因为 zoe W = Ff-1(U) 是 任意 的 , 故 W 的 任意 点 都 是 内 
点 , 即 W 开 . 口 


引 理 6.2.2 设 久 是 一 个 距离 空间 , A、B C 六 为 两 个 不 相交 闭 集 , 则 存在 一 个 
连续 函数 : 久 一 及, 使 得 Flz) = 1, zx € Ah; f(r7) = -1,z€B;-1l1< jz) < 1 
TEX\(AUB). 


证 明 ” 先 证 明 : 对 任 一 ze 和 有 
d(x, A) + d(x, B) > 0. 


设 存在 z 使 d(x, 4) 十 d(x,B)=0, 即 d(x,4)=0 且 d(x,B)=0. 因为 d(z,4) = 0, 则 存 
在 {Qi} C 4h, 使 lim;_)oo ai = Zz. 而 4 为 闭 集 , 则 xz € 4. 同 理 , ze B. 于 是 ANB#%， 
矛盾 . 
于 是 , 我 们 可 以 定义 
_ dl(z, B) — d(z, A) 
f(z) = a B) a AM)’ (6.2.1) 
直接 验算 即 知 , 这 个 f(z) 满足 要 求 . 口 


定理 6.2.1 (Tietze 扩张 定理 ) 在 距离 空间 的 一 个 闭 集 上 定义 的 连续 函数 可 以 连续 
扩张 到 全 空间 . 
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证 明 设 X 为 一 距离 空间 , C C X 为 一 闭 集 , f : C 一 及 连续 . 先 设 f(z) 有 限 . 不 
失 一 般 性 可 设 存在 M > 0, 使 得 


max (2) = mi f(z) = —M. (6.2.2) 
否则 , 记 
max f(7) =a; mip f(z) =b. 
做 变换 
j= (2s) 
则 六 满足 式 (6.2.2). 
定义 两 个 集合 


A1={z EC|f(z) > M/3}; 
={z€Clf(z) < —M/3}. 


容易 看 出 ，A1、B1 为 闭 集 (例如 ，A1 = f-1([M/3, 十 oo0)) 为 闭 集 的 原 像 ， 故 闭 ), 且 
Ain Bi = gg. 由 引 理 6.2.2 可 知 , 存在 gi : X 一 [-M/3, M1/3] 连续 , 使 得 gi(z) = M/3, 
TE Ai; gi(7)=—M/3, ze Bi; —M/3< gi(7) < M/3, x € X\(A1U Bi). 注意 到 


Ha -no < FS, seo. 
然后 考虑 f(z) 一 gi(z). 类 似 地 , 定义 两 个 集合 
hs = {re Cf(s) — 9(s) > 2M/9}; 


B2={z EC|f(z)— gi(z) < -2M/9}. 


则 存在 9 : X 一 [-2M/9,2M/9] 连续 , 使 得 gz(z) = 2M/9, rz € 42; gz(z) = -2M/9, 
7z € B2; -2M/9 < gi(7z) < 2M/9, z € X\ (hzU Bo). 误差 为 


Je) = gi(z) — g2(z)| < 乞 -， ee 


继续 这 一 过 程 , 可 以 构造 


:| 9n-1M -| 
n°* Ss 》 


3 -让 37 


jf(z) 一 Sls zeC (6.2.3) 


i=1 


i 
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|gn(z)| < Es 元 ENG: (6.2.4) 
不 难看 出 , gn(z) 在 久 上 一 致 收 化 因此 g(z) := n gn(z) 存在 且 连 续 . 而 且 
==1 1 一 


g(7)= jz)， zEC. 


注意 到 
2 00 gn-1M 
Iolo)| < Dlgn(o)| < MY ~ =M, rexX; (6.2.5) 
i=1 i=1 
并 且 , 由 式 (6.2.4) 知 
lg(z)| < M，zZEeXNC. (6.2.6) 


最 后 , 考虑 f(z) 无 界 的 情况 . 取 hh : (-eo,co) 一 (-11) 为 一 同 胚 映射 (例如 ， 
h(z) = 2 arctan(z)), 则 hof 取 值 在 (--1,1) 之 间 . 构造 5(z), 使 得 


TT 


é(7)=hof(z), zEC. 


于 是 

hoé(z)= f(z), zeEC. 
即 h-1oéE(z) 为 jz) 的 连续 扩张 . 口 
6.3 ”分 离 与 联通 性 


距离 空间 通过 距离 将 点 与 点 或 集合 与 集合 分 开 . 在 一 般 拓 扑 空间 中 我 们 希望 通过 拓 
扑 作 同 样 的 事情 . 一 般 拓 扑 空间 中 没有 距离 , 因此 , 只 能 通过 开 集 来 区 分 它们 . 


定义 6.3.1 (1) 一 个 拓扑 空间 (和 ,7) 称 为 了 空间 , 如 果 对 任何 两 个 点 z,y € 六 ,或 
者 存在 一 个 Us ET 丁 使 得 ZE Ui 且 Y 4 Us, 或 者 存在 一 个 UET 丁 使 得 yeEU, 且 zw 攻 U,. 

(2) 一 个 拓扑 空间 (XX, 也) 称 为 空间 , 如 果 对 任何 两 个 点 x,y € 义 存在 两 个 开 集 
Us ET 古 及 U, ET, 使 得 gsEUs 及 YG Uz, 并 有 ye 及 ZU,. 

(3) 一 个 拓扑 空间 (X,7) 称 为 Ts 空间 , 如 果 对 任何 两 个 点 x,y € 六 存在 两 个 开 集 
Us ET 丁 及 U, EET, 使 得 Z € Us, y EU 并且 UzcNnU, = 2 To 空间 也 称 Hausdorff 
空间 . 

由 定义 可 知 ZT 空间 一 定 是 朋 空间 , 而 太空 间 一 定 是 空间 . 因此 , (将 工 看 作 工 
空间 的 集合 时 ) 我 们 有 如 下 的 包含 关系 


全 (6:3:1) 


下 面 的 例子 说 明 它 们 依 序 为 后 者 的 真子 集 . 
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例 6.3.1 (1) 回忆 例 6.1.3， 
T={(-00,7)|r € R} J{R!, 9 


容易 检验 , (R!, 了 7 是 一 个 To 空间 , 因为 任 给 两 点 z 关 Yy, 不 失 一 般 性 , 假设 z < y, 那么 ， 
构造 开 集 U = (一 00, 给 Y), 则 xz Ee U 且 y 4 U. 但 它 不 是 邢 空间 . 因为 任何 包含 y 的 开 
集 都 包含 z. 

(2) 考虑 RR! 上 的 余 有 限 拓扑 


T= {U CRIU* 有 限 }， 


那么 (R1, 7T) 是 一 个 元 空间 , 因为 给 定 两 点 z 关 y. 则 了 I\{z} 为 包含 y 而 不 包含 xz 的 
开 集 , 而 RR! \ {y} 为 包含 z 而 不 包含 y 的 开 集 . 它 不 是 To 空间 , 因为 它 的 每 个 非 空 开 集 
都 是 全 空间 刨 去 有 限 点 , 所 以 任何 两 个 非 空 开 集 都 不 可 能 不 相交 . 

(3) 依 普通 拓扑 , 容易 证 明 R" 是 一 个 T2 空间 , 它 是 下 面 这 种 情况 的 特例 . 

(4) 任何 一 个 距离 空间 , 依 距离 导出 拓扑 , 总 是 一 个 2 空间 设 任 给 两 点 z 关 y， 
则 7 = d(x,y) > 0 作 开 球 Bl = Bj2(z), Bo = Bj2(y) 于 是 Ze Bi ye Bz, 且 
BiNB,=%. 口 

设 义 为 一 拓扑 空间 , 4 C X. 类 似 于 一 点 , 我 们 也 可 以 定义 4 的 一 个 邻 域 . N 2 4 
称 为 4 的 一 个 邻 域 , 如 果 存 在 一 个 开 集 U, 使 得 4C UC N. 有 了 这 个 概念 , 我 们 可 以 对 
集合 作 分 离 . 

定义 6.3.2 (1) 一 个 元 空间 (和 ,7T) 称 为 TT 空 间 , 如 果 对 任何 一 个 点 Ze XX, 一 
个 闭 集 C C 和 ,zz C， 存在 两 个 开 集 ( 开 邻 域 ) Us 和 Uc, 使 得 ze Us, C C Uc, 且 
Uz NUc = 8. Ts 空间 也 称 正则 空间 (regular space). 

(2) 一 个 大 空间 (X,T7) 称 为 T4 空间, 如 果 对 任何 两 个 不 相交 闭 集 O1 C XX, C2 CX， 
OQ1mC2 = 2 存在 两 个 开 集 ( 开 邻 域 ) UI、U2, 使 得 Cl C UT, C2 e Uo, 并 且 UNU2=%. 
Ta 空间 也 称 正规 空间 (normal space). 

在 上 述 定义 里 为 什么 要 先 要 求 元 呢 ? 因为 五 空间 中 单 点 集 是 闭 的 . 更 一 般 地 说 , 有 
如 下 命题 . 


命题 6.3.1 设 铸 为 T 空间 ,N= {21,… ,Zn} C 六 为 一 有 限 集 , 则 NV 为 闭 集 . 
证 明 只 要 证 单 点 集 Ni = {zi} 闭 , 则 N = UzLiNi 也 闭 . 设 y 关 zi, 则 存在 UU 开 ， 


使 ye U,, zx #4 U,. 因此 , Ne 开 , 即 N; 闭 . 口 
现在 , 对 于 有 或 Ta 空间 , 单 点 集 是 闭 的 . 于 是 显然 
人 (6.3.2) 


距离 空间 是 非常 好 的 拓扑 空间 , 它 具 有 所 有 这 些 分 离 性 质 (参见 习题 6.16 和 习题 
6.17). 
有 了 分 离 的 概念 , 我 们 就 可 以 讨论 连通 了 . 直观 地 说 , 连通 就 是 分 不 开 . 


定义 6.3.3 ”给 定 一 个 拓扑 空间 M. 一 个 集合 UC M 称 为 闭 开 集 , 如 果 它 既是 闭 集 
也 是 开 集 . 一 个 拓扑 空间 1M 称 为 一 个 连通 空间 , 如 果 它 只 有 两 个 闭 开 集 : M 和 纪 . 


用 闭 开 集 来 定义 连通 似乎 不 够 直观 , 但 实际 上 这 是 一 个 很 聪明 的 办 法 . 我 们 通过 几 个 
简单 例子 来 理解 它 . 


例 6.3.2 设 和 = 了 IN\{0}. 将 各 看 作 玉 ! 的 拓扑 子 空间 ( 带 及 1 的 普通 拓扑 ), X 不 
连通 . 记 P= {ze X|z >0},N={zeX|zx<0}), 那么 PP 入 均 为 开 集 . 同时 , 在 子 
空间 意义 下 , Pe = NV 是 开 集 , 故 PP 闭 . 因此 P 是 闭 开 集 . 同样 可 知 , N 也 是 闭 开 集 . 故 
XX 不 连通 . 

那么 在 民 ! 上 能 否 找 到 类 似 的 闭 开 集 呢 ? 这 是 不 行 的 . 譬如, 类 似 于 X, 记 P= {ze 
XI|z 之 0}, N= {z eX|z < 0}. 那么 , P 不 开 而 NN 不 闭 . 

及 是 连通 的 . 设 U 关 @ 且 U 关 民 是 一 个 及 上 的 闭 开 集 . 选 z e UV 及 ye UUs, 不妨 
设 z <y. 考虑 集合 V = {z e U|z < 中, 那么 V 具有 最 小 上 确 界 m < y. 因为 U 是 闭 
的 , 则 m e UV, 因此 m < y. 但 同时 开 区 间 (m,y) Cc U5, 它 也 是 闭 集 , 因为 U 是 开 的 . 
此 me Te, 这 是 荒唐 的 . 

同样 的 讨论 显示 了 及 中 的 任何 区 间 都 是 连通 的 . 口 


例 6.3.3 记 G := GZI(R) C Mnxn 为 所 有 行列 式 值 不 为 零 的 n xn 实 矩 阵 集 
合 . 将 Mnxn 与 R* 等同 , 赋予 G 以 R* 的 子 空间 拓扑 , 则 G 不 连通 . 因为 , 定义 
G+ ={Ae€ Msxn | det(A) >0},G- = {AE Mnxn| det(4) <0}. 由 于 det :Wax SR 
为 连续 映射 , 则 Gj = det-1(0, 十 oo) 开 . 同样 , G_ = det”!( 一 00,0) 也 开 . 故 G4, G_ 均 
为 闭 开 集 . 后 面 我 们 将 看 到 G 和 G_ 为 G 的 两 个 连通 分 支 . 口 

定义 6.3.4 给 定 一 个 拓扑 空间 M. 一 个 连续 映射 + :T= 二 [0,1] 一 M 称 为 M 上 
的 一 个 路 径 ，JM 称 为 是 路 径 连通 的 , 如 果 对 任意 两 点 ZE JM 总 存在 一 条 路 径 Tr 使 得 
ni{0) = RA) 

例 6.3.4 回忆 例 6.3.3, 我 们 证 明 GH 和 G_ 都 是 路 径 连通 的 . 为 记号 简单 起 见 , 设 
n 二 2. 两 者 的 证 明 本 质 上 完全 一 样 . 先 证 G+. 设 4eG+, 存在 PP 使 P-1AP 为 Jordan 
标准 形 . 

情形 1: 


pe 
0 


定义 路 径 


本 0 
we | 0 二 VO 


显然 , fr 将 P-14P 与 I 连接 起 来 了 , 于 是 路 径 卉 (t) := Pr(t)P-1! 就 将 4 与 五 连接 起 
来 了 


情形 2: 
PP 
0 


类 似 于 情形 1, 可 先 用 一 个 路 径 x1(t) 将 4 和 一 五 连接 起 来 , 再 用 以 下 的 x2(t) 将 一 到 与 
72 连接 起 来 
cos((t — 1)x) sin((t— | Er 


坟 介 二 |: sin((t — 1)7) cos((t — 1)7) 


将 两 条 路 径 组 合成 一 条 路 径 是 很 容易 的 . 即 , 设 x1(0) = 4, m(1) = B, 72(0) = 卫 ， 
72(1) = 二 CGC. 那么, 定义 


ND O01/2; 
x(t) = 
m2 Sl) /atel. 


容易 看 出 , r 是 连接 4 与 C 的 一 条 路 径 . 
因此 , 可 以 有 一 条 路 径 将 4 与 五 连接 起 来 . 


情形 3: 
ppe |ed. 
0a 
先 作 
0 


的 大 


将 它 与 对 角 矩 阵 连接 起 来 . 再 利用 前 两 种 情况 的 结果 (或 直接 构造 路 径 ) 将 它 与 五 连接 


起 来 . 
最 后 一 种 情形 : 
pte 
一 Da 
定义 0 满足 
Q A b 
cos(0) = J sin(0) = EF 

然后 定义 路 径 


cos((1—#t)0) sin((1 一 力 9) 
i EF Bt = 0) couttl Woy 
显然 , 它 将 P-14P 与 对 角 和 矩阵 连接 起 来 . 再 利用 前 面 的 结果 将 它 与 I 连接 起 来 . 

因此 , 有 路 径 将 G+ 中 的 任何 矩阵 4 与 五 连接 起 来 . 注意 到 , 如 果 x(t) 连接 p, g. 则 
"(1 一 连接 g, p. 因此 , 有 路 径 将 G+ 中 的 任何 两 个 矩阵 4 与 B 连接 起 来 . 即 ，G+ 也 
是 路 径 连 通 的 . 


系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 
下 面 证 明 G_ 也 是 路 径 连 通 的 . 设 4,B e G_. 令 Q = 世 ’ 则 QA,QB € G,, 
存在 x(t) 连接 Q4、QB, 于 是 Q-1x(t) 连接 4、B. (注意 : Q@-1i7(t) € G_.) 口 


拓扑 空间 中 的 一 个 最 大 连通 子 集 称 为 它 的 一 个 连通 分 支 . 因此 , 通常 称 GL(n, 民 ) 有 
两 个 连通 分 支 . 这 个 结论 无 论 在 理论 研究 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 十 分 有 用 的 . 


命题 6.3.2 一 个 路 径 连 通 的 拓扑 空间 也 是 连通 的 . 

证 明 设 M 为 一 个 路 径 连 通 的 拓扑 空间 , UV 关 儿 及 Uz 关 M 是 M 上 的 闭 开 集 . 选 
Zz EUV 及 y Ee U°. 因为 M 是 道路 连通 的 , 所 以 存在 一 条 路 径 x :了 一 M 使 得 r(0) = z 
及 7(1) = y. 由 连续 性 , -1(U) 及 x-1(U°) 均 为 T 上 的 非 空间 开 集 , 这 是 不 可 能 的 , 见 例 
G3:2 站 

下 面 的 例子 表明 命题 6.3.2 的 逆 命 题 不 成 立 . 

例 6.3.5 在 下? 上 定义 一 个 拓扑 子 空间 为 (图 6.3.1) 


s= {oy em 4 = sin (2) z>0}u{(0Wly eR). 


它 是 连通 的 , 因为 Y 轴 和 曲线 均 不 是 闭 开 集 . 实际 上 , Y 轴 不 开 , 因为 它 在 [--1, 1] 之 间 的 
每 一 点 都 不 是 内 点 , 它 的 任何 邻 域 都 包含 曲线 上 的 点 . 而 曲线 不 闭 , 因为 了 轴 在 [一 1, 1] 
之 间 的 每 一 点 都 是 曲线 的 极限 点 . 

但 是 5S 不 是 路 径 连 通 的 , 因为 没有 一 条 路 径 能 连接 这 样 的 两 个 点 , 一 点 在 Y 轴 上 而 
另 一 点 在 曲线 上 . 加 


6.3.1 连通 但 不 是 道路 连通 


如 果 六 是 一 个 拓扑 空间 , C Cc 义 , 我 们 说 C 是 连通 子 集 (简称 C 是 连通 的 ), 即 指 C 
作为 拓扑 子 空间 是 连通 的 . 


命题 G3.3 设 CNEGE 区 人 二 光 是 连通 的 ， 且 NAeACA FG. RG = UaeAC\ 是 连 
通 的 . - 
证 明 在 子 空间 C 中 , 设 存在 多头 UC 为 闭 开 集 , 则 Ze 为 非 空 闭 开 集 . 由 于 C、 


是 连通 的 , 它 必 须 或 者 在 UV 中 或 者 在 Ue 中 . 由 于 UV 与 Te 非 空 , 至 少 有 一 个 CA 在 U 
中 , 也 至 少 有 一 个 Ch》 在 :UVc 中. 于 是 ; .MeaCX==-@; 矛盾 : 口 


命题 6.3.4 设 AC 久 连通 ,ACBCA, 则 BB 连通 . 作为 特例 , 4 连通 . 


证 明 设 U 为 X 空间 的 闭 开 集 , 则 由 4 连通 可 知 , 4 CU 或 4 Cc Ue 不 妨 设 
Me WB UT: 国 


邻 域 的 连通 性 质 常常 也 是 十 分 重要 的 . 


定义 6.3.5 ”一 个 拓扑 空间 M 称 为 在 点 ZE M 局 部 连通 , 如 果 工 的 任 一 邻 域 N; 包 
括 一 个 连通 的 邻 域 U, 3 7. 1M 称 为 局 部 连通 的 , 如 果 它 在 每 一 点 均 局 部 连通 . 

下 面 的 例子 表明 , 局 部 连通 空间 未 必 是 连通 的 (因此 也 未 必 道 路 连通 ); 反之 , 道路 连 
通 空间 也 未 必 是 局 部 连通 的 (因此 , 连通 空间 也 未 必 是 局 部 连通 的 ). 

例 6.3.6 (1) 考虑 及 连同 它 的 离散 拓扑 , 那么 它 是 局 部 连通 的 , 因为 每 一 点 它 本 身 
就 是 自己 的 连通 邻 域 . 但 它 不 连通 , 因为 每 一 点 都 是 闭 开 集 . 

(2) 设 Bi i = 1,2,… 为 从 原点 到 (1, 计 ) 的 闭 线段 , Bo 为 和 轴 上 的 闭 线段 [0, 1], 如 
图 6.3.2 所 示 . 

Y 


Bo.2(7) 


图 6.3:2 无 限 扫 蚌 


ede ethene rte 
一 个 无 限 扫 帅 定义 为 
重用 
i=0 

它 显然 是 道路 连通 的 . 

但 它 不 是 局 部 连通 的 . 假如 , 考虑 一 点 z = (0.5,0), 其 邻 域 球 Boz(z) 不 包括 任何 连 
通 邻 域 . 口 
6.4 ” 紧 空 间 


不 论 在 数学 分 析 或 者 泛 函 分 析 中 , 空间 的 紧 致 性 都 是 十 分 重要 的 . 同样 , 一 般 拓扑 空 
间 的 紧 致 性 是 一 个 十 分 重要 的 概念 . 


定义 6.4.1 设 {UA| 和 和 EA} 为 M 上 的 一 族 开 集 , 它 称 为 M 的 一 个 开 履 盖 ,， 如 果 


el! LA 了 ID AM. 
入 E4 


AM 称 为 一 个 紧 空 间 ,， 如果 它 的 任 一 开 履 盖 均 有 一 有 限 子 履 盖 ,， 即 存在 一 个 有 限 子 集 
2 丁香 

k 

UU DM 

i=1 


由 微 积 分 中 知道 在 普通 拓扑 下 一 个 集合 UC R" 是 紧 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集 . 这 
对 RR", 或 者 说 有 穷 维 线性 赋 范 空间 是 对 的 , 但 它 对 一 般 距 离 空间 未 必 对 . 例如 , 考虑 集合 
{zx} 3 了 k= le 这 里 (Tk)i 了 Oik, 即 T1 一 (1,0,0,……)， VS = (0, 1,0,:…:) 等 . 显 
然 {zk1k ==1,2,…} 是 有 界 闭 集 , 因为 |zkl = 1, k= 1,2,:…; 但 它 不 紧 . 构造 开 集 族 
Uh =":(0,2) x (0, LRNOD I) x (O02) = 


Us =(02) (0 2 UO Ret0 2 (0 Se, 


Us =i(0; 2) X57 (ODO TD RAO Dr (OD ) Ks: 
— 
k 
那么 , Ui C 天 开 . 显然 {Uk |k = 1,2,… 上 } 为 {zh,; k= 1,2,:…} 的 一 个 开 有 覆盖 , 但 不 存在 
它 的 一 个 有 限 子 覆 盖 . 


定义 6.4.2 在 一 个 拓扑 空间 M 中 称 一 个 序列 zk 收 仇 于 z, 如 果 对 z 的 任 一 邻 域 
U3 Zz 总 存在 一 个 NN > 0, 使 得 n>N 时 xz, EUT. 
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为 强调 这 是 一 个 拓扑 性 质 考 虑 如 下 的 简单 例子 . 


例 6.4.1 考虑 及 !. 设 z = 诗 , k=1,2;.…. 

(1) 在 普通 拓扑 下 显 见 zk 一 0, 因为 对 零 的 任意 邻 域 UV 存在 一 个 开 邻 域 , 球 
Be(0)={z||z| <e} CU. 令 NN >t; 则 当 n > 时 ,zn EU, 故 一 般 定义 与 微 积分 中 的 
定义 一 致 . 

(2) 给 RR! 以 离散 拓扑 , 即 对 每 一 点 ze RR!1, {2z} 均 为 一 开 集 , 那么 {zk} 不 会 收敛 到 
任何 点 . 因为 它 不 能 进入 任何 单 点 集 {r}, 而 这 是 7 的 一 个 邻 域 . 

(3) 在 了 上 加 上 余 有 限 拓扑 . 回忆 例 6.1.3 之 (2), 在 这 个 拓扑 里 U 关 为 开 集 , 当 
且 仅 当 Ue 是 有 限 的 . 那么 zk 收敛 到 任意 一 点 . 设 7 € RR 为 任意 点 , 且 UV 3 7 为 一 余 有 限 
邻 域 , 因为 V* 有 限 , 至 多 有 有 限 zk e US, 结论 显 见 . 回 


命题 6.4.1 设 M、NN 为 两 个 拓扑 空间 . 且 M 是 第 一 可 数 的 . 那么 jf:M 一 V 连 
续 , 当 且 仅 当 对 每 一 个 序列 zk 一 Z, 均 有 f(zk) 一 f(z). 


证 明 (必要 性 ) 对 任 一 开 集 U3 f(x), 由 连续 性 三 !(Z) 3 x 是 开 的 . 由 于 zn 一 2， 
存在 入 > 0 使 得 zw e f-1(U), n > N, 于 是 有 f(zn)eEU,n>N. 

(充分 性 ) 设 UV CN 为 一 开 集 , 我 们 要 证 明 f-1(U) 也 是 开 的 . 只 要 证 明 对 每 一 个 
z € f-1(U) 存在 一 个 开 集 V, 使 得 zx e VC f-1(UV)， 如 果 这 不 对 , 那么 至 少 有 一 个 
点 zo € f-1(U), 它 的 任 一 邻 域 不 包含 在 f-1(U) 中 . 由 于 M 是 第 一 可 数 的 , 设 雄 为 
其 可 数 邻 域 基 , 且 设 Vi = Nt_1Ui, 我 们 得 到 一 族 收缩 的 邻 域 . 因为 Vi ¥ f-1(U0), 存在 
Zk E€ Vi 且 zi 9 f-1(U0). 现在 zk 一 zo 故 f(zk) 二 f(z0) EU. 于 是 存在 入 > 0 使 得 
f(zn) EU, n > N, 这 意味 着 zn € f-1(U), 这 是 一 个 矛盾 . 口 


定义 6.4.3 ”一 个 拓扑 空间 称 为 列 紧 的 , 如 果 它 的 每 一 个 无 穷 序列 都 包含 一 个 收敛 子 
序列 . 
紧 与 列 紧 的 等 价 性 在 距离 空间 证 明 过 , 实际 上 它 可 以 推广 到 第 一 可 数 的 拓扑 空间 [23]. 


定理 6.4.1 (Bolzano-Weierstrass) 设 M 为 一 个 第 一 可 数 拓扑 空间 . M 是 紧 的 , 当 
且 仅 当 它 是 列 紧 的 . 


定理 6.4.2 (1) 紧 集 的 连续 像 是 紧 的 ; 
(2) 设 XX 为 Hausdorff 空间 , 4C 王 是 紧 集 , 则 4 为 闭 集 ; 
(3) 紧 空间 了 的 闭 子 空间 4 C XX 是 紧 的 . 


证 明 (1) 设 Y 是 紧 集 , f :Y -> 2Z 是 连续 的 . {| 入 € 4} 是 f(Y) 的 一 个 开 覆 
盖 , 则 {f-1(Ua)| 和 € 4} 是 Y 的 一 个 开 覆 盖 . 是 紧 的 , 故 存在 Y 的 一 个 有 限 子 覆 盖 
{f 了 (i)|i=1,… ,nj}. 于 是 {|i=1,… ;n} 是 f(Y) 的 一 个 有 限 子 覆 盖 . 

(2) 取 zo € hs, 对 任 一 a € 4, 存在 两 个 开 集 Ws Nn Us = 必 , 使 得 zo € Ws 及 
ae Uo. 于 是 {Van4lae A} 成 为 4 的 一 个 开 覆 盖 . 由 4 的 紧 性 , 存在 有 限 子 覆盖 
{Ue li 于 起 Me WORE Moa 包 合 0 的 开 集 WAS 开 . 


(3) 设 {B、 | 入 € 4} 为 一 族 开 集 且 
Uxe4( BAn4) 2 4， 


那么 {Bx|Xe 4}u4e 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 故 存在 有 限 子 覆 盖 {Bs |i=1,:… ,n}UA4° 2 
Xe 
于 是 {Bs Nn A|i= 1,… ,n} 为 4 的 有 限 子 覆 盖 , 故 4 紧 . 各 


定理 6.4.3 设 X 是 一 个 紧 空间 ,YY 是 一 个 Hausdorff 空间 , f : 基 一 站 为 连续 
映射 . 

(1) f 是 闭 映射 (即将 闭 集 映 为 闭 集 ); 

(2) 如 果 f 还 是 一 对 一 映 上 的 , 则 三 是 一 个 同 胚 . 


证 明 (1) 利用 定理 6.4.2: 设 CCcX 为 闭 集 , 则 C 紧 , 于 是 J(C) CY. 又 因 了 是 一 
个 Hausdorf 空间 , 则 f(C) 闭 . 
(2) 因 7j(C) 闭 , 故 广 : 连续 . 口 


我 们 知道 对 于 连续 映射 , 一 个 开 集 (或 闭 集 ) 的 逆 像 也 是 开 的 ( 闭 的 ). 但 一 个 紧 集 
的 逆 像 却 未 必 是 紧 的 . 例如 , f(z) = sin(z) : RR 僵 下 是 连续 的 . T= [1,1|] 是 紧 的 , 但 
-1(7) = 及 却 不 紧 . 
定义 6.4.4 设 f:M 一 NN 为 一 连续 映射 . 如 果 对 每 一 个 紧 集 VV C N, 其 逆 像 
f-1(V) 也 是 紧 的 , 则 f 称 为 一 个 恰当 映射 . 


例 6.4.2 (1) 设 矿 : 了 1 一 及 1 为 严格 单调 连续 函数 , 且 |f(z)| 一 ce ( 当 |z| 一 oo)， 
则 f 为 一 恰当 映射 . 

这 时 , 因为 f(z) 是 一 个 同 胚 映射 , 结论 显 见 . 

(2) 设 f: 民 ! 一 及 ! 为 2n 十 1 次 多 项 式 , 则 为 一 恰当 映射 . 

不 妨 设 f(z) 的 2n 十 1 次 方 项 系数 为 正 , 由 于 当 |z| 足够 大 时 f(z) 是 严格 单调 增 的 ， 
故 存在 两 点 zi < zz, 使 当 z < zi 或 z > zz 时 f(z) 严格 单调 增 , 并 且 


fw < Re f(a) Wi < 


令 T 为 一 紧 集 , Wi = inf{fy|y EV}, yo = sup{y|yeEV}. 如 果 yy < f(z1), 由 单调 性 
存在 唯一 za, 使 f(z3) = 1. 取 和 为 = za, 否则 , 取 和 = z1. 同样 , 如 果 wys> f(z2), 存在 唯 
一 24) 使 f(z4) = yo. 取 有 w= 4, 否则, 取 双 三 了 2 二 最 见 , 了 IOVJTC [加 加]; 即 广 
有 界 、 闭 , 故 紧 . 
紧 距 离 空间 的 开 履 盖 有 一 个 重要 的 可 度量 的 性 质 : 


定理 6.4.4 设 XX 为 一 紧 距离 空间 , {UA| 入 E A} 为 其 开 履 盖 , 则 存在 一 个 数 几 > 0， 
称 为 该 覆盖 的 Lebesgue 数 , 使 对 每 一 点 E 六 , 至 少 存在 一 个 和 , 使 得 


B(x) ,i 


ee 
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证 明 ”对 每 个 点 ze XX, 选择 一 个 rz > 0, 使 得 B(x) C 某 个 [入 . 于 是 
{B,/2(7)| z € X} 
是 和 的 一 个 开 有 覆盖. 找 出 一 个 有 限 子 覆盖 


he 


{ Br.,. /2(2i) 


令 


= 3 minfra, |i=1,.… Sa}: 


下 面 证 明 : jw > 0 是 一 个 Lebesgue 数 . 
给 定 任 一 B,,(z), 我 们 有 (对 某 个 人 ze Br。 (zi). 设 ye B(x), 那么 


d(y, x:) < d(y, 1)+d(z,%:) <L+rs/2 < res 
故 Bj(z) C B,。, (zi). 根据 我 们 的 选择 , B.。 (zi) 含 于 某 个 [和 中 . 口 
作为 Lebesgue 数 的 一 个 应 用 , 下 面 的 定理 在 连续 映射 的 估计 中 十 分 有 用 . 


定理 6.4.5 设 久 为 一 紧 距离 空间 ,Y 为 一 距离 空间 . f : 义 一 Y 为 连续 映射 那么 
任 给 es > 0, 总 存在 6 > 0, 使 得 对 任何 点 x E 久 ,， 有 


f(Bs(z)) C Be(f(7)). (6.4.1) 
证 明 构造 Y 的 一 个 开 有 覆盖 如 下 
{ Be/2(y) | 久生 》 


则 
(ES 


为 X 的 一 个 开 覆 盖 , 设 其 Lebesgue 数 为 人 因为 B,(z) 属于 某 一 个 f-1(B。j2(y)) 中 , 即 
jJ(Bu(z)) C Bej2(y)， 对 某 个 y. 
注意 到 f(z) e B。/2(y), 对 任 一 ze Bu(z) 有 
ad(f(z), f(z)) < d(f(2),y) + d(y, f(z)) < e/2+e/2=&, 
故 f(Bi(z)) © Be(f(7)). 一 


在 数学 分 析 中 有 一 个 熟知 的 结论 : 紧 区 间 上 的 连续 函数 一 致 连续 . 实际 上 , 式 (6.4.1) 
的 几何 意义 就 是 一 致 连续 , 因此 , 上 述 定理 是 分 析 中 的 一 致 连续 定理 的 推广 . 
下 面 讨论 紧 与 团 的 关系 . 


命题 6.4.2 紧 空 间 的 闭 子 集 是 紧 的 . 


证 明 设 基 为 紧 空 间 ; C Cc 式 为 一 闭 子 集 - 设 {OANeE 办 为 C 的 一 个 开 
覆盖 , 那么 {O\|A e A}U Ce 为 X 的 一 个 开 覆 盖 . X 紧 , 故 存在 一 个 有 限 子 覆 盖 : 
OCS 于 是 {Ox 三 1 六 IC 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 口 


命题 6.4.3 Hausdorff 空间 的 紧 子 集 是 闭 的 . 


证 明 设 X 为 Hausdorf 空间 , C C X 为 其 紧 子 集 . 设 z€ Ce, 对 每 一 点 VEC 存 
在 开 集 砚 、 人 肋 , UW = 9, 使 ye ,zx € WW, 于 是 {U1y EC} 成 为 C 的 一 个 开 覆 
盖 , 它 有 有 限 子 覆盖 


es 
i=1 


取 V= 门 iW 则 z EV, Yc Cs 为 开 集 . 因为 ze Ce 是 任 选 的 , 故 Ce 开 , 即 C 为 
闭 集 . 口 


6.5 “乘积 空间 、 商 空间 


乘积 空间 是 一 个 重要 的 概念 , 一 个 复杂 的 空间 有 时 可 以 分 解 成 几 个 很 简单 的 拓扑 空 
间 的 乘积 空间 . 


{(z,y)|z € Xi1, y € X2}. 设 


{ x Uz|Ui eTN, U2 € 7T2} 


为 一 个 拓扑 基 , 记 由 这 个 拓扑 基 生 成 的 拓扑 为 万 x 万 ,那么 (XI x Xo, 碾 Xx 有 ) 为 一 个 
拓扑 空间 , 它 称 为 Xi 和 Xz 的 乘积 拓扑 空间 . 


例 6.5.1 考虑 线性 系统 集合 


5 := {A, B,C|4 € Mnxn, BE Mnxm, CE Mpxn }, 


3 可 看 作 乘 积 空间 83 = Mnxn x Mnxm Xx Mpxn. 

记 能 控 系 统 的 集合 为 C, 能 观测 系统 的 集合 为 O. 容易 证 明 , 在 乘积 拓扑 下 C 和 0O 均 
为 开 笛 集 . 以 能 控 集 为 例 , 如 果 (4,B) 能 控 , 则 能 控 性 矩阵 满 秩 , 那么 , 当 变化 很 小 时 它 
还 是 满 秩 的 . 稠 是 因为 , 让 能 控 性 矩阵 降 秩 的 (4A, B) 满足 一 组 代数 方程 (使 相应 行列 式 为 
零 ), 作为 代数 方程 零点 集 , 这 是 零 测 集 , 而 且 , 它 是 闭 集 , 因此 , 它 无 处 稠 . 因此 , Cm O 亦 
为 开 笛 集 . 这 说 明 : 既 能 控 又 能 观测 的 系统 是 “很 多 ”的 . 口 

例 6.5.2 轮胎 面 , 记 作 T2, 可 以 看 作 xz-z 平面 上 的 一 个 圆 (z 一 己 2 十 22 三 72 绕 > 


轴 旋 转 而 成 的 曲面 , 于 是 曲面 上 的 一 个 点 可 以 用 它 在 半径 为 ” 的 小 圆 上 的 位 置 (用 角度 wp 
表示 ) 和 它 在 半径 为 R 的 大 圆 上 的 位 置 (用 角度 表示 ) 来 确定 . 严格 地 说 , 用 [0,27) 角 


sp 229 
度 表示 圆周 91 上 的 一 个 点 , 则 51 = {910< p<27} 或 81 ={9|0<0<2n}. 那么 ,可 
定义 乘积 空间 S1 x 51 到 轮胎 面 的 一 个 映射 : S1 x 51 地 T?2: (yp,0) 上 (z, 久 2) 如 下 


z= Reos(0)+rcos(p) cos(0), 
y= Rsin(0)+rcos(p)sin(0), 
z= Reos(p). 


当然 , 我 们 在 51 和 7T? 上 的 拓扑 均 为 普通 拓扑 , 即 S51 上 的 开 集 是 R2? 上 的 开 集 与 它 的 交 ， 
72 上 的 开 集 是 R3 上 的 开 集 与 它 的 交 . 那么 , 容易 证 明 , 上 面 定义 的 了 是 一 个 同 胚 映射 ， 
所 以 我 们 说 : T2= Si x S51. 
一 般 地 说 , 我 们 定义 
T= 


Ne 
k 


判断 一 个 空间 是 否 是 To 空间, 下 面 的 判 据 在 乘积 空间 中 给 出 . 
定理 6.5.1 拓扑 空间 (X,7) 是 Hausdorff 空间 , 当 且 仅 当 在 乘积 空间 (X x 瑟 ,7 X 
刀 市 对 角 线 
D={(z,7)|z € X} 
是 乘积 空间 中 的 闭 集 . 


证 明 (必要 性 ) 设 和 为 Hausdorff 空间 . 令 (z,J)E 和 xx 王 且 (z,y) 科 万, 即 z 天 办 
则 存在 两 开 集 Us 3 x 和 U3 y, 使 得 Us nnU, = 8. 现在 Us x Uj CXxXX, Us xU, 是 
开 集 上 且 (Ui x 克 ) 门 D= 2. 因此 , De 为 开 集 , 即 DD 是 闭 集 . 

(充分 性 ) 设 DD 为 闭 集 . 给 定 任意 两 点 x,y € XX 且 zz 关 Yy, 我 们 知道 (z,y) e D5, 后 者 
为 开 集 . 因此 , 存在 开 集 UC 久 x 久 使 得 (z,y) e UC Ds, 但 是 {UxVIUVe7} 是 
二 xT 的 拓扑 基 , 因此 存在 Uj, V, E 古 使 得 


(2 0) SU VC UTD 
即 有 ze Us 及 ye VW 并 且 UsnVW= .这 就 证 明了 关 是 Hausdorff 空间 . 口 


下 面 定义 无 穷 多 个 (不 一 定 要 可 数 ) 拓扑 空间 的 乘积 空间 : 设 (X&A, 厂 ), Ae 4 为 一 族 
拓扑 空间 , 对 任 一 Eee 4, O05 € 元, 定义 


05={{fzjlzxeXAEe4A 关 6zeeO4}， 


即 该 集合 包含 乘积 空间 这 样 的 点 , 它 在 除 上 外 的 分 量 可 取 任 意 值 , 而 第 上 分 量 为 O 中 点 . 
任 取 4 的 有 限 子 集 &; 和 O5 e i,, i = 1 ,n, 我们 可 构造 


由 所 有 这 样 形成 的 O 的 集合 族 记 作 B. 显然 , 构成 一 个 拓扑 基 . 由 这 个 拓扑 基 生 成 的 拓 
扑 称 为 乘积 空间 的 拓扑 , 乘积 集合 


{{za}| ZE 有 ,入 GE A} 


带 上 这 个 拓扑 称 为 X、, 入 e 4 的 乘积 空间 . 

直观 地 说 , 在 这 个 乘积 拓扑 里 , 每 个 开 集 除 了 有 限 多 个 分 量 是 相应 空间 的 真 开 子 集 
外 , 其 他 分 量 均 为 全 空间 . 

乘积 空间 会 保留 因子 空间 的 许多 良好 性 质 . 


定理 6.5.2 任意 多 个 Hausdorff 空间 的 乘积 空间 是 Hausdorff 空间 . 


证 明 记 X = ID Xs zy € X, 且 zz 头 y， 那么 ,至 少 有 一 个 分 量 Xo, 使 
zo 关于 是 ; 在 X 于 可 找到 两 个 开 桌 [大 TV DT 到 三 GEE DA eV 
现在 , 构造 乘积 空间 的 两 个 开 集 如 下 : U = II Xs x U,V = TI 及 xxV 则 
UNV=%, 有 reU,yerV. 口 

定理 6.5.3 可 数 多 个 第 一 可 数 (第 二 可 数 ) 空间 的 乘积 空间 是 第 一 可 数 (第 二 可 数 ) 
空间 . 

证 明 我们 证 第 二 可 数 , 第 一 可 数 的 证 明 类 似 . 设 X;, i = 1,2,:… 为 第 二 可 数 空间 ， 
Bi 为 其 可 数 拓扑 基 . 首先 , 选 自然 数 的 有 限 子 集 s, 因为 可 数 集 的 有 限 子 集 可 数 , 因此 ， 
5 := {s|s CN,|s| < co} 为 可 数 集 . 然后 对 每 个 s 构造 


OO 党 (HxHs Bi e | 
igs i€s 
于 是 O。 是 可 数 集 的 有 限 乘积 集合 , 仍 可 数 . 最 后 , B := {0O。|s e S} 是 可 数 集 的 可 数 并 ， 
故 仍 可 数 . 
同时 , 不 难 验 证 , 8 是 乘积 空间 的 一 个 拓扑 基 . 于 是 , 乘积 空间 第 二 可 数 . 口 


下 面 的 定理 说 , 紧 空 间 的 乘积 空间 也 是 紧 的 , 它 的 证 明 比 较 麻 烦 , 可 参考 文献 [71]. 


定理 6.5.4 (Tychonof 定理 ) 给 定 XN, 入 E 4. [I\en Xa 是 紧 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 
及 是 紧 的 ， 


下 面 我 们 考虑 商 空 间 , 它 也 是 分 析 和 构造 拓扑 空间 的 重要 工具 . 实际 上 , 大 量 有 趣 的 
拓扑 空间 是 经 由 黏合 ( 即 构造 商 空间 ) 造 出 来 的 . 


定义 6.5.2 设 3 为 一 集合 , ~ 为 9S 上 两 个 元 之 间 的 一 个 关系 . ~ 称 为 一 个 等 价 关 
系 , 如 果 

(bz 

(2) 如 果 Z~y, 则 y~ 工 ; 

(3) 如 果 zZ~y 且 y~z, 则 ZT~z. 
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定义 6.5.3 设 M 为 一 拓扑 空间 , ~ 为 M 上 的 一 个 等 价 关 系 . 
(1) 对 任 一 ze M, 一 个 等 价 类 , 记 作 [z], 定义 为 


[xz]= {ye Ml|y~ 2}. 


(2) 等 价 类 集合 记 作 M/~, 映射 +:z -》 [Zz] 称 为 自然 投影 
(3) 定义 M/~ 上 的 一 个 子 集 族 如 下 , 它 称 为 商 拓扑 ， 


矶 ={U EM/~ |r-1(U) 为 M 中 的 开 集 }. 


命题 6.5.1 设 M/~ 及 TT 定义 如 上 , 那么 (M/~, 天) 是 一 个 拓扑 空间 , 称 为 M 
对 ~ 的 商 空间 . 


证 明 我 们 只 要 证 明 思 是 一 个 拓扑 空间 就 够 了 . 显 见 ，M/~,，g eE 夏 . 
设 r-1(DA) € 天, 入 E 4, 那么 因为 UseaUa 在 M 中 开 , 则 


Uaea7 (DUA)= 7 (UseaUA) ET 
设 x-1(D) € 不 , i 二 1,… ,k, 那么 因为 Nt&_1U 在 MM 中 开 , 则 
nr (U0) = 0) eT 
因此 , 不, 是 一 个 拓扑 -3 


如 果 在 一 个 拓扑 空间 M 中 , 有 等 价 关 系 ~ 使 得 z ~ y, 则 称 这 两 点 被 黏合 到 一 起 . 
各 种 拓扑 空间 可 由 一 个 空间 通过 粘 接 某 些 点 而 得 到 . 这 样 得 到 的 空间 称 为 秋 合 空间 . 

黏合 实际 上 是 将 原 空间 的 点 分 成 一 个 互 不 相交 的 子 集 族 , 称 为 一 个 划分 . 每 个 子 集 就 
是 一 个 等 价 类 . 因此 , 黏合 空间 的 一 个 点 是 原 空 间 的 一 个 集合 . 于 是 , 有 一 个 从 原 空间 到 
黏合 空间 的 一 个 自然 投影 , 它 将 每 个 点 投 到 它 所 属 的 等 价 类 , 而 和 锋 合 空间 的 拓扑 就 是 使 投 
影 连续 的 最 细 的 拓扑 . 


例 6.5.3 令 5 为 R? 中 的 一 个 矩形 
S$ = [0,1] x [0,1] eR2， 


设 R? 具有 普通 拓扑 且 5S C R? 为 其 拓扑 子 空间 . 
(1) 如 果 我 们 将 .5 的 左边 与 右边 粘 接 , 即 


(Oy) ma Wy OS 1 


那么 商 空 间 5S/~ 就 是 一 个 圆柱 面 (图 6.5.1 (a)). 
(2) 如 果 我 们 将 8 的 左边 与 右边 反 向 粘 接 , 即 


(0, WADI; 0<y<gl1, 


了 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 


那么 商 空间 3 就 是 一 个 带 , 它 没有 “里 面 ” 和 “外 面 ” 之 分 . 直观 地 说 , 一 只 蚂蚁 可 以 从 
带 的 一 个 面 仆 到 另 一 个 面 而 无 须 穿 过 带 的 边缘 , 这 样 的 面 称 为 不 可 定向 面 . 上 面 这 个 面 
称 为 Mobius 带 (图 6.5.1 (b)). 

(3) 如 果 我 们 将 8 的 右边 与 上 边 粘 接 , 即 


(Gg (CI) 二 和 妆 这 过 砂 
并 将 5S 的 左边 与 下 边 粘 接 , 即 
(四 


那么 商 空间 5S/~ 是 一 个 球面 (图 6.5.1 (c)). 
(4) 如 果 我 们 将 8 的 右边 与 左边 粘 接 , 即 


(QD) (TR OS 
并 将 5 上 边 与 下 边 粘 接 , 即 
(有 


那么 商 空间 5S/~ 是 一 个 轮胎 面 (图 6.5.1 (d)). 


图 6.5.1 和 珑 形 的 黏合 空间 
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(5) 如 果 我 们 将 8 的 右边 与 左边 粘 接 , 即 
(0,y) ~ (1,y), Og<ysgl1, 
并 将 8 的 上 边 与 下 边 反 向 粘 接 , 即 
(ZO0) ~ (Tm De Os wl 

那么 商 空 间 5S/~ 是 这 样 一 个 密封 的 瓶子 , 蚂蚁 可 以 由 瓶子 里 边 仆 到 外 面 . 它 称 为 Klein 
瓶 (图 6.5.1 (e)). 实际 上 这 样 的 瓶子 不 能 在 三 维 空间 R3 实现 . 口 

下 面 讨论 黏合 空间 的 一 些 性 质 . 

命题 6.5.2 设 世 为 和 的 夭 合 空间 ,让 : 环 一 为 自然 投影 , G 为 任 一 拓扑 空间 . 那 
么 :YY 一 2 连续 , 当 且 仅 当 jor: 太一 2 连续 . 


证 明 设 UV Cc 2 开 . 根据 黏合 拓扑 ( 即 商 拓扑 ) 的 定义 , f-1(U) 开 , 当 且 仅 当 
fi(F)(Z) 开 , 也 就 是 (fo7)-(V) 渡 . 口 


我 们 把 原 空间 到 黏合 空间 的 自然 投影 称 作 黏合 映射 . 严格 定义 如 下 . 

定义 6.5.4 设 生 ,为 两 拓扑 空间 . f : X 一 广 称 为 条 合 映射 ,如果 (1) 有 是 映 上 
的 ( 即 满 映 射 ); (2) YY 上 的 拓扑 是 使 f 连续 的 最 细 拓 扑 ( 即 UCY 开 当 上 且 仅 当 f-1(U) 
开关 

设 /:X 一 为 一 黏合 映射 , 那么 我 们 可 以 构造 一 个 和 的 黏合 空间 双 如 下 : 和 上 
的 等 价 类 集合 为 

{f(y) weY}, 

它 是 和 上 的 一 个 划分 : 设 丈 为 这 个 划分 下 的 黏合 空间 , r : XX 二 二 为 自然 投影 , 则 有 如 
下 命题 . 

命题 6.5.3 (1) g :Y 一 2 连续 , 当 且 仅 当 gof: 卫 一 2 连续 . 

(2) 空间 YY 与 芭 同 胚 . 


证 明 (1) 由 于 Y 具有 使 f 连续 的 最 细 拓 扑 , (1) 的 证 明 与 命题 6.5.2 一 样 . 
(2) 到 上 的 点 为 -1(y). 定义 :二 二 为 6: 了-1(y) 上 y, 则 为 一 对 一 且 映 上 
的 , 并 且 满 足 
€or=f, €1lof=n. 


第 一 个 等 式 及 命题 6.5.2 说 明 & 连续 , 第 二 个 等 式 及 本 命题 的 (1) 说 明 £71 连续 . 口 


命题 6.5.4 设 厂 :XXX 一 普 为 连续 满 映 射 , 若 为 开 映 射 (将 和 开 集 映 为 Y 开 集 )， 
或 闭 映射 (将 承 闭 集 映 为 Y 闭 集 ), 则 f 为 黏合 映射 . 


证 明 先 设 /为 开 映 射 . 令 UCY 且 f-1(U) CX 为 开 集 , 我 们 要 证 明 U 为 开 和 集 . 
因为 f 为 满 映射 , 故 f(f-1(U)) = UV, 但 f 为 开 映 射 , 故 U 开 . 因此 , /为 黏合 映射 . 


闭 映射 同 理 可 证 . 口 
推论 6.5.1 设 久 为 紧 空 间 ,Y 为 Hausdorff 空间 , f :一 站 为 连续 满 映射 , 则 于 
为 黏合 映射 . 


证 明 设 CcXX 为 闭 集 , 则 C 为 紧 集 . f(C) CY 为 紧 集 连续 像 , 故 紧 . 现在 , f(C) 
为 Hausdorf 空间 的 紧 子 集 , 故 闭 . 因此 , f 为 闭 映 射 , 由 命题 6.5.4, f 为 黏合 映射 . 口 


6.6 ”注释 与 参考 


直观 地 说 , 拓扑 学 将 连续 变换 的 几何 体 看 作 一 回 事 . 譬如 , 球面 和 椭 球 面 ,甚至 立方 
体 表面 . 它 研究 的 对 象 是 几何 形体 在 连续 变换 下 不 变 的 性 质 . 一 个 形象 的 说 法 是 , 拓扑 学 
家 不 必 脱 下 外 衣 就 可 以 将 里 边 的 背心 脱 掉 . 这 个 观念 是 很 有 用 的 , 你 总 可 以 将 一 个 拓扑 空 
间 看 作 由 可 以 无 限 伸 缩 的 橡皮 制 成 .在 这 个 变换 下 不 变 的 性 质 就 是 拓扑 性 质 ， 点 集 拓扑 
是 近代 几何 学 的 基础 , 是 近代 数学 中 一 个 极其 重要 的 工具 . 

一 般 将 18 世纪 欧 拉 及 其 对 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 的 讨论 以 及 19 世纪 提出 的 四 色 问 题 等 
看 作 拓 扑 学 思想 的 萌芽 , 但 真正 的 点 集 拓扑 学 是 在 20 世纪 初 发 展 起 来 的 . 德国 数学 家 
Hausdorf 在 1941 年 发 表 的 《集合 论 基础 》, 给 出 了 点 集 拓扑 的 一 系列 基本 概念 , 标志 着 
点 集 拓扑 学 的 正式 诞生 . 

哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 (图 6.6.1) 是 要 设计 一 条 路 径 , 使 它 不 重复 地 通过 每 个 桥 . 欧 拉 给 
出 了 判定 一 个 图 可 以 不 重复 地 一 笔画 成 的 条 件 , 满足 这 个 条 件 的 图 后 来 被 称 为 欧 拉 图 , 而 
哥 尼斯 堡 七 桥 不 是 欧 拉 图 . 


一 
< 一 ns 


6.6.1 哥 尼斯 堡 七 桥 


四 色 问 题 指 一 张 地 图 总 可 以 用 至 多 四 种 颜色 着 色 , 使 相 邻 两 区 域 颜色 不 同 . 它 最 早 是 
De Morgan 的 一 个 学 生 在 1852 年 提出 的 , 许多 数学 家 为 此 绞 尽 脑汁 , 经 过 一 百 多 年 , 两 
位 美国 数学 家 于 1976 年 借助 电子 计算 机 完成 了 证 明 . 


人 


哥 尼斯 堡 七 桥 问题 以 及 四 色 问 题 不 仅 刺激 了 拓扑 学 的 发 展 , 还 引发 了 另 一 个 数学 分 
支 -一 图 论 815, 图 论 在 系统 与 控制 论 中 用 处 很 多 . 

代数 拓扑 是 拓扑 学 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 的 一 些 基本 概念 和 方法 将 在 第 6 章 介 绍 . 

拓扑 学 在 系统 科学 和 控制 理论 中 有 大 量 应 用 . 例如 , 在 处 理 模 糊 系 统 和 模糊 控制 中 用 
到 的 模糊 拓扑 . 拓扑 动力 学 是 动力 系统 研究 的 有 力 工 具 [ 和 9, 还 有 在 微分 动力 系统 研究 中 
大 量 使 用 的 微分 拓扑 的 许多 重要 结论 和 手段 由]. 由 于 篇 幅 所 限 , 本 书 未 涉及 微分 拓扑 . 

点 集 拓扑 的 标准 教材 已 经 很 多 , 笔者 见 到 较 好 的 有 文献 [1, 85, 71] 等 . 

各 种 典型 例子 , 特别 是 反例 , 有 助 于 加 深 对 概念 的 理解 . 建立 严格 的 数学 思维 , 避免 
和 赁 直观 想当然 的 毛病 . 因此 , 文献 [108] 是 一 本 值得 一 翻 的 参考 书 . 


6.7 “习题 


6.1 证 明 : (1) 在 例 6.1.3 (1) 中 定义 的 半 直 线 拓扑 是 恨 ! 上 的 拓扑 . 

(2) 在 例 6.1.3 (2) 中 定义 的 余 有 限 拓扑 是 X 上 的 拓扑 . 

6.2 验证 例 6.1.1 (3) 中 的 D2、D3 和 D4 均 为 距离 , 证 明 它 们 导出 的 拓扑 是 相同 的 . 

6.3 在 一 个 集合 上 M 有 一 组 闭 集 族 C = {C、 | 入 € 4}, 当 这 组 闭 集 族 满足 什么 条 件 
时 , 它 在 M 上 定义 了 一 个 拓扑 ? 

6.4 证 明 命题 6.1.1. 

全 5 给 三 个 集合 了 三 加) 开交 有 有 567589 下 及 一 个 于 生息 

(1) 找 出 包含 5 的 最 小 拓扑 T-; 

(2) 找 出 7 的 最 小 拓扑 基 ; 

(3) 找 出 0 的 一 个 邻 域 基 ; 

(4) 一 个 映射 亡 : (0 帮 全 (MT7) 定义 为 F(I) =1, (2)=4, (3) =1; F(4) 三 5, 
F(5) = 4, F(k) = 5, k = 6,7,8,9,0. F 是 否 连 续 ? 

6.6 在 及 1 中 定义 一 个 余 可 数 拓扑 T 为 : R1 e T, $9 ET, 如果 5S 关 8,5S eT 当 且 仅 
当 Se 可 数 . (1) 证 明 (M,7) 是 一 个 拓扑 空间 . (2) (M,7T) 是 空间 吗 ? 是 了 空间 吗 ? 
是 五 空间 吗 ? (3) (M7) 是 第 一 可 数 的 吗 ? 是 第 二 可 数 的 吗 ? 

6.7 在 RR? 中 定义 拓扑 了 如 下 : 7 包含 月: 及 圆 盘 {D; |7 > 0}, 它 定义 为 


D; = {(z,y) EE R?|z? + < r2}. 


(1) 证 明 这 是 一 个 拓扑 空间 . (2) (M,7T) 是 空间 吗 ? 是 空间 吗 ? 是 T2 空间 吗 ? 
(3) (M,7) 是 第 一 可 数 的 吗 ? 是 第 二 可 数 的 吗 ? 

6.8 设 久 为 一 集合 ,C 为 X 的 一 个 子 集 族 , 它 满足 

(CE 

(2) 如 果 U eC, YAE4, 则 NaeaUa、 EC; 

(3) 如 果 Ui € C, i = 1,… ,n, 那么 U2_Ui ET 

证 明 X 是 以 C eC 为 闭 集 的 拓扑 空间 . 

6.9 (拓扑 的 闭 集 定义 ) 设 X 为 一 集合 , C 为 X 的 子 集 族 , 满足 
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国 克 ODEC: 
(2) 如 果 WA ec, Xe 4, 那么 


(3) 如 果 Wi e C, i = 1,… ,mn, 那么 


则 (和 ,7 是 一 个 拓扑 空间 , 这 里 
T={W°|W ec}. 


6.10 举例 说 明 

(1) 一 个 集合 未 必 有 包含 它 的 最 小 开 集 ; 

(2) 一 个 集合 未 必 有 它 所 包含 的 最 大 闭 集 . 

6.11 记 4 = R?\ (Z x2Z) 为 平面 上 除去 以 整数 为 坐标 的 点 余下 的 集合 . 给 出 未 外 
bd( A). 
6.12 证 明 命 题 6.1.3 的 (2) 和 (3). 

6.13 (1) 设 恨 ! 带 有 半 直 线 拓扑 ( 见 例 6.1.3), 证 明 马 在 豚 ! 中 稠 . 

(2) 设 有 R! 带 有 余 有 限 拓扑 ( 见 例 6.1.3), 证 明 在 月: 中 秽 . 

6.14 设 到,i = 1 ,n 为 拓扑 空间 和 中 的 开 稠 集 , 证 明 MN?_1Ui 也 是 一 个 开 稠 集 . 

6.15 开 笛 集 一 定 很 大 吗 ? 在 及 1 上 , 在 普通 拓扑 意义 下 造 一 个 开 笛 集 , 使 其 测度 小 于 
任 给 的 =s > 0. 

6.16 证 明 : 距离 空间 是 Ts 空间 . (提示 : 利用 引 理 6.2.1.) 

6.17 证 明 : 距离 空间 是 Ty 空间 . (提示 : 利用 Tietze 扩张 定理 .) 

6.18 证 明 : GL(n,C) 是 道路 连通 的 . 这 里 , GL(n,C) 是 nxn 可 道 复数 矩阵 集合 . 

6.19 设 X 为 一 个 紧 空 间 . C、, 入 e 4 为 一 族 闭 集 . 如 果 


(EN 


入 E4 


则 存在 有 限 子 集 , {Cx,|K = 1,… ,n}, 使 得 
阅 人 三 作 . 
k=1 


试 证 过 
6.20 证 明 : 紧 的 Hausdorf 空间 是 Ts 空间 . 
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6.21 说 明 下 列 关系 哪 些 是 等 价 关 系 , 哪些 不 是 ? 

(1) 空间 同 胚 ; (2) 群 同 构 ; (3) 群 同 态 ; (4) f(z) = 9(z), (a.e); (5) a 之 5b. 

6.22 某 论文 使 用 以 下 命题 : 设 M 为 一 拓扑 空间 , 4, B C M. 设 (1) 作为 M 的 两 个 
子 空间 , 4 和 B 同 胚 ; (2) 4 在 M 中 笛 , 则 B 也 在 M 中 稠 . 这 个 命题 是 否 正 确 , 证 明 或 
给 出 反例 . 


本 章 介绍 近世 代数 的 一 些 重要 概念 和 基本 结果 , 内 容 包括 群 、 环 、 域 , 它们 的 定义 、 
性 质 、 同 构 、 同 态 等 相互 关系 和 一 些 基本 应 用 . 然后 , 对 域 的 扩张 作 了 介绍 . 作为 应 用 的 
例子 , 讨论 了 为 什么 用 规矩 三 等 分 一 个 任意 角 是 不 可 能 的 . 最 后 介绍 伽 罗 瓦 理论 , 说 明 五 
次 方程 为 什么 一 般 没 有 公式 解 . 


7.1 ” 群 与 子 群 


定义 7.1.1 (1) 一 个 集合 G 及 G 上 的 一 个 运算 *, 记 作 (G,*), 称 为 一 个 群 , 如果 它 
满足 

@ 封 闭 性 : obEG 人 一 axrbeGi 

@ 结 合 律 : (a *b)*c= 二 ax (bx*c), Va,b,cEG; 

图 单位 元 : 存在 唯一 的 单位 元 , 记 作 e, 使 得 ex*a 二 a*e = 二 a,VaeG; 

轩 逆 元 : 对 每 一 个 a E G, 存在 唯一 的 元 素 a-1 E G, 称 为 a 的 逆 , 使 得 a*a-! = 
全 二 全 

(2) (G,*), 称 为 一 个 半 群 , 如 果 它 只 满足 QD 封 闭 性 和 @ 结 合 律 . 如 果 它 还 含 单位 元 , 则 
称 含 么 半 群 . 


从 代数 角度 看 , 群 是 代数 运算 的 一 种 抽象 , 它 反映 了 在 不 同 集合 上 的 “加 法 ”"“ 乘 
法 ”等 运算 的 共性 . 


例 7.1.1 (1) 复数 集 C、 实 数 集 民 、 有 理 数 集 Q、 整 数 集 Z 在 普通 加 法 “4” 下 均 
构成 群 , 这 里 , 单位 元 是 “0”, a 的 道 元 为 -a. 

(2) 除去 零点 , C\{0}、R\{0}、Q\{0} 在 普通 乘法 “x” 下 均 为 群 , 这 里 , 单位 元 是 
“1”, a 的 道 元 为 1/a. 

(3) 整数 集 Z 在 普通 乘法 下 为 半 群 , 它 是 含 么 半 群 . Z\{0} 在 普通 乘法 下 也 不 是 群 
因为 只 要 z 关上 1, 则 它 无 逆 元 . 

(4) 所 有 的 m x n 和 拢 阵 , 记 作 Msxn, 在 普通 矩阵 加 法 下 构成 一 个 群 . 这 里 , 单位 元 是 
“0”( 零 矩阵 ), 4 的 逆 元 为 一 4. 

(5) 所 有 的 nxn 可 道 实 ( 复 ) 矩阵 , 记 作 GZL(n,R) (相应 地 , GL(n, C)), 在 普通 矩阵 
乘法 下 构成 一 个 群 , 这 里 , 单位 元 是 “I,”, A 的 道 元 为 4A-1. 口 


群 在 几何 意义 下 是 一 种 对 称 性 的 表示 . 
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例 7.1.2 设 平面 有 一 个 正 n 边 形 ( 见 图 7.1.1), 考虑 平面 图 形 绕 中 心 O 的 旋转 , 旋 
转角 为 办 那么 平面 上 的 一 个 点 (zo, yo)T 将 转 到 (z,y)7 点 , 这 里 


呈 a be re 网 
y| -sin(¢) cos()| [yo 


cos(2kr) sin( 2kr) 
Ce 加 mi | 号， 大 十 吏 : 
sin(2kr) cos( 2kr) 


定义 


那么 G:= {ek |k e Z} 就 是 使 正 n 边 形 不 变 的 那些 旋转 .6x 表示 将 一 个 项 点, 璧 如 第 i 
个 顶点 , 逆 时 针 转 到 第 i 十 k 个 顶点 . 当然 , 如 果 < 0 则 成 顺 时 针 转 了 . G 按 普通 矩阵 乘 
法 构成 一 个 群 , 乘法 的 几何 意义 是 6。 x 6。 表示 先 走 过 g 个 顶点 , 再 走 p 个 顶点 . 口 


a 


图 7.1.1 正 多 边 形 旋 转 

群 有 大 量 的 实际 背景 , 文献 [20] 中 有 大 量 这 种 例子 . 正 因 如 此 , 它 在 物理 学 中 有 许多 
应 用 [109]. 

定义 7.1.2 一 个 群 (G,*) 称 为 交换 群 或 阿 贝尔 群 (Abelian Group), 如 果 axb 一 bxa,， 
Va,D ECG. 

例 7.1.3 (1) 复数 C、 实 数 民 有理数 Q@、 整 数 乙 在 普通 加 法 “+” 下 均 构成 阿 贝 
尔 群 . 

(2) C\{0}、 有 R\{0}、Q\{0} 在 普通 乘法 下 均 为 阿 贝尔 群 . 

(3) 所 有 的 m x n 和 矩阵 , 记 作 Mxn, 在 普通 矩阵 加 法 下 构成 阿 贝尔 群 . 

(4) 所 有 的 nxn 可逆 实 ( 复 ) 矩阵 , 在 普通 矩阵 乘法 下 不 是 阿 贝尔 群 . 口 

例 7.1.4 用 O(n, 民 ) 表示 nxn 的 正 交 和 矩阵 集合 . 即 

O(n,R)= {AEMixn| ATA=D}. 

容易 检验 , 它 是 一 个 群 . 称 为 n 阶 正 交 群 . 它 表 示 在 n 维 空间 中 的 旋转 .从 例 7.1.2 可 知 ， 
n= 二 2 时 它 是 一 个 阿 贝尔 群 , 但 n> 3 时 它 不 是 阿 贝尔 群 . 口 

下 面 给 出 几 个 重要 的 群 结构 . 


例 7.1.5 (置换 群 ) 给 定 一 个 集合 4, 记 所 有 4 一 4 的 可 逆 映 射 的 集合 为 54. 34 
上 的 运算 为 映射 的 复合 o, 即 设 王 , fz € 54, 则 F2o Fi € 54, 定义 为 


FoFi(a)= Fo(Fi(a)), Vae Ah. 


显然 , (54,o) 构成 一 个 群 , 它 的 单位 元 是 恒 等 映 射 , 而 每 个 映射 的 逆 元 就 是 它 的 道 映射 ， 
这 个 群 称 为 4 的 置换 群 . 

下 面 给 几 个 具体 例子 . 

(1 ) A=R,a=z+c,B=7, 那 么 a,PEe SREaoB=r+ce, Poo= (+c), 
Qa =w 一 c, 等 .注意 ;7 三 22 SR: 

(2) 当 4 为 有 限 集 时 , 设 4 有 个 元 素 , 则 其 置换 群 记 作 5,,. 显然 , 置换 群 与 4 的 
具体 元 素 是 什么 无 关 , 于 是 , 通常 把 它们 记 作 {1 2…… ,n}. 例如 , n= 4, a,B € S54 为 
则 wop- 2 3 | 


1%2.3 村 
= 》 b= ) 
号 生计 1 
直人 和 


简 记 为 a = (134), 6 = (243), 那么 we 6 = (213). 这 样 的 形式 称 为 轮换 式 . 一 般 轮 换 
式 可 写成 若干 个 互 不 相交 的 轮换 的 积 


(a 02 5 ak,) (ai a3 2 a2 ) (as G3 Bs 


它 表示 af 二 ah, i 二 1,… ,nk 一 1, ak， 一 不 天王 12 ,s. 在 一 般 轮换 式 中 , 长度 为 


1 的 轮换 可 略 去 . 
单位 元 是 恒 等 映 射 , 至 于 逆 元 , 则 是 反 向 映射 , 即 交 换 和 矩阵 上 下 行 . 例如 


了 
Woy 
或 写成 a-! = (143) 等 . 


(3) Sn 中 长 度 为 2 的 置换 (i;) 称 为 对 换 ，Sn 中 的 每 一 个 置换 都 可 以 写成 对 换 的 乘 
积 . 这 种 乘积 的 表示 不 唯一 , 但 因子 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 由 奇 ( 偶 ) 数 次 对 换 生成 的 置换 称 
为 奇 ( 偶 ) 置换 . 5,, 中 所 有 的 偶 置 换 集 合 记 作 4 容易 证 明 , 它 也 是 一 个 群 , 这 个 群 称 作 
n 阶 交错 群 . 口 


例 7.1.6 ( 单 参数 群 ) 考虑 一 个 微分 方程 
六 二 Flz)， zeR", (7.1.1) 
这 里 f(z) 是 一 个 向 量 场 . f(z) 称 为 一 个 完备 向 量 场 , 如 果 式 (7.1.1) 的 解 对 所 有 的 te 民 
都 存在 . 记 其 以 z(0) = zo 为 初 值 的 解 为 81(* (zo), 那么 到 人) 可 看 作 Rn -》 Rn 的 一 个 


映射 . 记 
= 


teR}, 


i De et 2 
根据 微分 方程 解 的 性 质 可 知 
于 (到 (zo)) = 到。(zo). 
故 可 定义 G 上 的 运算 为 
. /oF = $l,,, (7.1.2) 
(G,o) 称 为 单 参数 群 . 口 


例 7.1.7 (循环 群 ) 考虑 一 个 非 负 整数 集合 : Z,, = {0,1,… ,n 一 1}. 定义 加 法 ( 同 余 

加 法 ) 
a@Bb=a+b(mod n), 
在 这 个 运算 下 Z 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 

可 以 这 样 考 虑 Z 的 几何 意义 : 设 有 一 个 正 n 边 形 , 我 们 依 顺 时 针 方 向 绕 中 心 旋 转 这 
个 正 n 边 形 . 设 ie Zn 表示 旋转 2ir/m 角度 , 则 显然 , Z。 表示 所 有 的 使 正 n 边 形 位 置 不 
变 的 旋转 . 加 法 表示 两 次 旋转 依次 进行 . 将 它 与 例 7.1.2 比较 , 可 以 看 出 这 个 刻画 的 合理 
性 , 它 将 同一 个 顶点 位 置 用 一 个 元 素 表 示 . 回 

上 面 的 三 个 例子 反映 了 群 的 另 一 个 本 质 : 群 可 以 看 作 一 种 作用 , 对 集合 的 置换 ( 例 
7.1.5)、 对 状态 空间 点 的 转移 ( 例 7.1.6)、 对 平面 图 形 的 旋转 ( 例 7.1.7) 等 . 群 作用 可 严格 
定义 如 下 . 

定义 7.1.3 (1) 设 G 为 一 个 群 ,，M 为 一 个 集合 , 称 G 为 M 上 的 一 个 作用 , 如 果 存 
在 一 个 映射 $9:G x 1M 一 MM, 使 得 

GD 单位 元 为 恒 等 作 用 , 即 

plem)=m, vmeM; 


@ 
pg1, $(g2,™)) = $(g192, ™m), 91, 92 GE G3 meM. 
(2) 记 了 Th = {gm|g€G)}, Tm 称 为 通过 m 的 群 轨道 . 
例 7.1.8 回顾 例 1.3.9, 线性 系统 集合 可 以 用 工 = {4, B,C} 表示 . 设 状态 空间 为 
R", 输入 空间 为 R™, 输出 空间 为 R?, 则 A € Mnxn, B € Mnxm, C € Mpxn. (4,B,0) 
相应 的 状态 空间 实现 为 


t= Az+ Bu, 
(T°1.3) 


Y= 
(1) 设 z = Tz 为 一 线性 坐标 变换 , 则 工 e GL(n, 民 ), 且 在 z 坐标 下 式 (7.1.3) 变 为 


(7.1.4) 


Pe Se He S17 
= 


即 (4, B,C) 变 为 (T-147T,T-1B,CT). 容易 证 明 , 这 是 群 GL(n, 民 ) 在 线性 系统 集合 二 
上 的 群 作用 . 
(2) 考虑 反馈 控制 


u= Kz+ Hyv, (7.1.5) 
这 里 K€ Mmxn, H € GL(m, 民 ). 那么 
G := {K,H|K e Mnxn, H € GL(m, R)} 
在 运算 
(Ki, Hi)o (Kz, H2) := (Ki + Kz, HiH;) 
下 可 构成 一 个 群 . 反馈 控制 可 看 作 
Wr,n) : (4, B,C) 一 (A+ BK, BH). 


容易 证 明 , 这 是 G 在 L 上 的 群 作用 . 
在 这 个 群 作用 下 , 每 一 条 群 轨道 就 是 一 个 反馈 等 价 类 . 换言之 , 在 一 条 群 轨道 上 的 两 
个 系统 是 反馈 等 价 的 , 而 在 不 同 群 轨道 上 的 系统 则 不 可 能 反馈 等 价 . 口 


在 实数 域 民 上 加 上 i 则 产生 了 新 的 数 域 C = {fa 十 下 |a,b e 民 }. 相信 许多 读者 跟 笔 
者 一 样 , 曾 试 图 寻找 出 新 的 添加 , 使 它 成 为 更 大 的 数 域 , 但 这 已 被 证 明 是 不 可 能 的 . 而 最 
接近 域 的 而 又 有 广泛 应 用 的 是 四 元 数 (quaternion). 


例 7.1.9 (四 元 数 ) 设 
Q={a+bit+cj+akl|a,b,c,d € R} 


为 一 四 维 向 量 空间 , 基底 为 {1,i,j,k}. 下 面 定义 乘法 : 设 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 


(c1q1 + c2q2)g3 = cl(q193) 十 cz(9293)， 
gs(cldl + c2q92) = c1(93q1) 十 cz(q3g2)， c1,c2 € R, qi1,g2,43 € Q. 


那么 只 要 对 基底 定义 乘法 就 够 了 . 设 基底 向 量 的 积 满足 
这 王 记 三 kK2 = 一 1; 


及 

过 = -ji=k; R=-kj=i Mi= =k=j. 
显然 , (Q, 十 ) 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 我 们 证 明 (Q\ {0}, x) 是 一 个 群 , 它 显然 不 是 阿 贝 尔 群 , 封 
闭 性 显 见 , 结合 律 只 要 对 基底 作 检 验 就 够 了 . 我 们 要 逐一 检验 , 例如 


(Di= -i; i(ii) = i(-1) = 二 i 等 
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单位 元 是 1. 设 g = a 十 抽 十 dj 十 dk 关 0, 可 以 证 明 (参见 附录 , 例 A.2.2) 记 llal| = 
(2 十 避 十 忆 十 本 )?, 则 
< 到 写生 到 有 
一 一 + 6k), 


其 中 
aw 一 0 二 a( 妇 十 cz 十 d2)， 
B= 一 好 一 ba2 十 c2 十 2)， 
y 三 一 c 一 cl(a2 + +d), 
6 三 一 da 一 dao2 十 刀 十 c2)， 
阿 
下 面 讨论 子 群 . 


定义 7.1.4 设 G 为 一 个 群 , 及 CG. 如 果 依 G 上 的 运算 也 是 一 个 群 , 则 称 刀 为 
G 的 子 群 , 记 作 殉 < G. 


下 面 的 命题 给 出 判定 子 群 的 简单 方法 , 它 的 证 明 很 简单 , 留 作 练习 (见习 题 7.8). 


命题 7.1.1 设 G 为 一 个 群 , 且 有 子 集 及 CG. 及 <G, 当 上 且 仅 当 对 万 中 任意 两 个 
元 素 ,bE 万 均 成 立 
a benH. (7.1.6) 
例 7.1.10 考虑 一 般 线性 群 GL(n, 民 ). 这 是 一 个 极其 重要 的 群 , 它 的 许多 子 群 同 样 
重要 . 
(1) 设 5L(n, 民 ) C GL(n, 民 ) 为 行列 式 值 为 1 的 n xn 和 矩阵 集 . 容易 证 明 , 它 是 一 个 


子 群 
SL(n, R) < GL(n, R). 


这 个 群 称 为 特殊 线性 群 . 
(2) 记 O(n, 民 ) 为 实 正 交 矩 阵 集合 , 容易 证 明 , 它 是 一 个 子 群 


O(n, R) < GL(n, R). 


这 个 群 称 为 正 交 群 . 
(3) 设 SO(n,R) = SL(n,R) NoO(n,R), 则 


SO(n, R) < SL(n,R); 且 SO(n,R) < O(n,R). 
这 个 群 称 为 特殊 正 交 群 . 口 
例 7.1.11 设 G 为 一 群 , we C, 那 女 


(oso [Re wy 
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容易 看 出 , 它 是 一 个 阿 贝尔 群 , 称 为 由 a 生成 的 循环 群 . 显然 , (a) < G, 即 (a) 为 G 的 一 
个 子 群 . 使 ok = e (e 为 单位 元 ) 的 最 小 正 数 大 称 为 a 的 阶 , 如 果 不 存 在 这 样 的 正 数 , 则 称 
a 的 阶 为 无 穷 大 . 加 
定理 7.1.1 (Cauchy) 设 |G|=n.p>1 是 n 的 一 个 因子 , 则 存在 a€E G, 使 a 的 阶 
为 p. 换言之 , G 有 了 阶 循环 子 群 . 
证 明 考虑 G 的 一 类 含 p 个 元 素 的 子 集 , 其 p 个 元 素 的 积 为 e: 
P={(g1,… ,gp)|g1,** ,gp € G; 91°**9p = €}. 


这 样 的 子 集 共 n?-1 个 ( 即 |P| = n?-1), 这 是 因为 g1, …, gp-1 可 以 任 选 , 而 gp = 
gz_.1…91 ”是 唯一 确定 的 . 
下 面 我 们 在 P 上 定义 等 价 类 
(g1; 92;** Gp) 7 (92…: : Gp gL) A (gp 91)… Wo) 


每 个 等 价 类 中 正好 有 p 个 元 素 , 除非 它 是 (g,g,:… ,g), 即 每 个 元 素 都 一 样 . P 中 有 一 个 
这 种 元 素 , 即 (e, e,… ,e). 假定 P 中 只 有 一 个 这 种 元 素 , 那么 m?-1 一 1 整除 p. 但 p 是 nn 
的 因子 , 这 是 不 可 能 的 . 故 存在 g 夭 e 且 (99…. ,9)eE 忆 根据 书 的 定义 ， Oe 四 


定义 7.1.5 设 及 < G. 对 G 中 的 任 一 元 素 g € G 定义 g 的 右 ( 左 ) 陪 集 为 
Hg = {hg|he 矿 } (相应 地 , gH = {gh|h eH}). 


命题 7.1.2 右 ( 左 ) 陪 集 是 群 的 一 个 划分 , 即 对 任意 两 个 g1,g2 E G, Hg1 和 Hg2 ( 
91 瑟 和 go 日) 或 者 完全 一 样 , 或 者 不 相交 (无 公共 元 ). 


证 明 设 矿 为 一 群 , h € 互 , 那么 , 易 证 hH = Hh = 五 (见习 题 7.9)， 现 在 设 
&€ HgiN Hgz, 则 91" ee 万, 于 是 


HR (Hr St 
同 理 Hgs = Hé, 故 Hg1 = Hg>. 回 


设 G 为 有 限 群 , 万 < G, 那么 容易 证 明 (1) |laH| = |bH| (将 aH 与 0 一 一 对 应 ); 
(2) 左 陪 集 与 右 陪 集 个 数 相等 (将 aH 与 Ha 一 一 对 应 ). 因此 , 我 们 将 五 的 陪 集 个 数 称 为 
五 在 G 中 的 指数 , 记 作 [G : 有 H]. 显然 


IHIIG : H] = |dl. Cy) 
下 面 定义 正规 子 群 , 它 是 一 种 特殊 的 子 群 , 在 群 的 结构 分 析 中 起 着 重要 作用 . 
定义 7.1.6 G 的 一 个 子 群 及 < G 称 为 G 的 正规 子 群 , 如 果 
gH= Hg, YyeG. 


如 果 态 是 G 的 正规 子 群 , 则 记 互 < G. 


正规 子 群 有 若干 等 价 的 定义 方法 , 这 在 使 用 上 提供 了 很 大 的 方便 . 它们 的 证 明 很 容 
留 作 练习 (见习 题 7.10). 


命题 7.1.3 设 甩 <G. 以 下 的 说 法 等 价 : 
(1)gH = Hg, Y9gE G; 

(2) gHg = 互 ; 

国王 页 CH, Yo eG 

(4) ghg ! € H, vg€e G,vheH. 


定义 7.1.7 给 定 一 个 群 G. 
(1) G 的 中 心 Z(G) 定义 为 


Z(G)= {rz EG|zy= Yr, Vy € GT 
(2) 设 ACG, 4 的 中 心 化 子 ZG(A) 定义 为 
Zc(A)= {g|g9a = ag,V a € A}. 


容易 证 明 Z(G) 4 G. ZUc(4) < G. 
考查 GL(n, 民 ). 容易 检验 , 其 中 心 为 
Ze {rir eR 
例 7.1.12 设 G 为 一 个 群 . G 中 具有 如 下 形式 的 元 素 称 为 一 个 交换 子 : a-1b-1ab. 
记 由 交换 子 生成 的 群 为 C, C 称 为 交换 子 群 . 交换 子 群 是 一 个 正规 子 群 , 即 C 4 G. 


注意 , 交换 子 的 逆 还 是 个 交换 子 . 因此 , 交换 子 生成 的 群 就 是 交换 子 的 有 限 积 的 集合 ， 


即 
k < 00;ai 0 eo) 


k 
(ee (Hee 
i=1 


要 证 明 C <4 G, 只 要 证 对 任 一 ge G, 有 


k 
5 [oioi oibig SC 


i=1 
即 可 . 而 这 又 等 价 于 对 任意 一 个 交换 子 o- 101ab， 


yar 0600 EO 
g (ab lab)g= (ag) 'b (ag)b(b 1g 109) eC. 


命题 7.1.4 (1) 设 及 <G, 如 果 百 包含 G 的 所 有 交接 子 , 则 刀 a G. 
(2) 设 互 G,G/ 瓦 是 阿 贝 尔 群 , 当 且 仅 当 刀 包含 G 的 所 有 交换 子 . 


证 明 (1) 任 选 ace G, 因为 aha-!ih-!1eH, 则 aha-!1€H. 
(2) 任 选 a,b € G, (Ha)(Hb) = Hab, (Hb)(Ha) = Hba, Hab = Hba, 当 且 仅 当 
ab(ba) 1!=aba bie€H. 口 


例 7.1.13 一 个 群 G, 有 两 个 平凡 的 正规 子 群 : {e} 和 G. 一 个 群 如 果 除 {e} 和 自己 
外 没有 其 他 正规 子 群 , 则 称 为 单 群 . 口 


下 面 给 出 一 个 单 群 的 例子 , 它 在 后 面 还 要 用 到 , 为 此 , 需要 一 点 准备 . 设 o€ 6,, 将 o 
写成 轮换 式 , 长 度 为 1 的 轮换 71 个 , 长 度 为 2 的 轮换 ra 个 , …, 长 度 为 nn 的 轮换 mr 个 ， 
则 称 它 具有 (71,72,:… ,7n) 型 置换 . 例如 


123845 .67:8 
CI 一 € Sg, 
15827643 


0 可 写成 o = (2574)(38), 它 的 置换 型 为 (2, 1,0,1,0,0,0,0). 容易 看 出 , 置换 型 是 唯一 的 . 
群 G 中 的 两 个 元 素 a,b 称 为 共 斩 , 如 果 存 在 ge G, 使 得 gag-! = 4b. 

引 理 7.1.1 o1,0o2 E 9S 共 罗 , 当 且 仅 当 它们 的 置换 型 相同 . 

证 明 设 o2=70iT-1. ol 三 而 ooc 其 中 ci= (0i.… ‘ok,) 为 长 度 为 k; 的 轮换 . 


那么 , ro17- = di1o0.…ods, 其 中 di = (ToiT7-!,… ,TO0% 7-!) 亦 为 长 度 为 ki 的 轮换 . 
反之 , 如 果 oi1, os 置换 型 相同 , 设 为 


CT (2 (DOT ;的 二 广 
Wo (1 二 0 , Qks); 


则 To17-! = oz. 口 
现在 设 ce An, 考虑 它 在 A 中 的 共 轿 类 . 根据 前 面 引 理 的 证 明 可 知 , 共 斩 类 中 的 元 
素 必然 与 o 同型 , 但 同型 或 未 必 同 类 , 这 是 因为 其 共 斩 元 素 7 未 必 属 于 A 


引 理 7.1.2 设 o€ An. Ti 为 An, 中 与 o 同型 元 素 集合 , a 在 5,, 中 的 中 心 化 子 为 
Zs,,(0). 那么 (1) 当 Zs (0o) 含 一 个 奇 置换 时 , T 为 o 的 一 个 共 示 类 ; (2) 当 Zs, (a) 不 含 
奇 置换 时 , 了 分 裂 为 o 的 两 个 共 斩 类 


T2 ={ror ! | re Sn 为 偶 置 换 }， 
Te = 二 {7g7 ! | Te5n 为 奇 亚 欣 }. 


证 明 (1) 设 m ee 2s,,(o) 为 奇 置换 , 则 ce = T70070 1 设 ro7-1e2， 如 果 7 是 
偶 置换 ， 则 To 与 oO 在 An, 中 共 斩 ; 否则 ， 是 奇 置 换 ， 但 FoT=L = 7T70070 .Tl 一] 
(rmo)c(rmo)-1 TT70 € hn, 故 ToT-! 也 与 o 在 An 中共 斩 . 

(2) 先 证 Te(o) 中 任 一 元 素 与 Te(c) 中 任 一 元 素 不 属 同一 共 轿 类 , 否则 , 任 给 
元 arrl € Te(o), 70077! € To(o), 存在 7 € 4An, 使 得 7(7ed72 1)T7 = T0075 即 
(17 1 三 属于 十 7 二 7 Za (0 但 7 二 T 是 请 时 的 二 区 全 司 下 
面 证 明 Te(c) 和 To(o) 为 o 在 4 中 的 两 个 共 思 e 类 , Te(o) 显然 是 ， 对 于 T?(o), 任 
选 a = nioril! € T°(0), b = nzo72! € T2(0), 那么 (727i ja(727i ) 三 克 。 因 为 


(T7277!) € An, 故 a,B 属于 An 中 同一 共 配 类 : 口 
引 理 7.1.3 
A = (128), (124)8. 3 (12n)): (7.1.9) 


证 明 (1) 任 一 轮换 都 可 由 对 换 生成 , 这 是 因为 
(位 和 is) = (i is)(i is-1) *** (i1 i3) (i1 i2). 
任 一 对 换 都 可 由 对 换 {(1)|t = 2 … ,n} 生成 , 这 是 因为 
(i1 i2) = (1 61)(1 i2). 
(2) 每 个 偶 对 换 (i 7)(s t) 都 可 以 由 {(12i) |i = 1,… ,n} 生成 , 这 是 因为 


(7)(st) = (12i)(12t)(127)(12s)(12i)(12t). 


定理 7.1.2 当 n 之 5 时, 4， 为 单 群 . 


证 明 设 {felj 和 NaG. 取 cc=(123), 那 么 国 为 所 有 的 3 轮换 . 因为 (45)o(45)-! = 
oil (45) e Zs,(o), 因此 , T; 是 4 的 一 个 共 轿 类 . 现在 如 果 N 包含 一 个 3 轮换 , 因为 N 
是 正规 子 群 , 它 就 包含 了 3 轮换 的 共 思 类 TT,, 即 所 有 的 3 轮换 . 由 引 理 7.1.3，N = 4 这 
说 明 4,m > 5 为 单 群 . 因此 , 只 要 证 入 包含 一 个 3 轮换 即 可 . 记 o 关 e 为 中 不 动 点 
最 多 的 一 个 置换 , 可 设 o = 0*, 这 里 C 为 长 度 为 素数 bp 的 轮换 . 首先 , 如 果 o 包含 一 个 长 
度 为 pg 的 轮换 , p, g 互 质 . 不 妨 设 p < gq. 用 o? 代替 o. 长 度 为 pg 的 轮换 变 为 长 度 为 p 
的 轮换 , 而 原来 的 不 动 点 还 是 不 动 点 . 因此 , 不 动 点 增加 了 . 所 以 , o 不 可 能 含 合 数 轮换 . 
其 次 , 如 果 co 有 两 个 不 同 素数 长 度 的 轮换 , 譬如, p、g, 用 o? 代替 o, 长 度 为 p 的 轮换 消 
失 , 不 动 点 增加 了 , 所 以 o 不 可 能 含 不 同 长 度 轮换 . 因此 假设 成 立 . 

现在 , 如 果 p= 2, 设 o 二 (12)(34)…, 取 T= (345), 则 To7r-1lo-!1= (1)(2)(345):…€ 
NV. 它 比 gc 有 更 多 不 动 点 (即使 5 是 原来 的 不 动 点 ). 故 p 冯 2. ， 


如 果 zp 三 5, 设 c= (12345:…p), 取 7T = (234), 则 rcr-lc-1 = (1)(4)(235):::€N. 
它 比 c 有 更 多 不 动 点 , 故 p < 3. 

因此 , p = 3. 设 大 > 2 则 n6,o = (123)(456)….. 取 7 = (234), 则 Tor-!l0o 1 = 
(6)(14235):… e NV, 它 比 vc 有 更 多 不 动 点 , 故 尺 = 1. 

这 说 明 : o 是 一 个 3 轮换 . 于 是 ， N= An. 口 


7.2” 群 同 态 、 群 同 构 
设 五 为 G 的 一 个 正规 子 群 , 五 4 G， 此 时 , 依 定义 左 、 右 陪 集 相 等 ， 在 陪 集 
{gB8 lg eG} 上 定义 运算 “x” 如 下 
oH XbH = abH. (F221) 
由 于 陪 集 aH 的 代表 元 a 不 唯一 , 我 们 须 证 明 式 (7.2.1) 定义 的 乘法 “x” 的 合理 性 , 即 它 
不 依赖 于 代表 元 的 选择 . 
现在 设 ai 万 = azH, b1H = bs 及. 我 们 要 证 明 乘 积 与 代表 元 无 关 , 即 a1b1H = azbo 万 . 
， 因 为 a1H = azH, 则 存在 hi € 五) 使 得 ua = aihi: 同样 , 有 ho € 万 , 使 得 bo。 = biho. 
于 是 


Q2b2 一 aihib1h2. 
因为 瓦 是 正规 子 群 ， 故 存在 hs EH, 使 得 hib1 = bihs. 因此 
a2boH 一 aibihahoH 一 a1b1H. 


容易 看 出 , 陪 集 空间 带 上 这 个 运算 构成 一 个 群 , 这 个 群 的 单位 元 是 瓦 , gH 的 逆 元 为 
0 


定义 7.2.1 设 及 了 写 G. HH 的 陪 集 集合 {gH|g€EG} 加 上 式 (7.2.1) 定义 的 运算 构成 
一 个 群 , 称 为 G 对 互 的 商 群 , 记 作 G/H. 


例 7.2.1 考虑 行列 式 值 为 正 的 矩阵 集合 , P = {A € Mnxn | det(4) > 0}. 容易 证 
明 , P < GZ(n, 阴 ). 首先 , 它 是 GL(n, 民 ) 的 一 个 子 群 , 这 是 因为 , 设 4,B EPP 则 


det(A-1B) = [det(A)]-! det(B) > 0， 
故 4-1B € P. 要 证 明 它 是 正规 子 群 , 取 g e GL(n, 民 ), 则 
det(g 1!Ag) = [det(g)] ! det(A)det(g) >0, vge€e GL(n,R), AeP. 


即 g-1hg e P. GL(n, 民 ) 对 PP 的 陪 集 集合 含 两 个 陪 集 : P, N = gP, 这 里 det(g) < 0. 因 
此 , 商 空间 即 {P, N}, 其 上 的 乘法 为 


em- 一 


口 
下 面 讨 论 两 个 群 之 间 的 关系 . 
定义 7.2.2 设 Gi, G2 为 两 个 群 . 一 个 映射 Tr : G1 一 G2 称 为 一 个 同 态 , 如 果 它 
满足 
T(ab) = (a)7(b). {7522) 
G1 到 G2 的 同 态 集合 记 作 Hom(G1, G2»). 
群 同 态 有 如 下 性 质 . 
命题 7.2.1 设 贡 : G 一 G2 为 一 个 群 同 态 , 则 
(1) 记 ei 为 Gi 的 单位 元 , i = 1,2, 则 
T(el) 一 €2. (72.3) 
(2) 
7(g )=[r(g)], VgeGi. (7.2.4) 
证 明 (1) 设 x(ei)=7, 则 
nT(a)=7(ae1) = (a)r(ei1) = (oa)r. 
故 
ez = [x(a)] ir(a)r = 
(2) 
ez 一 T(9 9) = 7(g  )r(g), 
故 
[Ir(g) 一 一 T(9 一 ). 
口 


例 7.2.2 ”这 里 给 出 一 些 简单 的 群 同 态 的 例子 , 读者 不 妨 自行 检验 其 正确 性 . 
(人 设 杯 = (RR, 十 ), = (C, 十 ) (“+” 为 普通 实数 或 复数 加 法 ), r(r) =7,rE 民 是 一 
个 同 态 , 实际 上 , 任何 一 个 线性 映射 p 


P(r)=Qr, aEC 


都 是 一 个 同 态 . 

(2) 设 G=(R\{0},x) (“x” 为 普通 实数 乘法 ). 定义 det : GL(n, 民 ) 一 G 为 普通 行 
列 式 运算 . 因为 det(4B) = det(4) det(B), det 是 一 个 群 同 态 . 

(3) 8 = (R+, x), G = (R\{0}, x). 那么 DQ 4 G; @ G/Q = { 山 [1}; @ 如 果 定 
义 Tr:G 一 Q 为 zrm lzl, 则 reHom(G,Q). 

(4) 设 p 为 n 的 一 个 因数 , pk = n. 定义 7 :i ki, 那么 TZ 一 Zn 为 一 群 同 态 . ” 口 


sorry 


定义 7.2.3 一 个 同 态 T : G1 一 Ga 称 为 一 个 同 构 ， 如 果 它 是 一 个 一 对 一 的 满 映射 
(“ 一 对 一 ” 指 如 果 T(a) = T(D), 则 a = b;“ 满 映射 ” 指 {r(ajlja es Gi} = G2). G1 到 Gs 
的 同 构 集 合 记 作 Iso(G1, G2). 

一 个 G 到 自身 的 同 构 7:G 一 G 称 为 G 的 自 同 构 . G 的 自 同 构 集 合 记 作 Aut(G). 


满 映 射 通常 也 称 “ 映 上 ”. 


例 7.2.3 这 里 给 出 一 些 简单 的 群 同 构 的 例子 . 

(1) 设 WW= (R?, 十 ), 五 = (C, 十 ), 映射 7: 民 ?一 C 定义 为 x: (zy 了 DZ+iy, 则 7” 
是 一 个 同 构 . 

(2) 设 G = (R,++), fH = (Ri,x). 定义 xn:a er, 则 x€ Iso(G, 有 H). 

(3) 设 2 e GL(n,R). rr : GL(n,R) 一 GL(n,RR) 定义 为 4 mm 2-142, 则 rE 
Aut(GL(n, R)). 口 


设 x€ Hom(G,Q@). 分 别 记 映射 的 像 集 为 
im(7)= {F(g)lge G} Cc @; 


映射 的 核 为 
ker(7)= {gE€EGIF(g)=e€eQ}CG. 


那么 , 容易 证 明 如 下 命题 . 
命题 7.2.2 (1) im(r) < Qi (2) ker(r) 4G. 


证 明 (1) 设 z,y € im(7), 只 要 证 z-ly € im(r) 即 可 . 因为 z,y e im(r), 则 存在 
a,bEG 使 得 x(a) = z, 7(b) =y. 于 是 | 


rla 1b) =7(a tr(b) = [r(a)] 17n(b) = 2-1y. 
(2) 先 证 ker(r) < G. 设 z,y € ker(7), 则 
7(z YY) =n(r rn(y) =e ee=e, 
故 z-ly e ker(7). 再 证 正规 性 , 设 ze G, kk e ker(7), 则 


7(z-1kz) = [r(x)] ler(x) = e. 


k 是 任 取 的 , 故 
ZX! ker(n)z C ker(7). 


下 面 介绍 几 个 群 同 态 定理 , 它们 揭示 了 群 的 一 些 基本 结构 . 


定理 7.2.1 (第 一 同 态 定理 ) (1) 设 x e Hom(G,Q@), K = ker(r).， 定义 映射 : 
G/K 一 im(7) 为 9g 开 Fr(9), 那么 9:G/K 一 im(7) 是 一 个 同 构 , 即 


G/ ker(7) SS im(7). (7.2.5) 


(2) 如 果 瑟 aq G, 定义 映射 1 :G 一 G/ 理 为 g 吕 gH. 那么 x:G 一 G/HH 是 一 个 映 
上 的 同 态 , 并 且 ker(7) = 万. 

证 明 (1) 首先 证 明 9 是 定义 好 的 : 设 gK = hK, 则 g-!ih eK. 因此 

0(hK)=0(gg 'hK)= "(gg "hh)=7(g)r(g 'h)=7(g)= 0(g9K). 
同时 , 我 们 还 有 
0b(ghK)= "(gh) = 7(g)r(h) = 0(gK)0(hK). 

因此 , 9 是 一 个 同 态 . 9 显然 是 映 上 的 . 这 样 , 要 证 明 9 是 同 构 , 只 要 证 明 9 是 一 对 一 的 即 
可 . 

设 0(gK) = 7(g) = e. 那么 ge K, 因此 gK = K, 这 就 说 明 9 是 一 对 一 的 . 

(2) 利用 与 (1) 的 证 明 类 似 的 方法 可 知 , x 是 一 个 映 上 的 同 态 . 现在 如 果 9 e 五 , 则 
7(g) = gH = HH, 如 果 g 4 HH, 则 7m(g)=gH 关 H. 故 ker(r) = 万 . 口 

定理 7.2.2 (第 二 同 态 定理 ) (1) 设 H<G, 且 N44G. 则 NNH4H. 

(2) 设 

NH = {nh|neN, heH), 

则 NH <G. 

(3) 对 任 一 he 五 定义 x:H/(NNH) 二 NH/N 为 h(NNH) 上 DhN, 那么 x 是 一 

H/(HNN)S NH/N. (7.2.6) 

证 明 (1) 令 he 五 及 ne NNHH. 我 们 只 要 证 明 h-inh E NNH 即 可 . 显然 

h-inh e€ 昌 , 因为 me N, 而 且 N 是 正规 的 , 故 有 某 个 n' € N, 使 得 hn = n'h， 因 此 


hinh =N EN. 
(2) 令 ni, no EN 及 hi, hz € H, 我 们 只 要 证 明 (nihi)-!1nzh2 e NH 即 可 . 因为 


(nihi)- nzh» 一 hi ni nzhs = hi 'nsh2 = nahi hz ENH, 


这 里 na, na € NN, na = niinz 以 及 厅 1ns = nahi! (因为 NN 是 正规 子 群 , 这样 的 na 存 
在 ). 
(3) 首先 证 明 是 一 个 同 态 : 


"(2(NNHYNMH))= "(zy N NH))= zyN = (2N)(yN) 


=7(z(NNH))r(YyNNH)), zy eH; 


ee Eee SS ns ue 
ss 


其 次 证 明 x 是 映 上 的 . 对 每 一 个 z = nh e NH, 存在 某 个 mw e HH 使 得 
rN =nhN = hn'N=hN, 


因此 
(VOR LN = NN; 


最 后 证 明 r 是 一 对 一 的 : 设 zE 五 并且 
"(z(NNH))=zN=N, 
那么 ze N, 即 zeENNH. 口 
定理 7.2.3 (第 三 同 态 定理 ) 设 MaG, NaG 并 且 N<AM. 那么 
(1) 
MI/N 4 G/N, (7.2.7) 
(2) 
(G/N)/(M/N) 兰 G/M. (28) 
证 明 (1) M/N < G/N 是 显然 的 . 我 们 证 明 它 是 正规 的 : 令 ge G 且 m ee M. 那么 
(gN) '(mN)(gN)=(g "mg)N=m N e MI/N, 


这 里 me M. 因此 M/N 4 G/N. 

(2) 定义 映射 + : (G/N)/(M/N) 一 G/M 为 gN(M/N) rm gM. 我 们 首先 证 明 7* 
是 定义 好 的 . 设 gyN(M/N) = gzN(M/N), 那么 (9N)-!(92N) <e M/N. 也 就 是 说 ， 
(gi 192)N e M/N, 这 表明 gi 1g2 e M. 等 价 地 , gM = goM. 故 


(grN(M/N))= gM = gaM = 7(g2N (MI/N)). 
其 次 , 我 们 证 明 r 是 一 个 同 态 : 
A((gIN)(g2N)(M/N))= 7((g192N)(M/N)) = g192M = (9g1M)(g2M) 
=7((giN)(M/N))r((gaN)(MI/N)), 
显 见 x 是 映 上 , 所 以 只 要 证 明 r 是 一 对 一 的 即 可 . 设 
"(gN(M/N))= gM = M, 
则 9 e M, 也 就 是 gN e MI/N, 这 就 意味 着 r 是 一 对 一 的 . 口 


设 4 为 一 个 集合 , 4 上 的 置换 群 记 作 54. 一 般 把 置换 群 的 子 群 也 称 为 置换 群 , 即 如 
果 G < 354, G 也 称 为 4 的 置换 群 . 下 面 的 定理 应 作 这 种 理解 . 为 区 别 起 见 , 不 妨 称 54 为 
4 的 全 置换 群 . 


定理 7.2.4 (Cayley 定理 ) 任何 一 个 群 同 构 于 一 个 置换 群 . 


证 明 给 定 群 G, 我 们 要 证 明 它 与 G 上 的 某 个 置换 群 同 构 . 首先 对 每 个 ae G, 定义 
ro:G 人 人、 G 为 mo:zrhyaz. 显然 , ra 是 一 对 一 且 映 上 的 , 所 以 它 是 一 个 置换 . 记 


G“ 三 全 EGG 


容易 看 出 , G* 是 一 个 群 ,其 单位 元 为 re, ra 的 逆 元 为 ra-i. 因此 , G* < Sc. 定义 
ff:G 污 G* 为 f(a)=7ia; 它 是 一 一 映 主 的 , 且 (ab)/ 三 ab 三 XN 收 GG 与 G* 同 和 构 : 口 


例 7.2.4 (乘积 群 ) 设 G, Q 为 给 定 的 两 个 群 . 在 乘积 集合 G x Q 上 定义 一 个 运算 
@ 为 (g1,q1) @ (9g2,q2) := (9192,9192), 这 里 g1,g2 E G 及 qi,gq2 € Q@. 那么 GxQ 成 为 一 
个 群 , 它 称 为 G 和 Q 的 乘积 群 . 

如 果 我 们 将 G x {e} 等 同 于 G, 那么 容易 证 明 G < G x Q. 同样 , 如 果 我 们 将 Q 等 同 
于 {fejxQ, 则 @asGxQ. 

对 于 乘积 群 再 作 商 群 , 则 有 


GxQ/GEQ, GxQ/QEG. 


口 
例 7.2.5 ( 共 罗 子 群 ) 设 8<G. 那么 , 对 任何 一 个 元 素 ge G, 均 有 9 Q@9<G.Q 
及 9-1Q9 称 为 两 个 共 罗 子 群 , 两 个 共 罗 子 群 显然 是 同 构 的 . 口 
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定义 7.3.1 在 集 尺 上 定义 两 个 运算 : 加 法 “十 ”和 乘法 “x?” (为 记号 的 方便 乘 号 通 
常 略 去 , 即 ab := a x 0), RR 称 为 一 个 环 , 如 果 以 下 条 件 成 立 : 

(1) (R, 十 ) 是 一 个 阿 贝尔 群 ; 

(2) (R, x) 是 半 群 , 即 乘法 满足 结合 律 : 对 任意 的 wbce 尺 有 (ab)c=a(bc); 

(3) 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 , 即 (十 bjc=ac 十 bc， a(b 十 c) 三 ap 十 ac. 


下 面 给 出 几 个 环 的 例子 . 


例 7.3.1 (1) 整数 集 Z 连同 普通 加 法 和 乘法 , 构成 一 个 环 . 
(2) 域 下 (例如 , 二 RR, F 二 C 等 ) 上 的 多 项 式 集合 是 一 个 环 , 记 作 Flz]. 
(3) n x n 和 拢 阵 集合 连同 普通 矩阵 加 法 和 乘法 , 构成 一 个 环 , 记 作 Mi. 口 


例 7.3.2 (四 元 数 环 ) ”回顾 例 7.1.9. 设 
Q= {a+bit+cj+dakl|a,b,c,d ee R} 


为 一 四 维 向 量 空 间 . 对 向 量 空间 的 普通 加 法 , 它 显然 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 我 们 定义 过 乘法 ， 
它 满足 分 配 律 , 且 在 乘法 下 是 半 群 (实际 上 , 我 们 证 明了 (Q\ {0}, x) 是 一 个 群 ). 因此 , 在 
这 种 加 法 与 乘法 意义 下 , Q 形成 一 个 环 , 这 个 环 称 为 四 元 数 环 . 口 


eR ee er ht 
定义 7.3.2 (1) 一 个 环 民 称 为 交换 环 , 如 果 它 满足 ab = ba, Va,beR. 
(2) 环 中 的 一 个 元 ee 民 称 为 环 民 的 单位 元 , 如 果 re 二 er 二 7, V7 € RR. 如 果 一 个 环 
尽 有 单位 元 , 则 称 为 有 单位 元 的 环 . 
(3) 如 果 0 关 aER 且 0 关 be 民 使 得 ab 二 0, 那么 a 称 为 一 个 左 零 因子 ,而 b 称 为 
一 个 右 零 因子 (这 里 0 是 加 法 群 的 单位 元 ). 
(4) 有 单位 元 而 无 零 因 子 的 环 称 为 整 环 . 


例 7.3.3 (1) 在 例 7.3.1 中 ,纪委 [z] (或 Clz]) 均 为 交换 整 环 . 
(2) M 不 是 交换 环 , 但 它 有 单位 元 I;. 它 有 零 因 子 : 例如 在 M2 中 


A s= lo 
00 00 
A 关 0 且 B# 关 0, 但 是 A4B=0. 故 4 是 左 零 因子 , 而 B 是 右 零 因子 . 
(3) 考虑 例 7.1.3 中 的 Zn, 它 对 同 余 加 法 @ 为 阿 贝尔 群 . 定义 同 余 乘 法 @ 


a ® b= ab (mod7m)， 


那么 容易 证 明 , (Zn, 人 @,@) 是 一 个 环 , 这 个 环 有 单位 元 , 单位 元 为 “1”. 如 果 为 合 数 , 它 
有 零 因子 , 例如 , 在 Ze 中 , 2 @ 3 = 0, 故 2, 3 均 为 零 因 子 . 如 果 n 为 素数 , 它 没有 零 因 子 . 
口 


例 7.3.4 考虑 四 元 数 环 , 它 有 单位 元 “1”. 它 不 可 交换 , 因为 过 = -ji 这 个 环 没有 
零 因 子 . 事实 上 , 设 ab = 0, 如 果 a 关 0, 那么 ao-lu=a-10=0, 即 b=0. 因此 , 它 没有 
零 因 子 . 口 


定义 7.3.3 设 5CRhR 为 环 民 的 一 个 子 集 ， 如 果 在 与 尺 中 相同 的 运算 下 3 是 一 个 
环 , 则 5S 称 为 RR 的 一 个 子 环 . 


下 面 的 命题 给 出 判定 子 环 的 方法 . 


命题 7.3.1 设 5SCRhR 为 环 民 的 一 个 子 集 , 如果 

(1) 对 任意 a,be 5S,a 一 be 5; 

(2) 对 任意 a,be S, ab e 5. 

则 S 是 忆 的 一 个 子 环 . 

证 明 由 条 件 (1), S 是 一 个 子 群 , 它 显然 是 个 阿 贝 尔 群 . 条 件 (2) 保证 它 对 乘法 封 
闭 . 结论 显 见 . 口 

例 7.3.5 (1) 在 普通 加 法 和 乘法 意义 下 , 实数 集 了 及 是 复数 集 C 的 子 环 ; 有 理 数 集 Q 
是 实数 集 及 的 子 环 ; 整数 集 忆 是 有 理 数 集 Q 的 子 环 . 

(2) 2Z6 有 两 个 非 平凡 的 于 环 322 二 0838} 23 三 本 002 4 

(3) 设 R 为 一 个 环 , R 的 中 心 2 定义 为 


ZE rr re Rk (7:31) 
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容易 证 明 , 2 是 RR 的 子 环 . 
(4) (Mn 十 ,x) ( 即 xn 和 矩阵 集合 连同 普通 矩阵 加 法 和 乘法 构成 的 环 ) 的 中 心 为 


Z={rIin|r €R}. 


定义 7.3.4 (1) 一 个 子 环 5 C R, 如 果 它 满足 
rs€S, sr€ES, VreR,sesS, (7.3.2) 
则 称 它 为 一 个 理想 . 
(2) 给 定 一 个 元 素 7 E 民 , 包含 7 的 最 小 理想 称 为 由 7 生成 的 主 理想 , 记 作 S = (7). 


容易 证 明 , 一 些 理想 的 交还 是 理想 . 因此 , 由 7 生成 的 主 理想 (7) 是 存在 的 , 它 是 所 有 
包含 7 的 理想 的 交 . 


例 7.3.6 (1) 考虑 及 [z], 它 是 一 个 整 环 . 记 I2[z] 为 以 2 为 其 一 个 根 的 多 项 式 , 即 
2[z] = {P(z) € RIz]|P(2) = 0}. 


显然 , 五 [z] 是 恨 [z] 的 一 个 理想 , 这 个 理想 是 由 x 一 2 生成 的 主 理想 (x 一 2). 

(2) 记 F(R) 为 玉 上 的 可 测 函 数 集合 , 它 在 普通 函数 加 法 与 数 乘 下 成 环 . 记 C(R) 为 = 
了 及 上 的 连续 函数 集合 , 则 C(R) 是 F(R) 的 一 个 子 环 , 但 不 是 一 个 理想 . 

(3) 记 = {f(z) e F(R)|f(0) = 0}. 那么 , Fo 是 下 (R) 的 一 个 理想 , 并且 FUC(R) 
是 C(R) 的 一 个 理想 . 口 


定义 7.3.5 设 Ri, Ro 为 两 个 环 . 
(1) 映射 万: 尽 ; - RR 称 为 一 个 环 同 态 , 如 果 它 对 加 法 是 一 个 群 同 态 , 并 且 满 足 
F(ab) = F(a)F(b). 


(2) 一 个 环 同 态 称 为 一 个 环 同 构 , 如 果 它 是 一 对 一 且 映 上 的 . 
下 面 我 们 考虑 多 项 式 环 . 记 域 记 上 的 多 项 式 环 为 F[z], 这 里 五 可 能 是 C、 了 及 、Q 等 . 
定理 7.3.1 [xz] 上 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 . 
证 明 设 JC Flz] 为 Flz] 的 一 个 理想 . 如 果 J 了 只 有 和 零 元 , 则 它 由 0 生成 ; 否则 , 设 
a(z) 关 0 为 7 中 次 数 最 低 的 一 个 多 项 式 . 我 们 证 明 J = (a(z)). 
设 b(z) € J. 我 们 要 证 明 b(z) = k(z)a(z). 用 多 项 式 除法 可 得 
DZ) = a(Z)K(Z) + 7(2), 


这 里 7(z) 的 次 数 低 于 a(z) 的 次 数 , 并 且 r(z) = b(z) 一 a(z)k(z) e J. 如 果 7(z) 关 0, 这 
与 a(z) 的 定义 矛盾 . 故 r(z) =0, 即 J= {a(z)k(z)|k(z) € F[z]} = (a(z)). 口 
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下 面 这 些 结果 是 熟知 的 , 它 很 容易 用 轧 转 相 除 法 得 到 . 为 以 后 使 用 方便 我 们 把 它 写 成 
命题 形式 . | 
命题 7.3.2 (1) 设 m,neZ,m、n 的 最 大 公 因 数 为 k, 则 存在 p,q € ZZ, 使 得 


mp++ng=k. 


特别 是 当 m、n 互 质 时 ,k= 二 1. 
(2) 设 m(z),n(Z) e F[z], m(z)、n(z) 的 最 大 公 因 式 为 kh(z), 则 存在 p(z),q(z) E 
F[z], 使 得 
ma(Z)D(Z) 十 只 (Z)g(Z) = k(z). 
特别 是 当 mm(z)、m(zZ) 互 质 时 , k(x) = 1. 
例 7.3.7 (1) 映射 玉 :2 一 Zn 定义 为 xzFy zx (modm) 是 一 个 环 同 态 . 


(2) 设 
ben). 


容易 证 明 , Q 是 2 x 2 实 和 矩阵 环 M2( 民 ) 的 子 环 . 定义 下 :C 一 QQ 为 wa 十 亡 吃 : 直 
~ 


接 检验 可 知 , F 是 一 个 环 同 构 . 回 
例 7.3.8 选择 4A, B,CO,D ee M2(C) 如 下 


多 -| oh hee le 
0 —i —10 i0 


Q= {a4+bB+ceC+dDla,b,c,d eR}. 


按照 普通 的 矩阵 加 法 和 乘法 , 它 构成 一 个 环 . 有 趣 的 是 , 它们 的 乘积 关系 与 四 元 数 的 基底 
{1,i,j,k} 的 乘积 关系 完全 一 样 , 例如 : BC = -CB = 也 等. 定义 映射 下 : 8 一 @ 如 下 


定义 


F(a+bi+cj+dadk)=aA+bB+ceC +daD. 


容易 证 明 , 这 是 一 个 环 同 构 . 口 
命题 7.3.3 设 J 为 R 的 一 个 理想 . 作 陪 集 R/J := {J 十 r|7 EE RR}, 对 陪 集 集合 作 
加 法 与 乘法 如 下 


(J +a)+(J+0)=J+(a+b), (J+a) x(J+ = 三 J 十 ab0. 
那么 容易 证 明 , 民 /.J 构成 一 个 环 , 这 个 环 称 为 商 环 . 


设 下 :4 一 号 为 一 环 同 态 . 同 态 核 定义 为 K = {a € 4|F(a) = 0}, 那么 我 们 有 如 下 
定理 . 
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定理 7.3.2 ( 环 同 态 基 本 定理 ) 设 下 :4 一 妃 为 一 环 同 态 , 同 态 核 为 K, 那么 
(1) KK 是 一 个 理想 ; 
(2) 像 集 im(4) C 互 与 4 对 天 的 商 环 同 构 , 即 
im(A) 富 A/K. (7:353) 
证 明 (1) 显然 , K 是 子 环 . 设 ke K,ae 4, 则 
F(ak) = F(a)F(k) = F(a) x0=0. 
即 aK CK, 故 K 为 理想 . 


(2) 定义 五 : A/K 二 B 如 下 : F(a 十 KK) := F(a). 显然 它 与 代表 元 无 关 , 因此 上 述 定 
义 是 合理 的 . 我 们 证 明 瓦 : 4A/K 一 im(4) 为 同 构 映射 . 事实 上 


F((a+k)+(b+k))= F(a+b+k)= F(a+b)= F(a)+F(b) = F(a+k)+F(b+k); 


F((a+k)(b+k)) = F(ab+k)= F(ab) = F(a)F(b) = F(a+k)F(b+k). 


因此 , 玉 是 一 个 同 态 . 要 证 明 它 是 同 构 , 只 要 证 明 它 是 一 对 一 的 即 可 , 这 等 价 于 零 的 原 像 
是 零 . 令 Fa 十 人 三 0 即 Fa) =0, 由 定义 ae K, 即 a+K=K. 口 


7.4 ” 域 和 域 的 扩张 


定义 7.4.1 一 个 交换 的 整 环 媚 , 如 果 它 的 每 个 非 零 元 均 有 逆 , 则 称 它 为 一 个 域 . 


例 7.4.1 (1) C、R、Q 在 普通 加 法 和 乘法 下 都 是 域 , 通常 分 别称 它们 为 复数 域 、 实 
数 域 和 有 理 数 域 . 
(2) 四 元 数 不 是 域 . 它 只 差 一 点 , 就 是 对 乘法 不 可 交换 . 
(3) 如 果 n 是 素数 , 则 Z 是 域 . 例如 Zs, Z7, :…. 要 证 明 Z 是 个 域 , 它 显然 是 个 交 
换 整 环 , 所 以 只 要 证 明 每 个 非 零 元 有 北 即 可 . 设 s < mw 因 n 是 素数 , n 与 s 互 质 , 故 存在 
p>0,g>0,p<n 使 得 
sp ng 1 


于 是 sxp=1 (mod n). 
(4) 如 果 n 是 合 数 , 则 Z 不 是 域 , 因为 此 时 有 零 因 子 . 设 st = n,s> 1,t>1, 则 
sxXt=0 (mod n). 口 


一 个 域 的 特征 值 指 最 小 的 正 整数 n, 使 


1+1+… 十 1=0. 
.一 一 一 


nn 


如 果 不 存在 n, 则 称 其 特征 值 为 0. 例如 , Zs 的 特征 值 为 5, C、 玉 、Q 的 特征 值 为 0. 


定义 7.4.2， 设 万 为 一 个 域 . 严 C 吾 称 为 百 的 子 域 ; 如果 下 对 加 法 、 加 法 的 逆 (或 
称 减 )、 乘 法 、 乘 法 的 逆 (或 称 除 ) 均 封 闭 , 即 a 二 bE F, Va,be F; -aeF,vVaerF; 
aberF,vabeF;a !eF,Vaéerk. 

如 果 万 是 马 的 子 域 , 则 称 马 为 下 的 扩张 域 . 


显然 , Q 是 RR 和 C 的 子 域 , R 是 C 的 子 域 , R 和 C 是 Q 的 扩张 域 , C 是 及 的 扩张 域 
下 面 给 出 一 个 重要 的 扩张 形式 . 


例 7.4.2 在 有 理 数 Q 中 添加 V3. 记 作 
Q(V2) = {a+bV2|a,b € Q}, 


显然 它 是 一 个 整 环 . 要 证 明 它 是 域 , 只 要 证 明 它 的 每 个 非 零 元 有 逆 元 即 可 . 设 a++bV2 去 0， 
如 果 = 0, 则 1/a 为 其 逆 . 如 果 5 天 0, 则 


1 一 DV2 
a pV3 a2 — 2b2 
因此 , Q(V2) 是 Q 的 一 个 扩张 域 . 口 


本 节 主 要 介绍 域 的 扩张 . 设 马 为 下 的 一 个 扩张 . 对 一 个 已 外 的 元 素 ce 畏 \F, 定义 
一 个 映射 ce :FIz] 一 瑟 为 


e Q(V2), 


oc(a(z)) = a(c), al(z) € Flz]. (TD 


因为 
oc(a(z) +b(7)) = a(c) 十 De) = ae(a(Z)) + oe(b(7)), 
ae(a(Z)b(z)) = a(c) .2(c) = oe(a(z))oe(b(7)), 


Oc 是 一 个 环 同 态 . 

记 Ki 为 coe 的 同 态 核 , 即 K。 = {a(z) e Flz]|a(c) = 0}. ce 一 称 为 一 个 代数 数 , 如 
果 存 在 一 个 非 零 多 项 式 a(z) e Fl[z|] 使 得 a(c) = 0. 否则 , c 称 为 超越 数 . 显然 , c 是 代数 
小 当时 仅 当 KK 才 {0j}: 

注意 到 : (1) K。 是 一 个 理想 ; (2) F[z] 中 任何 一 个 理想 都 是 由 理想 中 次 数 最 低 的 多 项 
式 产 生 的 主 理想 . 

让 K。 = (pz(z)), 这 里 p(z) 为 首 一 多 项 式 (最 高 次 项 系数 为 1). p(z) 称 为 c 在 上 的 
最 小 多 项 式 . 显然 , p(z) 是 不 可 约 多 项 式 . 否则 , 设 p(z) = a(z)b(z), 则 a(c)b(c) = p(c) = 
0, 从 而 a(c) = 0 或 b(c) = 0, 矛盾 . 

下 面 证 明 , ce 的 像 是 一 个 域 . 对 加 、 减 、 乘 的 封闭 性 是 显然 的 . a 设 
像 集中 任 一 非 零 元 f(c) 关 0. 因 p(z) 不 可 约 , 则 f(z) 与 p(z) 互 质 . 于 是 存在 a(z) 与 
b(z) 使 得 


f(x)a(z)+p(z)b(7z) = 1. (7.4.2) 


令 z= ce 则 得 f(oja(e) 1 故 ale) = (f(O))-1. 显然 ve 的 像 是 包含 严 和 c 的 最 小 域 ， 
记 作 Fl(c). 
由 环 的 基本 同 态 定理 可 知 


Fl(c) Fl[z]/Ap(7x)). (7.4.3) 


由 式 (7.4.3) 可 知 存在 如 下 命题 . 
命题 7.4.1 如 果 c 和 为 同一 个 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 根 , 那么 F(c) 兰 下 (dq). 
由 上 面 的 讨论 可 以 得 到 一 个 域 扩张 的 基本 定理 . 


定理 7.4.1 设 下 为 一 个 域 , a(z) E F[z] 为 一 非常 值 多 项 式 , 则 存在 一 个 五 的 扩张 
域 已 及 ce 万 , 使 得 a(c) = 0. 


证 明 设 p(z) 为 a(z) 的 一 个 不 可 约 因子 , 那么 FF[z]/(p(z)) 是 一 个 域 . 记 J = (pz(z))， 
定义 7 :五 志 Fz]/J 为 h 品 J 十 h. 这 显然 是 一 个 域 的 同 构 . 将 he 等同 J 十 h, 则 
FIz]/J 成 为 F 的 一 个 扩张 域 . 

最 后 , 要 在 FF[z]/J 中 找到 一 个 元 , 它 是 a(z) 的 根 . 我 们 找 的 是 元 = J 十 zx. 首先 , 显 
然 , 只 要 它 是 p(z) 的 根 就 行 了 . 设 p(z) = ao 十 a1z 十 … 十 anz”. 因为 现在 瓦 被 志明 入 
FF[z]/J, 系数 变 为 a; = r(ai) = J 十 ai. 现在 


p(z) = ad0+a17+ + dnz" 
二 (J 十 a0) 十 (J 二 Qa1)(J 二 2) 十 … 十 (J 二 +an)(J + 2)” 
一 了 十 ao 十 QZ 十 … 十 anZ” 
三 :可 十 站 克 三 水 


定义 3 ) 设 hi, Fs» 为 两 个 域 ， T :站 一 2 如 果 满 足 
7(a+b)=7(a)+7(b), rT(ab)= 7(a)n(b), Va,b eR, 
则 称 及 与 Fo 同 态 , xr 为 同 态 映 射 . 如 果 同 态 映 射 " 是 一 对 一 且 映 上 的 , 则 称 下 与 局 
同 构 , T 为 同 构 映射 . 
以 下 的 结论 是 显 见 的 . 
命题 7.4.2 设 甩 ,为 两 个 域 , x: 下 一 避 为 域 同 态 , 那么 7(0) = 0, 7(1) = 1， 
(一 a) = 一 T(o), T(o )= [r(0)] 


如 果 瓦 是 王 的 扩张 , 则 显然 , 召 可 以 看 作 下 上 的 一 个 线性 空间 .例如 C = 
{a+bila,b ee R} 即 C 是 及 上 以 全 讨 为 基底 的 二 维 线性 空间 又 如 Q(vV23) = 
{a 十 bV2|a,be Q} 也 是 Q 上 的 二 维 空间 . 然而 , 及 作为 @ 的 扩张 就 是 无 穷 维 的 , 例如 ， 
{7, 72, 73,.…} 都 线性 无 关 . 于 是 有 如 下 定义 . 
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定义 7.4.4 设 媚 为 弄 的 一 个 扩张 域 . 如 果 马 作为 情 上 的 线性 空间 是 有 穷 维 的 , 则 
称 轧 是 万 的 代数 扩张 , 否则 称 为 超越 扩张 . 维 数 nn 称 为 扩张 指数 , 记 作 


[Be = 


设 c 为 f 上 的 代数 数 , 且 p(z) 为 c 在 上 的 最 小 多 项 式 . 设 deg(z(z)) =n, 那么 ， 
显然 1,c,.… ,en-: 线性 无 关 , 并 且 它 们 张 成 (ce). 则 F(c) 为 F 上 包含 c 的 最 小 域 , 称 为 
c 在 下 上 的 扩张 域 . 


例 7.4.3 考虑 Q( 引 一 1). c= 说-1 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 为 pz(z) = za 二 3z2 十 
3z 一 1= 0. 于 是 1, c, c2 线性 无 关 . 否则 , 有 gi x 1 二 gq2 xc 十 qs xc2 =0, gq1、92、9g3 为 不 
全 为 零 的 有 理 数 , 这 与 p(z) 的 定义 矛盾 . 但 由 定理 7.4.1, {qi Xx1+g2 Xc+g3Xxc|gi € Q} 
是 一 个 域 , 同时 , 它 也 是 @ 上 的 一 个 三 维 线性 空间 . 口 


用 与 上 例 同 样 的 讨论 可 知 , 一 般 地 说 , 我 们 有 以 下 定理 . 

定理 7.4.2 设 c 为 上 的 一 个 代数 数 , 则 开 (c) 对 下 的 扩张 次 数 [F(e) : FF] 等 于 c 
在 上 的 最 小 多 项 式 次 数 . 

现在 考虑 两 次 扩张 的 情况 . 设 有 三 个 域 玉 EB 和 K, 这 里 马 是 下 的 代数 扩张 , 基底 
为 {e1,… ,em}; K 是 马 的 代数 扩张 , 基底 为 {hi1,… ,kn}. 那么 对 任 一 k€ K, 有 展 式 


k= okit dasko + Qnkn ai EB 
= (ajel 十 .… 十 oem)jzi 十 … 十 (agel 十 .… 十 aem)zm a EF (7.4.4) 


容易 证 明 , {eikj |1 < i < n, 1 < 7 < m} 线性 无 关 . 因此 , K 是 上 的 一 个 线性 空间 , 维 
数 为 mn. 把 它 写 成 下 面 的 定理 . 


定理 7.4.3 考虑 三 个 域 夏 CCK, 这 里 马 是 慷 的 代数 扩张 , 且 KK 是 万 的 代数 
扩张 . 那么 有 


[IK:FI=[K: BE:F. (7.4.5) 


作为 应 用 , 我 们 考虑 古老 的 平面 几何 中 的 尺 规 作 图 问题 . 先 弄 清 尺 规 作 图 的 规则 : 

直 尺 : 过 两 点 作 一 条 线 . 

圆规 : 给 定点 c, 给 定 线段 长 ", 作 一 个 以 c 为 圆心 , 以 7 为 半径 的 圆 . 

现在 我 们 可 以 在 平面 上 任 选 两 个 点 A4、B, 不 妨 设 4 = (0,0), B = (1,0) (在 平面 上 
任 选 第 三 个 点 C 没有 任何 意义 , 因为 它 的 坐标 无 法 确定 ). 于 是 , 从 这 两 点 出 发 , 看 什么 样 
的 点 是 尺 规 作 图 所 能 达到 的 . 从 平面 几何 可 知 , 我 们 可 任意 有 限 等 分 , 可 以 作 垂 线 . 因此 ， 
(z,y) EQ@ x Q@ 的 点 都 是 几何 作 图 可 构造 的 . 从 Q@ x Q@ 出 发 , 还 有 哪些 点 可 构造 呢 ? 显然 ， 
一 个 点 可 构造 , 当 且 仅 当 它 是 下 面 三 种 情况 之 一 : 

(1) 两 条 直线 的 交 ; 


ta = 
(2) 直线 与 圆 的 交 ; 
(3) 圆 与 圆 的 交 . 
分 别 考虑 以 下 三 种 情况 . 
(1) 两 条 直线 的 交 : 设 Li 过 (ai1,b1) 和 (a2,b2); Lz 过 (a3,bs) 和 (aa bai ai,bi; ea@Q， 
因此 , 这 两 条 线 可 构造 . 这 两 条 线 的 方程 分 别 为 
VE bl bo bi 
元 一 ai Q2— a 


(7.4.6) 
y= bab 
= di 
设 其 交点 为 (z,y), 则 显然 z,y e Q@. 因此 , 我 们 不 能 得 到 任何 新 东西 . 
(2) 直线 与 圆 的 交 : 画 一 个 以 (ci, ez) 为 圆心 , 7 为 半径 的 圆 , 方程 为 
(s— a) TT(y—6) =7. (7.4.8) 
只 要 ci,c2z,7 E Q, 则 圆 是 可 构造 的 . 考虑 它 与 L1 的 交 : 由 式 (7.4.6) 解 出 y 代入 式 
(7.4.8), 得 


(7.4.7) 


Vw) = acz2 十 Br 十 加 三 0， (7.4.9) 


这 里 as =1+ (站 ) 关 0, 且 


Q2 一 Q1 
q(y) :一 ay 久 十 By 十 为 =0， (7.4.10) 


这 里 


设 (zo,yo) 为 交点 , 那么 [Q(z0) : 8] = 2, 且 [Q(yo) : 8Q] =2. 因此 [Qtzoyo):Q] =2 或 4. 
(3) 圆 与 圆 的 交 : 将 两 个 圆 方程 相 减 即 得 到 一 个 线性 方程 , 因此 这 种 情况 可 退化 到 第 
二 种 情况 . 
注意 到 : 一 个 点 (ab) 可 构造 , 当 且 仅 当 两 个 数 c 和 4b 可 构造 (一 个 数 可 构造 即 长 度 
为 这 个 数 的 线段 可 构造 ). 因此 , 下 面 只 讨论 什么 时 候 一 个 数 可 构造 . 根据 上 面 的 讨论 有 如 
下 定理 . 


定理 7.4.4 一 个 数 可 构造 的 必要 条 件 是 [Q(a) :Q] = 2*, 有 > 0. 


例 7.4.4 (1) 倍 立 方 问题 (将 立方 体 体积 扩大 一 倍 ), 是 几何 作 图 不 能 的 . 因为 我 们 
要 构造 长 度 21/3. 而 {1Q(2V3) : Q] = 3, 根据 定理 7.4.4, 这 不 可 作 . 

(2) 等 方圆 问题 ( 作 一 正方 形 与 圆 等 面积 ), 是 几何 作 图 不 能 的 . 因为 我 们 要 构造 长 度 
VT. 而 V7 是 一 个 超越 数 , 即 [Q(V7) : Q] = oo. 

(3) 三 等 分 角 问 题 (三 等 分 一 任意 角 ), 是 几何 作 图 不 能 的 . 我 们 只 要 证 明 不 能 三 等 分 
某 一 个 角 就 行 了 . 考虑 60°, 如 果 可 以 , 那 就 可 以 构造 cos(20°) (或 sin(20°)). 但 是 


cos(36) = 4cos3(b) 一 3cos(0). 


取 0= 60°, 则 z = cos(20?) 满足 


D(Z) 一 一 
D(z) 不 可 约 , 所 以 , [Q(cos(20°)) : Q] = 3. 因此 , 它 不 可 构造 . 口 


平面 几何 的 尺 规 作 图 问题 , 实质 上 是 a 长 度 可 和 否 作出 来 的 问题 . 如 果 a 只 涉及 到 平方 
根 , 则 一 定 可 作 . 例如 , a = V2(V3+l,a= V2 十 VV3 十 1, 等 . 


7.5“ 伽 罗 瓦 理论 (I) 一- 伽 罗 瓦 群 * 


伽 罗 瓦 理论 是 经 典 近 世代 数 的 最 精华 部 分 , 它 的 产生 是 要 回答 一 个 这 样 的 问题 : 什么 
时 候 一 个 代数 方程 有 根 式 解 ? 
本 节 假 定 所 讨论 的 域 的 特征 值 均 为 0. 我 们 需要 一 些 准 备 工 作 . 


引 理 7.5.1 一 个 不 可 约 多 项 式 a(z) e FF[z] 无 重 根 . 


证 明 设 c 为 其 重 根 , 则 c 也 是 其 导数 a'(z) 的 根 . 设 c 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 为 p(z)， 
则 p(z) 为 a(z) 和 a'(z) 的 因子 . 但 a(z) 不 可 约 , 故 p(z) = aa(z), 0 关 aEF, 即 a(z) 为 
a'(z) 的 因子 , 矛盾 . 口 


每 一 个 代数 扩张 都 可 以 写成 有 限 次 扩张 形式 . 这 是 因为 如 果 [EB : fF] = n, 找 一 
cl EE\F, 作 (ec1), 如 果 民 (cl) 天 瑟 , 找 一 co e BENP(ci), 作 开 (ci)(ca), 记 作 F(ci,c2). 
继续 这 个 过 程 , 经 有 限 次 即 得 媚 = 下 (cl … ,ck). 如 果 有 = 1, 即 F(c) 称 为 单 扩 张 . 

实际 上 , 对 FF 每 一 个 有 限 扩张 ,都 可 以 找到 适当 的 c, 使 扩张 一 次 完成 ， 即 
B= R(tc) 


定理 7.5.1 每 一 个 有 限 扩张 都 是 单 扩 张 . 
证 明 显然 , 只 要 证 一 个 二 次 扩张 F(a,5) 可 写成 单 扩张 即 可 . 设 A(z)、B(z) 分 别 为 
4 2 的 最 小 多 项 式 , 其 根 分 别 为 al = a,a2,… ,an, b1 二 b,b2,… ,bm. 取 


Qi 一 Q 


cp 


全 


令 c=a 十 友 . 显 见 
cto a pil i 


令 h(z) = A(c 一 tz), 则 
h(b)= A(c—tb)= A(a) = 0. 


由 于 c 一 tb; Qi, i= 1,:…: ;nN, 则 


h(b;) = A(c—tb;) 0, 


即 65 是 h(z) 与 B(z) 的 唯一 公共 根 . 

我 们 断言 : be F(c). 如 果断 言 正确 , 那么 a = 二 c 一 吉 €E F(c), 于 是 F(a,b) C F(c). 但 
cE F(a,b), 则 F(c)C F(a,b), 故 F(a,b)= Fl(c). 

因此 , 只 要 证 明 断 言 即 可 . 设 p(x) 为 6 在 FF(c) 上 的 最 小 多 项 式 , 如 果 p(z) 次 数 为 
1, 则 [F(c,b) : F(o)] = 1, Bh: Flc,b) = F(o). 如 果 deg(p(z)) > 2, 因为 p(z) 是 h(x) 
B(z) 的 因子 , 则 h(z) 和 B(z) 至 少 有 两 个 公共 根 , 矛盾 . 


注意 , 上 面 的 证 明 是 构造 性 的 , 它 给 出 单 扩张 的 构造 方法 , 我 们 用 一 个 例子 说 明 . 
例 7.5.1 考虑 Q@(V2, W5). V2 的 最 小 多 项 式 为 z? 一 2 = 0, 其 根 为 a = al = V2， 
aa = 一 V2; W5 的 最 小 多 项 式 为 za 一 5 = 0, 其 根 为 b= bl = W5, bz = YW5[cos( 罕 ) 十 
isin( 笃 )], bs = WY5[cos( 等 ) 十 isin( 等 )]. 
一 02 Q 一 0Q2 
{0 #{ 和 ,名 1， 
故 可 取 t= 1. 由 上 述 定 理 的 证 明 可 知 \ 
Q(V2, V5) = Q(V2 + Y5). 


现在 , 设 h: 让 一 Fz 为 一 个 域 同 构 , p(X) = ao 十 aiz 十 … 十 anz" € 到 |[z], 则 
hp(7z) := h(ao) + h(ai)z+.…+ h(an)z" € Folz]. 


容易 证 明 , 在 这 样 的 定义 下 , h 变 为 有 [zx] 一 [zx] 的 环 同 构 . 
定理 7.5.2 设 h: 了 一 忆 为 一 个 域 同 构 , p(T) € 所 [z] 不 可 约 , Qa 为 其 一 根 ,为 
hp(z) 一 根 . 则 存在 hh 的 一 个 扩张 及, 使 得 
h: F(a) 一 Fa(p) 
证 明 首先 , 因为 h: 五 [z] 一 Fz[z] 是 一 个 环 同 构 , 显然 hp(z) & Fz[zx] 也 是 不 可 约 
的 . 于 是 及 (a) 中 的 元 可 表示 为 
a0 二 QQ 二 +… 十 ana”,， 
F2(B) 中 的 元 可 表示 为 
bo tmp 


定义 
h(ao 十 QQ 二 … 十 QanQ”) = 二 h(ao) 二 h(a1)B 十 … 二 h(an)B”™. 


容易 检验 , 这 是 域 同 构 . ' 口 


在 上 述 定理 中 , 取 玉 = 羽 , h 为 恒 等 映 射 , 则 得 如 下 推论 . 


推论 7.5.1 设 a, 8 为 玉 上 的 不 可 约 多 项 式 p(Z) 的 两 个 根 , 则 存在 同 构 hh: F(a) 一 
下 (B), 满足 h(a) =a,YVaEF 玉 及 h(a)==pb. 


现在 设 有 两 个 双重 扩张 结构 下 C Ki CE 及 FC Ko CB. h: Ki 一 Kz 为 一 域 同 
构 , 它 固定 下 ( 即 h(a) = a, Va EE 卫 ). cE€ Ki 为 某 个 a(z) e Fx] 的 一 个 根 , 则 ze) € K。 
也 是 a(z) 的 一 个 根 . 这 是 因为 

a(h(ce)) = ao + aih(c) + :+ an(h(c))” 
一刀 (ao 十 alc 十 .… 十 anc") 王 (0) =0. 

设 FCcK CB,a(r)e€eFlzl, ci1,:… ,cn 为 a(z) 的 根 , 且 开 = (ci1,… ,cn), 则 称 K 
为 F 关于 a(z) 的 根 域 . 

定理 7.5.3 设 Ki,，K2 为 玉 的 两 个 有 限 扩张 , 且 Ki 为 页 的 关于 a(z) 的 根 域 ， 
hh: Ki 一 Kz 为 一 固定 所 的 同 构 , 则 Kl = 天 >. 


证 明 设 ,40 RE 为 a(Z) 的 根 ， 由 推论 To 则 h(ci) 一 Co(i); (o € BS. 也 就 是 说 ， 
将 h 作用 在 根 集合 上 , 它 是 根 的 一 个 置换 . 于 是 Ki = F(ci,:… ,cn), Kz = F(ci,:… ,cn)， 
则 Ki = Kz. 加 


定理 7.5.4 设 L1i 和 LL 为 FF 的 两 个 有 限 扩 张 ,K 为 Li 的 一 个 扩张 , 使 得 及 为 下 
上 的 一 个 根 域 , 及 : Li 一 L2 为 一 个 国定 已 的 同 构 . 那么 hh 可 扩展 为 hh: K > K, 一 个 
KK 到 KK 上 的 自 同 构 . 


证 明 由 定理 7.5.1 可 设 K = Li(c). 由 定理 7.5.2, h 可 扩展 为 一 个 同 构 
hh : Lilc) 二 二 L2(a). 
再 应 用 定理 7.5.3 可 知 , Li(c) = Lz(d), 即 得 同 构 h:K 一 无. 回 


从 定理 7.5.4 的 证 明 可 知 L2 C L2(d) = K. 


推论 7.5.2 设 K 为 上 止 的 根 域 , p(z) e FIz] 不 可 约 . 如 果 p(z) 的 一 个 根 属 于 KK， 
则 p(z) 所 有 的 根 均 属 于 K. 


证 明 设 aw 8 为 z(z) 的 两 个 根 , a € K. 依 定理 7.5.2, 存在 h :下 (a) 一 下 (8) 为 固定 
FF 的 同 构 , 使 h(a) = B. 应 用 定理 7.5.4, 令 Li = F(a), Lz = F(6), 则 Ls= FF(B8)CK, 
于 是 , B € K. 口 


命题 7.5.1 设 LCECK, 这 里 轧 是 LL 的 有 限 扩张 ,K 是 马 的 有 限 扩 张 . 如 果 K 
是 工 的 根 域 , 则 开 也 是 马 的 根 域 . 


证 明 设 K 是 L 上 关于 a(z) 的 根 域 , 则 KK 也 是 刀 上 关于 a(z) 的 根 域 . 口 


现在 设 KK 为 的 一 个 关于 a(z) 的 根 域 , 并 设 a(z) 的 根 为 ce1,… ,cn, 则 KK = 
(Cc1,… ,Cn). 设 hh 为 K 的 一 个 固定 五 的 自 同 构 , 则 hh 实现 根 的 置换 , 而 且 , 显然 hh 完 
全 由 这 个 置换 所 决定 . 那么 , 这 样 的 自 同 构 到 底 有 多 少 呢 ? 直觉 也 许 会 觉得 , 每 个 置换 都 
是 一 个 自 同 构 . 但 实际 上 并 不 如 此 , 下 面 的 命题 回答 了 这 个 问题 . 


命题 7.5.2 设 K 为 的 一 个 根 域 , [K :本 二 mw 则 天 的 国定 瓦 的 自 同 构 共 有 
n 个 . 


证 明 由 定理 7.5.1, 可 设 K = F(a), a € K. 设 a 的 最 小 多 项 式 为 plz)， 则 
deg(p(7)) = n. 现在 , 任 一 固定 的 自 同 构 将 a 映 成 p(z) 的 一 个 根 , 而 且 x 由 x(a) 
值 唯一 确定 . 因此 , 这 样 的 自 同 构 正好 有 nn 个 . 口 


上 述 的 自 同 构 依 复合 运算 构成 一 个 群 , 这 个 群 称 为 伽 罗 瓦 群 . 


定义 7.5.1 设 扩 为 的 关于 a(z) 的 根 域 , 则 KK 的 固定 万 的 自 同 构 群 称 为 a(z) 
的 人 徊 罗 瓦 群 ,或 民 在 玉 上 的 伽 罗 瓦 群 , 记 作 


Gal(K : F). 


现在 如 果 K 为 F 的 关于 a(x) 的 根 域 , [K : Ff] = n， 那么 deg(a(z)) = n， 如 果 
/a(x) = a1(2).…akp(7z), ai(z) 不 可 约 . 设 deg(oi(z)) = ni, i 二 1,… ,k, 则 有 TIiini=n. 

由 推论 7.5.1, 存在 一 个 固定 F 的 同 构 , 它 把 ui(z) 的 一 个 根 映 为 其 另 一 个 根 . 这 样 的 同 构 
有 ni 个 . 由 命题 7.5.1, 固定 的 自 同 构 为 n 个 . 因此 , 每 个 自 同 构 将 ai(z) 的 一 个 根 映 为 
它 的 另 一 个 根 . 

我 们 给 出 一 些 数值 例子 , 看 如 何 构造 伽 罗 瓦 群 . 

例 7.5.2 (1) 考虑 K = Q(V2). 它 是 Q 上 关于 p(z) = (z2 一 2) 的 根 域 . 于 是 天 在 
Q@ 上 的 伽 罗 瓦 群 包含 两 个 自 同 构 , 一 个 是 hi, hi(V2) = V2. 一 个 是 ho, ha(V2) = 一 V2. 
由 于 

K={a+bv2|a,b e Q)}, 


因此 , hi 是 K 上 的 恒 等 映 射 , hz : K 下 KK 为 hz :at+bV2 站 a-bV2. Gal(K :Q)= 
{hi, h2}. 显然 , hi = e 是 单位 元 . 

(2) 考虑 天 = Q(V3, V3). 它 是 Q 上 关于 p(z) = (z? 一 2)(z? 一 3) 的 根 域 , [Q(V2, V3) : 
Q] = 4. Q(V2) 的 元 可 表示 为 : a + bV2, 于 是 Q(V2, V3) = Q(V3)(V3) 的 元 可 表示 为 


(a+bV2)+ (c+dVvV2)V3=a+bV2+cV3+dve, 


即 
K={at+bV2+cV3+dvV6la,b,c,d e Q}. 


现在 , 每 个 使 Q 不 动 的 自 同 构 将 z? 一 2 的 一 个 根 映 为 它 的 一 个 根 . 将 z2 一 3 的 一 个 根 映 
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为 它 的 一 个 根 . 因此 , 这 里 有 四 个 自 同 构 , 分 别 满足 


ho:V2 一 V2; V3 一 V3， 
ja :V2 一 一 V2; V3 一 V3， 
hz : V2 V2; V3 一 一 V3， 
ja :V2 —V2; V3 一 -V3. 


容易 得 到 它 的 四 个 自 同 构 为 


jho:a+bV2+cvV3+dvV6ma+bvV2+cvV3+dV6; 
hi:a+bV2+cV3+dV6r a+bV2— cvV3— dv6; 
ha :a+bV2+cV3+dvV6r a— bvV2+cv3— adv; 
hs:a—bV2—cV3+dV6ry a— bvV2—cV3— dvs. 


容易 检验 , 其 伽 罗 瓦 群 Gal(K : @) 的 乘法 满足 


口 


下 面 考虑 伽 罗 瓦 群 结构 与 域 结构 的 关系 . 设 K 为 的 根 扩张 , G = Gal(K, 了), 工 为 
中 间 域 : FC LC K. 记 Hz = Gal(K :有 ), 称 Hz 为 L 的 固定 子 . 显然 ,Hz <G 是 G 的 
子 群 . 反之 , 设 瑟 < G 为 G 的 一 个 子 群 , 定义 


Ly={kEeKI|r(k)= Ek, vr eH)}, 


显然 , Lg 是 KK 的 一 个 子 域 , 并 且 FC Lp, Lg 称 为 瑟 的 不 变 域 . 
我 们 的 目的 是 要 在 中 间 域 与 子 群 间 建立 一 一 对 应 关系 . 


定理 7.5.5 设 开 为 不 的 根 域 , aq、PB 为 不 可 约 多 项 式 p(Z) E FF[zx] 的 两 个 根 , 则 存 
在 一 个 KK 上 的 自 同 构 nn:K 一 K, 使 得 x(a)== [6. 


证 明 由 推论 7.5.1, 存在 同 构 h: F(a)  F(B), 使 得 h(a) = B. 记 LL = F(a), 


72 = FP(B), 利用 定理 7.5.4, 构造 及 , 则 x = 有 即 所 要 求 的 . 口 
定理 7.5.6 设 K 为 FF 的 根 域 , 如 果 太 < Gal(K :FF) 是 TC kK 的 固定 子 , 则 了 I 是 
五 的 固定 域 . 


证 明 设 J 了 为 了 的 固定 域 , 则 IC J. 要 证 J cz 我们 证 T° C ye: 设 a 4 了 ,a 的 最 
小 多 项 式 为 p(x) e IT[z], 则 deg(z(z)) > 2. (如 果 等 于 1, 那么 we 工 ) 于 是 p(x) 有 不 同 于 


a 的 其 他 根 , 记 其 一 作 6. 由 定理 7.5.5 存在 K 上 的 一 个 自 同 构 hh, 使 工 不 动 , 而 h(a) = PB. 

这 个 he 五, 因为 它 使 I 不 动 . 因为 了 是 五 的 固定 域 , 如 果 aw 4 J 则 h(a) = a, 因此 ， 

a¢. 口 
设 h:K 一 为 一 域 同 构 , 定义 hh: Klz] 全 天 [z] 为 


ji(ao 十 aiz 十 …. 十 anzn) := h(ao) + h(a)z+.…+h(an)z". (7 
前 面 说 过 , 这 是 一 个 环 同 构 . 
引 理 7.5.2 设 KK 为 FF 的 根 域 ,万 为 G 二 Gal(K :也 ) 的 子 群 , 工 是 五 的 国定 域 , 则 
五 的 元 素 个 数 等 于 [K :了 |. 
证 明 设 五 的 元 素 个 数 为 7, 即 瑟 = {hi,… ,hr}. 设 K==T(a), 定义 一 个 多 项 式 
b(z) = [x — hi(o)]lz — hz2(a)]:…: [z — hr(a)]. 
首先 证 明 b(z) e IT[z]. 依 式 (7.5.1) 定义 同 构 hi : K[z] 一 Kz], 则 


hi(b(z)) = hi ((z — hi(a)):… (2 — h(a))) 
= (TZ— hhi(a)):… (7 — hih,(a)). 


注意 到 hihi,… ,hih; 还 是 五 的 > 个 不 同 元 素 , 故 b(z) 对 hi 不 变 . 回 到 式 (7.5.1) 可 知 ， 
b(z) 的 系数 对 hi 不 变 , 故 属于 五 的 固定 域 工 

其 次 , 因为 恒 等 映射 是 某 个 hi, 故 a 是 b(z) 的 一 个 根 . 因此 , a 的 最 小 多 项 式 p(z) 是 
b(z) 的 因子 , 于 是 > > [K : Tl. 利用 命题 7.5.2, [K : 了] 等 于 KK 上 固定 了 的 自 同 构 数 , 我 
们 已 找到 7 个, 故 [K:I]>7. 口 


下 面 的 定理 是 定理 7.5.6 的 逆 命 题 . 
定理 7.5.7 设 天 为 瓦 的 根 域 , 百 < GallK :F]. 如果 了 是 吾 的 国定 域 , 则 如 是 T 
的 固定 子 . 


证 明 设 I* 是 了 的 固定 子 , 则 五 C I*. 由 定理 7.5.6, 了 是 71* 的 固定 域 . 由 引 理 7.5.2， 
IHI=|r|=[K:7. 于 是 =H. 口 


由 定理 7.5.6 和 定理 7.5.7 可 知 , 在 Gal(K : 也 ) 的 子 群 和 K 与 的 中 间 域 之 间 存 在 
一 一 对 应 关系 , 这 种 对 应 称 为 伽 罗 瓦 对 应 . 


例 7.5.3 回顾 例 7.5.2. 设 K = Q(V2,V3), 则 G = Gal(K,Q) = {ho,hi, hz,hs}. 
易 知 , G 的 子 群 有 Go = {ho}, G1 = {ho, hi}, G2 = {ho, hz2}, G3 = {ho, hs}. 
K, Q 的 中 间 域 有 Q(V2), Q(V3), Q(V6). 


268 系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 


容易 检验 , 固定 子 -固定 域 的 伽 罗 瓦 对 应 为 


Go OK, 
G1 + Q(V3)， 
G2 © Q(V3), 
Gs © Q(V6)， 
GOQ. 


口 


下 面 考虑 CIC K, 设 K、T 均 为 F 的 根 域 ( 则 KK 也 是 工 的 根 域 ). 设 h eGal(K : 
五 ), 定义 1(h) := hlz, 即将 h 限制 在 TIT 上 . 那么 AP) :工人 天 是 工 到 像 集 wj)(CD 的 同 
构 . 由 定理 7.5.3, Jj(h)(7T) = 了 即 wp) 为 1 上 的 自 同 构 . 于 是 1 成 为 映射 


1: Gal(K : F) — Gal(I :万 ). 
这 是 一 个 同 态 映射 , 因为 
Lhi oh2) = (hio ho)lr = hi(h2l7), 
但 hzlr :I 一 了 于 是 
hi(h2|7) = hilro hzlr = p(h1) op(h2), 


即 jy(hi ohz) = jy(hi) oy(hz). 显然 , 它 是 映 上 的 , 因为 据 定理 7.5.4 ( 令 Li = Lz = 7 了 ), 任 
何 一 个 he Gal(I :五 ) 可 扩展 为 he Gal(K : F). 而 的 同 态 核 显然 是 Gal(K : 了), 因为 
固定 了 的 自 同 构 限制 在 T 上 则 成 恒 等 映 射 . 因此 , Gal(K : 了) 是 Gal(K : 五) 的 正规 子 群 ， 


即 
Gal(K :1) 4 Gal(K : F). 
于 是 由 群 的 第 一 同 态 定理 (定理 7.2.1) 可 得 如 下 定理 . 
定理 7.5.8 设 忆 CICK, 设 扩 , 了 均 为 F 的 根 域 . 那么 Gal( 开 : 门 Gal( 开 :万 )， 
而 且 : 
Gal(K :F 
Gal(I < F) 尘 ED (7.5.2) 


7.6 ”个 罗 瓦 理论 (ID 一 - 代数 方程 的 解 * 


本 节 讨 论 高 次 方程 的 公式 解 问 题 . 
先 看 什么 叫 公式 解 . 对 二 次 方程 ax? + bz +c= 0 有 公式 解 
人 下 一 bp 土 V 刀 一 4ac 


2a 


设 a 关 0, b, c 为 有 理 数 ,有 公式 解 可 以 看 作 在 Q@ 中 添加 A = V 中 一 4ac, 使 
az? 十 bz 十 c= 二 0 在 Q(A) 有 解 . 当然 , 对 高 次 方程 可 能 需要 多 次 的 根 式 扩张 , 例如 对 有 理 
系数 3 次 方程 (总 可 以 化 为 ) rz3 + az 十 b= 二 0 有 一 个 根 可 表示 为 


t+VD+1- VD 这 里 及 可 二 人 


于 是 , 对 Q@ 先 作 二 次 根 式 扩张 Q(VD), 再 作 三 次 根 式 扩张 


ovD (V3+v5.Y v5) 


那么 , 在 这 个 扩张 域 里 , 就 可 以 找到 解 . 
我 们 做 一 个 严格 定义 . 
定义 7.6.1 (1) F(ci,:… ,cn) 称 为 FF 的 根 式 扩张 , 如 果 对 每 个 ci 存在 正 整数 mi 
使 得 
(60) ER (CL ri): 
(2) 一 个 多 项 式 a(z) € F[z] 称 为 ( 根 式 ) 可 解 的 , 如 果 存 在 F 的 一 个 根 式 扩张 , 它 包 
含 a(zZ) 的 所 有 的 根 . 
注意 , 按 定义 可 知 , 根 式 扩张 F(c1,… ,cn) 是 这 样 得 到 的 : 先 将 cl = "VRo (je 网 
添加 到 上 , 得 到 下 (ci), 再 将 ca = "YY 五 (有 € 了 Ff(c1)) 添加 到 FF(c1) 上 , 得 到 F(ei, c2)， 
等 等 . 
定理 7.6.1 设 万 为 一 个 域 , G < (F\{0}, x) 为 一 有 限 乘 法 群 , 则 G 为 循环 群 . 
证 明 设 |G| = mw 我 们 通过 将 G 与 Z。 比较 证 明 结论 . 设 k 为 n 的 一 个 因数 , 定义 
g(k) = {gE€ Glg* =1}. 


因为 在 FF 中 zx* = 1 至 多 有 个 根 , 因此 , 如 果 有 1 关 a € g(k), 则 有 g(k) = (a) = 
Tl a EX 
2k) 二 Ez= 0 

取 m==n/k, 则 z(k) = (m) = {0,m,2m,… ,(k 一 1)m}. 现在 将 G 与 Z. 比较 两 个 循环 
群 g(k) 与 zk 可 知 , 如 果 有 1 关 a€ g(k), 则 G 与 Zi 阶 数 为 k 的 元 素 相 等 . 否则 G 中 阶 
数 为 k 的 元 素 为 零 . 现在 将 G 与 Z 按 元 素 阶 数 作 一 划分 , 如 果 有 某 个 k, G 中 阶 数 为 
的 元 素 比 2 中 阶 数 为 k 的 元 素 少 , 则 |G| < |Z| = n. 矛盾 . 现在, Z 中 有 阶 数 为 nn 的 
元 素 , 譬如 , 元 素 1, 故 G 中 也 有 阶 数 为 n 的 元 素 , 记 作 a, 则 G = (a). 口 


在 域 或 其 扩张 中 , 所 有 的 次 单位 根 {z |z" = 1} 显然 构成 一 个 n 阶乘 法 群 . 由 
定理 7.6.1, 存在 一 个 n 阶 元 w, 使 得 


(ml = {Ll, 0 wai. ort = 
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这 样 的 w 称 为 n 次 基 根 (primitive n-th root). 
一 个 扩张 CK 称 为 阿 贝尔 扩张 , 如 果 Gal(K, 下 ) 是 阿 贝 尔 群 . 
下 面 我 们 要 证 明 : 一 个 一 次 根 式 扩张 是 一 个 阿 贝尔 扩张 . 
设 w 为 z? 一 1€ Flz] 在 F 的 某 个 扩张 域 中 的 一 个 基 根 , 即 1,w,w?,… ,w"! 为 其 
n 个 根 , 那么 FP(w) 是 一 个 阿 贝 尔 扩张 , 因为 


F(w) = {ao + aiw+ a | ao ,an_1 EPF}. 
因为 设 h,g 为 固定 的 扩张 , h(w) = w?, g(w) = wa, 那么 
hog(w) = wt modn) = goh(w). 


于 是 容易 证 明 , 在 FF 上 hog=goh. 

现在 ”假定 包谷 一 个 吧 这 基 根 人 是 的 一 个 0 次 相对 从 
{6, bw, bw?2,… ,bw"-1} C F(b). 因 此, F(b) 是 玉 的 关于 zr 一 a 的 根 域 , 可 证 明 F(b) 
是 阿 贝尔 扩张 . 设 h, g 为 固定 FF 的 扩张 , h(b) = bw?, g(b) = w4, 那么 


hog(b) = bwrtamod n) gonh(b). 


类 似 于 对 n 次 基 根 扩张 的 说 明 , 不 难 证 明 hog==goh. 

设 b 为 zm 一 a 的 一 个 根 , 则 b,bw,bw?,:… ,bw"7-! 为 它 的 全 部 根 , 这 里 w 是 1 的 nn 次 
基 根 , 即 w 关 1,k<n,w?=1. 设 g,he Gal(F(b), 耳 ), 于 是 g(b) = bw’, h(b) = bwi. 容 
易 看 出 ,goh = 二 hog. 

注意 , 一 个 一 次 根 式 扩 张 都 会 包含 相应 次 数 的 基 根 , 这 是 因为 b € F(b), bw € F(b)， 
则 w= (bw)/b € Fb). 

对 于 多 次 根 式 扩张 (ci1,… ,cn), 有 


F Ch(c)e P(e ea) Ee .CE F(a se) (Ta6:1) 
MN Nm Ve A 
Jo 万 万 Jn=K 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 这 里 每 一 步 均 为 阿 贝尔 扩张 . 

下 面 证 明 式 (7.6.1) 中 的 每 一 个 域 都 是 F 的 根 域 , 我 们 用 数学 归纳 法 . 五 = FF(c1), 依 
定义 , 存在 n 和 a e 使 得 c? = a (不 妨 设 , 这 里 的 n 是 使 叭 € F 的 最 小 的 n> 0). 设 
万 是 五 的 根 域 , cgj1 € .+1 是 某 个 ae J 的 n 次 根 . 记 五 = {hi,… ,hx} 为 J4 中 固 
定 五 的 自 同 构 . 考虑 多 项 式 


b(7) = [2™ — hi(a)][z" 一 ja 区 "一 和 (oj]. 


因为 恒 等 映 射 属于 瓦 , b(z) 中 有 一 个 因子 为 (z" 一 a). 因此 , cp+l 是 b(z) 的 一 个 根 . 回忆 
引 理 7.5.2 的 证 明 可 知 , b(z) 的 系数 属于 五 的 不 动 域 , 即 F. 于 是 , Rs+l 是 下 的 根 域 . 由 
归纳 法 , 式 (7.6.1) 中 的 每 一 个 域 都 是 FF 的 根 域 . 


第 7 章 群 、 环 、 域 271 


现在 记 G = Gal(K : 五 ). 六 为 .及 的 固定 子 , 则 有 


Ke J Ee Te Ct 
Ai 
={e} =G 


由 定理 7.5.8, 大 1 性 汰 ;并且 


Gal(R Tn) = rt 


二 
大 +1 


现在 , 因为 .+1 是 .及 的 阿 贝 尔 扩张 , 所 以 Gal( : +1) 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 
根据 以 上 的 讨论 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 


定义 7.6.2 一 个 群 G 是 可 解 的 , 如 果 存 在 子 群 Hi;, i = 0,:… ,m, 使 得 
e= Ho WD sg, (7.6.2) 
并 且 Hi41/He; k= 二 0,… ,rm 一 1 为 阿 贝 尔 群 . 
由 前 面 的 讨论 我 们 知道 以 下 定理 . 
定理 7.6.2 设 K 为 FF 的 根 式 扩张 , 则 Gal(K : 已 ) 可 解 . 
定理 7.6.3 ”可 解 群 的 同 态 像 可 解 . 
证 明 记 f:G 一 f(G) 为 同 态 , 且 
te.= Ho He 
设 & Ef(H), nn € f(Hit1), 则 存在 ce Hi, z € Hit1, 使 得 E= f(a), n = f(z). 因此 
nén = f(zaz ") € f(Hi), 
故 了 (Hi) f(Hin1). 设 z,y eHini 则 zyz-1y-! € Hi, 因此 
f(T)FYV FT) [fF] = f(ryr yy ) e f(H;). 
注意 到 f 是 映 上 的 , 由 命题 7.1.4 可 知 f(Hi41)/f(H;) 为 阿 贝尔 群 . 口 
定理 7.6.4 设 a(z) e F[z] 根 式 可 解 , 则 其 伽 罗 瓦 群 可 解 . 


证 明 记 K 为 F 对 于 a(z) 的 根 域 , 则 有 根 式 扩张 F(ci,…,cn), 使 FCKC 
下 (ci1,:…… ,Cn). 由 定理 7.5.8, 有 


Gal(F(ci1,... ,cn) : F)/Gal(F(c1,::: ,cen): K) Cal(K : F). 


因此 , Cal(K : F) 是 Gal(F(c1,… ,cn) :五 ) 的 同 态 像 . 由 定理 7.6.2, Gal(F(ci,:… ,cn) : 
五 ) 可 解 . 由 定理 7.6.3, Gal(K : 下) 可 解 . 口 
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实际 上 , 定理 7.6.4 的 逆 也 成 立 , 其 证 明 不 难 , 但 较 繁 , 此 处 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
考 一 些 标准 代数 教程 , 譬如 文献 [88] 等 . 所 以 , 一 个 多 项 式 的 全 部 根 能 否 用 根 式 表 出 , 就 
看 它 的 伽 罗 瓦 群 是 否 可 解 . 
作为 应 用 , 我 们 考虑 五 次 方程 公式 解 问题 . 我 们 证 明 一 般 的 五 次 方程 不 可 能 有 有 限 根 
式 形 式 表 示 的 公式 解 . 我 们 需要 一 点 准备 . 


引 理 7.6.1 ,Ss 不 可 解 . 
证 明 Ss 有 一 个 子 群 45, 易 证 45 55. 因此 , 有 正规 列 


{e} 4 hs 4 55. (7.6.3) 


由 于 Ss 与 45 的 大 小 可 知 , 55 与 As 间 不 可 能 有 中 间 群 (见习 题 7.7)， 根 据 定理 
7.1.2, As 是 单 群 . 因此 , 它 与 {e} 间 不 可 能 有 中 间 的 正规 子 群 , 所 以 式 (7.6.3) 是 唯一 非 平 
凡 正规 列 . 但 4s/{fe} = hs 不 是 阿 贝尔 群 , 故 Ss 不可解. 口 


例 7.6.1 五 次 方程 没有 公式 解 . 要 证 明 这 一 点 , 只 要 找到 一 个 五 次 方程 , 它 的 根 不 
能 全 用 根 式 表 出 即 可 . 

考虑 a(z) = z5 一 5z 一 2. 容易 检验 , 它 有 3 个 实 根 , ri, ra, ra, 一 对 共 思 复 根 , ra = 
Qa+Bi,rs= 二 a 一 Bi. 记 K 为 Q 上 关于 a(zx) 的 根 域 . 注意 到 Gal(K :Q) 中 的 元 对 于 根 的 
一 个 置换 , 所 以 它 可 以 看 作 (或 者 说 , 同 构 于 ) 置换 群 55 的 一 个 子 群 . 因为 1,71,7?,73,74 
是 Q(n) 在 Q 上 的 一 组 基 , [Qu : Q@|]=5. 但 区 :Q= 区 :QolQoa :gj, 因而 ， 
Gal(K : Q) 的 元 素 个 数 n = [K : Q], 含有 一 个 素 因 子 5. 由 Cauchy 定理 7.1.1, 它 有 一 个 
阶 数 为 5 的 元 素 . 把 置换 写成 标准 循环 乘积 的 形式 , 只 有 五 循环 (例如 (12345) ) 才 可 能 
阶 数 为 5. 因此, G 中 有 一 个 五 循环 . 同时 , G 中 有 一 个 长 度 为 2 的 对 换 , 它 将 w 十 Bi; 与 
a 一 Bi 对 换 , 而 保持 71, ra, 73 不 变 . 显然 , 这 个 对 换 保 持 Q 不 变 , 故 它 属于 G. 

容易 证 明 , 在 Ss 中 , 一 个 五 循环 加 一 个 对 换 即 可 生成 55 (见习 题 7.11)， 因 此 ， 
Gal(K,Q) 兰 55. 

由 引 理 7.6.1, 55s 不 可 解 : 再 由 定理 7.6.4 可 知 a(z) 的 根 不 能 全 用 根 式 表 出 (实际 上 
全 不 能 , 因为 只 要 有 一 个 可 表 , 则 降 为 4 次 方程 , 其 他 根 也 可 表 了 ). 口 


一 般 五 次 多 项 式 P;(z) 的 根 不 能 用 根 式 表 出 , 那么 Pi(z), k > 5 的 根 也 不 能 用 根 式 
表 出 . 因为 , 譬如 假设 大 = 6 可 以 解 , 将 zP;(z) 的 根 用 根 式 表 出 , 除去 一 个 零 根 即 可 . 


7.7 ”注释 与 参考 


近世 代数 也 称 抽象 代数 , 它 的 诞生 是 基于 对 高 次 方程 的 研究 . 中 世纪 的 代数 学 以 解 方 
程 为 主 , 到 了 19 世纪 初 , 人 们 将 注意 力 集中 于 五 次 及 更 高 次 方程 的 公式 解 . 两 个 天 才 的 青 
年 数学 家 彻底 解决 了 这 个 问题 . 阿 贝尔 (Abel, 1802-1829) 证 明了 一 般 五 次 方程 没有 公式 
解 , 但 这 并 不 等 于 所 有 的 五 次 以 上 方程 解 都 不 能 用 根 式 表示 . 伽 罗 瓦 (Galois, 1811-1832) 
证 明了 a(z) 可 解 , 当 且 仅 当 它 的 伽 罗 瓦 群 可 解 . 他 们 的 工作 奠定 了 近世 代数 的 基础 . 


四 元 数 的 发 现 和 对 超 复数 的 探讨 和 研究 , 是 近世 代数 的 另 一 个 起 源 . 用 四 元 数 环 刻画 
刚体 转动 可 避免 用 欧 拉 角 引 起 的 奇异 值 情况 , 它 在 力学 系统 控制 中 , 如 卫星 姿态 控制 等 问 
题 中 得 到 大 量 应 用 [8"7]. 

域 的 扩张 在 非 线 性 系统 的 微分 代数 方法 中 起 着 重要 作用 [1 引 . 

近世 代数 现在 已 经 是 数学 、 物 理学 、 化 学 以 及 许多 其 他 自然 科学 领域 的 一 个 重要 的 
基本 工具 . 它 同样 也 是 系统 与 控制 理论 研究 与 工科 设计 的 一 个 不 可 或 缺 的 工具 . 例如 , 哈 
佛 大 学 的 Brockett 教授 被 人 称 为 “ 非 线性 系统 几何 理论 之 父 ”, 他 的 (当然 也 是 世界 上 ) 第 
一 篇 用 微分 几何 考虑 非 线性 系统 几何 理论 的 文章 , 题目 为 《 群 流 形 与 陪 集 空 间 上 的 系统 
理论 》E63, 第 一 次 用 李 群 李 代数 为 工具 , 解决 了 如 卫星 姿态 等 一 类 非 线性 系统 的 能 控 性 
问题 ; 他 以 卫星 姿态 观测 为 例 , 提出 以 陪 集 空 间 为 观测 空间 的 思想 . 陪 集 上 的 能 观 性 后 来 
由 笔者 等 解决 [601. 

近世 代数 方面 的 标准 教科 书 很 多 , 但 适合 工程 人 员 或 工科 学 生 阅 读 的 却 不 多 . 文献 
[20] 是 一 本 较 好 的 入 门 书 , 里 边 有 许多 实际 例子 . 文献 [32] 只 讲 群 , 也 是 不 错 的 参考 书 . 文 
献 [80] 是 这 方面 的 经 典 著作 . 手头 有 一 本 文献 [78] 或 文献 [88] 备查 是 一 个 好 主意 . 

用 尺 规 三 等 分 任意 角 , 给 出 五 次 方程 公式 解 等 这 些 问 题 , 如 果 作 为 中 学 生 对 它们 有 兴 
趣 , 是 情 有 可 原 的 . 但 如 果 是 一 些 自 雇 为 “专家 ”的 人 宣布 解决 了 这 种 问题 , 或 蔡 这 些 人 
作 宣 传 , 那 是 一 种 无 知 . 


7.8 “习题 


7.1 考虑 了 及 ?3 上 的 叉 积 (也 称 向 量 积 ). 设 I J K 为 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 向 量 ， 
X,Y €E R3, 关 = ZiT+7X2J] 十 XT3K,Y = WT 二 +pJ 十 YaK, 那么 根据 中 学 数学 , 其 又 积 定 
义 为 

M 
XxY=det |zl za Za| . 


V1 V2 Y3 


(了 Rs, x) 是 否 构成 一 个 群 ? 半 群 ? 证 明 你 的 结论 . 
7.2 考虑 一 个 光滑 ( 即 Ce) 非 线 性 系统 


2 =f(2h, BER 
设 了 : R" 一 R” 为 一 光滑 坐标 变换 , 例如 , z = 了 T(z). 在 新 坐标 下 有 
z= Jrf(T (2)). 


证 明 所 有 的 坐标 变换 是 作用 在 光滑 系统 集合 上 的 群 作用 . 它 的 一 条 群 轨道 是 什么 意思 ? 

7.3 记 O(n, 民 ) 为 n xn 正 交 和 矩阵 集 , SO(n, 民 ) 为 其 行列 式 值 为 1 的 子 集 . (1) 证 明 
O(n, 民 ) 在 普通 矩阵 乘法 下 为 一 群 ，SO(n, 民 ) 为 其 子 群 ; (2) SO(n, RR) < O(n, 民 ); (3) 什 
么 是 商 群 O(n, RR)/SO(n, 民 )? 
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7.4 (1) 证 明 例 7.1.5 定义 的 坐标 变换 Te GL(n, 民 ) 及 反馈 ( 开 , 瑟 ) e G 均 为 线性 系 
统 集 工 上 的 群 作用 ; (2) 同时 考虑 坐标 变换 与 反馈 , 在 集合 


Q:= {7,K,HIT eGL(n,R);K € Mmxn; H € GL(m,R)} 


上 定义 一 个 运算 , 使 它 成 为 一 个 群 , 并 证 明 它 是 线性 系统 集 荆 上 的 群 作用 . 

7.5 在 Mmxn 上 定义 Hadamard 积 o 如 下 0290: 设 4=(@ij), B= (bij), C = (cij) € 
Mn HOS A0B, MW es = on V2. 

记忆 为 n xn 正定 矩阵 集 , 即 P= {AE Mxn|4 > 0}. (Po) 是 否 构 成 群 ? 半 群 ? 

(提示 : 如 果 4 > 0, B > 0 ( 即 为 两 半 正 定 矩 阵 ), 则 det(Ao B) > det(4) det(B).) 

7.6 设 oe G 为 群 G 中 任 一 元 , 记 (a) = {a* |k > 1}. 证 明 : 如 果 存 在 > 0 使 得 
a* 二 6, 那么 (a) 同 构 于 Zn, 这 里 n 是 使 a* = e 的 最 小 > 0. 否则 , (a) 同 构 于 2. 

wt E(t |= (2 A | (A 

7.8 证 明 命 古 7.1.1. 

7.9 设 五 < G 且 h€H, 证 明 hH = Hh=H. 

7.10 证 明 命 题 7.1.3. 

7.11 设 ci 为 55 中 一 个 五 循环 , oa 为 55 中 一 个 对 换 , 则 55 = (ci, ca). 试 证 之 . 

7.12 在 一 个 环 RR 中 , 记 “0” 为 加 法 单位 元 ; 证 明 


0%Xn= 和 POS0 VFR 


7.13 证 明 以 下 集合 为 恨 的 子 环 . 

(1) $1 = {a+ V3b|a,b € 2)}; 

(2) $2 = {a+ 21/3b + 22/3c|a, b,cE Z}; 

(3) Sa = {a2° |a,b € 2Z}. 

7.14 分 别 记 5%、Kn、Un、D; 为 nxn 对 称 、 反 对称 、 上 三 角 、 下 三 角 和 矩阵 集合 ， 
“+”、“x”、“o” 分 别 为 普通 矩阵 加 法 、 普 通 和 矩阵 乘法 和 Hadamard 积 . 问 下 列 集合 连同 
两 个 运算 哪些 构成 环 , 哪些 不 是 ? 

(1) (Sm;+, x); (2) (Sms+,0); (3) ME 2) (a Ratso); MO) Os +X); 
(6) (Un, +, 0); (7) (Drn, +, X); (8) (Dn, +, 0). 

7.15 证 明 2 的 任何 一 个 理想 都 是 主 理想 (7). 如 何 找 出 生成 元 r? 

7.16 设 h:K 一 KK 为 一 域 同 构 , 定义 hh: K[z] 全 天 [z] 如 下 


h(ao+aiz+ 二 +anz") := h(ao)+h(a)z+t+ + h(an)r". 


证 明 这 是 一 个 环 同 构 . 
7.17 设 互 为 玉 的 代数 扩张 , 那么 马 的 每 个 元 都 是 下 上 的 代数 数 . 
7.18 考虑 非 线 性 控制 系统 


可 :三 天 大 于 > 9gi(z)u := f(x)+g(z)u, 7z ER",u eR”™. 
i=1 


一 个 反馈 等 价 变换 指 一 个 坐标 变换 z = %(z) 和 一 个 反馈 控制 
u= Q(z) + B(z), 


这 里 a(z) 为 mm x 1 光滑 函数 向 量 , B(x) 为 m x m 非 奇异 光滑 函数 矩阵 . 使 系统 变 为 
D:2= f(z) + (2)vi:= f(z)+9(2)v, z ER",veR™. 
i=1 


因此 , 一 个 反馈 等 价 变换 由 (%, a, 6) 刻画. 
(1) 在 反馈 等 价 变换 集 G = {(w, a,B)} 上 定义 一 个 运算 , 使 得 G 成 为 一 个 群 . 
(2) 证 明 它 是 非 线 性 系统 集 台 上 的 群 作用 . 
(3) 什么 是 通过 o € 允 的 群 轨道 ? 


一 计时 时 时 一 一 一 SS 


拓扑 空间 的 代数 特征 


用 代数 的 方法 来 刻画 几何 形体 的 特征 , 即 寻找 形体 在 连续 变化 时 不 改变 的 那些 代数 
变量 , 这 就 是 代数 拓扑 的 方法 . 本 章 介 绍 代数 拓扑 的 一 些 基 本 理论 和 研究 方法 , 主要 内 容 
包括 同 伦 与 同调 理论 . 


8.1 ”拓扑 空间 的 同 伦 


从 第 6 章 知道 , 拓扑 学 是 研究 几何 形体 在 连续 变化 下 不 变 的 性 质 . 那么 , 为 什么 几何 
形体 能 用 代数 的 方法 来 刻画 ? 因为 确实 有 一 些 与 几何 形体 相关 的 代数 结构 (例如 , 本 章 将 
讨论 到 的 同调 群 等 ) 在 连续 变化 下 是 不 变 的 . 我 们 先 用 一 个 经 典 的 例子 来 说 明 . 


例 8.1.1 考查 图 8.1.1 中 的 多 面体 , 将 一 个 多 面体 的 面 、 棱 及 顶点 的 个 数 分 别 记 作 
ns、mne 和 nw. 定义 多 面体 的 一 个 特征 数 


X(P)= ns = ne nv 


不 难 算出 , 对 四 面体 (图 8.1.1 (a))、 立 方 体 (图 8.1.1 (b)) 和 三 棱 台 (图 8.1.1 (c)), 均 
有 xXx(P) = 2. 再 考虑 第 二 排 的 两 个 图 , 一 个 是 从 三 棱柱 中 挖 去 一 个 三 棱 台 (图 8.1.1 (d))， 
另 一 个 是 从 三 棱柱 中 挖 去 一 个 小 三 棱柱 (图 8.1.1 (e)). 不 难 计算 , 对 它们 俩 , x(P) = 0. 
实际 上 , 你 可 以 再 画 许 多 实心 的 多 面体 , 你 会 发 现 , 它们 均 满足 X(P) = 2. 然后 , 类 似 于 第 
二 排 的 两 个 图 , 你 从 一 个 实心 的 多 面体 中 挖 通 一 个 “ 洞 ”. 你 会 发 现 , 它们 的 欧 拉 特征 数 变 
et Py"0. 口 


从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 欧 拉 特 征 数 反映 了 多 面体 的 某 些 性 质 , 例如 , 有 没有 洞 . 从 这 
个 意义 上 说 , 四 面体 、 立 方 体 和 三 棱 台 都 是 “等 价 ”的 . 想象 它们 是 用 橡皮 做 的 , 容易 看 
出 , 可 以 从 其 中 的 一 个 连续 地 变 成 另 一 个 , 挖 去 一 个 三 棱 台 的 三 棱柱 和 挖 去 一 个 小 三 棱柱 
的 三 棱柱 也 是 “等 价 ” 的 . 可 见 , 欧 拉 特 征 数 是 一 个 拓扑 性 质 . 

刻画 两 个 拓扑 空间 的 代数 等 价 性 是 通过 “ 同 伦 ” 这 个 概念 来 描述 的 , 我 们 从 函数 的 同 
伦 开始 . 


定义 8.1.1 设 和 、 普 为 两 个 拓扑 空间 , f、g 为 两 个 从 叉 到 YY 的 映射 ,T= [0,1] 为 
闭 区 间 . 
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图 8.1.1 多 面体 的 欧 拉 特征 数 


(1) f 和 9 称 为 同 伦 的 , 记 作 f 之 g, 如 果 存 在 一 个 连续 映射 甩 : 铸 xI 一 站, 称 为 了 f 
和 g 的 同 伦 , 使 得 


人 = (2), (8.1.1) 
H(zx,1) = g9(7). 


(2) 设 ACX. f 和 9g 称 为 关于 A 的 同 伦 , 记 作 f 之 4 9, 如 果 除 式 (8.1.1) 外 我 们 还 
有 
H(v, tm) eo(m), we A (8.1.2) 
从 图 8.1.2 可 以 看 出 , 两 个 函数 同 伦 就 是 说 一 个 函数 可 以 连续 地 变 为 另外 一 个 函数 . 
t 


1 9(Z) 


H(A 


8.1.2 同 伦 1 之 g 


站 


例 8.1.2 (1) 考虑 sin(z) 和 cos(zj, z & [0, 1]. 构造 互 (z,t) = sin(z 二 At/2), 则 显 
然 , sin(z) 之 cos(z), 一 个 同 伦 映射 为 豆 (z, 加 : 

(2) 设 f(z), g(z) es C[0,1], 则 它们 同 伦 . 一 个 同 伦 映射 为 H(z,t) = tf(z)+(1-t)g(z). 

(1) 显然 是 (2) 的 特例 , 因此 , 五 (z,t) = tsin(z) 十 (1 一 好 cos(z) 也 是 它们 的 一 个 同 伦 
映射 . 可 见 同 伦 映射 不 唯一 . 

在 实际 应 用 时 常常 是 设法 在 图 8.1.2 上 构造 最 简单 的 同 伦 映射 了 及 (z, 刀 ), 例如 , 分 片 线 


性 的 同 伦 映射 . 
(3) 设 f(z), g(x) s Cl[0,1] 且 f(0) = g(0) = a, f(1) = g(1) = b. 那么 它们 关于 
4 = {0,1} 同 伦 , f(z) =4 g(z), 同 伦 映射 为 H(z,t) = tf(7z) + (1 一 t)g(z). 口 


通过 两 个 拓扑 空间 之 间 的 映射 的 同 伦 关 系 , 可 以 定义 拓扑 空间 的 同 伦 . 
定义 8.1.2 ”两 个 拓扑 空间 了 藉 、YY 称 为 同 伦 , 记 作 关 之 Y, 如 果 存 在 映射 卫 :X 一 工 
和 了 映射 9:Y 一 义 , 使 得 
gof ~ dm .09 Tidys 
这 里 idx 和 idy 分 别 为 基 和 YY 上 的 恒 等 映 射 . 


下 面 给 出 几 个 同 伦 空间 的 例子 . 
例 8.1.3 (1) 如 果 两 个 拓扑 空间 X 与 Y 同 胚 , 则 它们 同 伦 . 因为 同 胚 映射 及 其 道 映 
射 显然 满足 要 求 . 


(2) R? 与 其 原点 O = {(0,0)} 同 伦 . 定义 :RR?2 一 0 为 F(x,y) = (0,0), 定义 
G:O 一 下? 为 G:(00) mm (0,0). 那么 f:= FoG:0O 一 OO 为 f(z,y) = (0,0), 则 有 
f=ido,9:= GoF:R?—R?, 则 g(z,y) = (0,0). 构造 H((z,9),t)= (1 一 引 (z,y), 则 
t=0, H((z,y),0) = idr2; t= 1, H((z,y),1)=g= FoG, 即 g = GoF idrz. 因此 ， 
R? ~ O. 

(3) R2\{0} 、 51. 定义 FF:M 一 NN 为 


| 


y ss 
Vz2 十 y2 
G: NM 为 嵌入 映射 , 即 G(xz,y) = (z,y) € M, 简 记 为 各 cvw. 因为 Foincw = idy， 
这 个 同 伦 是 平凡 的 . 


要 证 明 272CN oF~ idm, 定义 同 伦 
ac9= (+ ek )* 
汉人 


不 难 验证 H(X,0) = incn oF, H(X,1) = idm. 口 

上 面 的 第 一 个 例子 证 明 同 胚 空间 是 同 伦 的 . 而 第 二 、 第 三 个 例子 说 明 , 不 同 胚 的 空间 
也 可 以 同 伦 . 从 第 二 个 和 第 三 个 例子 不 难 想象 , 两 个 空间 同 伦 指 的 是 一 个 空间 可 见 连续 变 
到 第 二 个 空间 . 
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定义 8.1.3 一 个 拓扑 空间 承 称 为 可 收缩 的 , 如 果 它 同 伦 于 一 个 单 点 . 


例 8.1.4 (1) R" 是 可 收缩 的 . 实际 上 , 例 8.1.3 中 已 经 证 明了 玉 ? 是 可 收缩 的 . 同样 
可 证 , 了 ”是 可 收缩 的 . 

(2) 一 个 星 形 集 5 C R" 是 这 样 一 个 集合 , 存在 一 个 点 ce 5, 称 为 中 心 , 使 得 对 每 一 
点 ZE3 线 段 [z,cl € 5. 特别 地 , 一 个 凸 集 一 定 是 一 个 星 形 集 . 

R" 中 的 一 个 星 形 集 是 可 收缩 的 . 定义 ee : 8 一 {c} 为 ec(z) = c Vz € 5; 定义 
ince : {c} 二 5 为 incc(c) = ec. 则 ec(z)oince = ide. 要 证 inceoec 之 ids, 定义 


H(z,t) = tc+ (1 —t)z; 
则 五 (z,0) =ids, H(z,1) = ince o ec. 口 


直观 地 说 , 如 果 两 个 映射 同 伦 , 则 一 个 映射 可 以 连续 地 转化 为 另 一 个 映射 . 同样, 如 
果 两 个 空间 同 伦 , 则 一 个 空间 可 以 连续 地 变形 为 另 一 个 空间 . 如 果 一 个 空间 是 可 收缩 的 ， 
它 就 可 以 连续 地 缩 到 一 个 点 . 例如 , 及 可 以 连续 地 缩 到 一 个 点 . 但 是 一 个 圆周 不 可 能 连续 
地 缩 到 一 个 点 . 如 果 你 想 让 一 个 圆周 缩 到 一 个 点 , 那么 至 少 要 有 一 个 点 , 它 的 左边 往 左 缩 ， 
右边 往 右 缩 , 于 是 在 这 一 点 收缩 映射 就 不 连续 了 . 


定义 8.1.4 设 久 为 一 拓扑 空间 , 且 ACXX. 
(1) 一 个 连续 映射 rT : 义 一 A 称 为 以 A 为 核 的 保 核 收缩 , 如 果 7|4 = id4. 
(2) 一 个 保 核 收缩 zr 称 为 以 4 为 收缩 核 的 形变 收缩 , 如 果 7 之 idx. 
(3) 一 个 形变 收缩 称 为 强 形变 收缩 , 如 果 存 在 同 伦 7 之 idx 的 一 个 同 伦 映 射 H(z,) 
使 得 
H(z,D =., Vi Vm EA. 
例 8.1.5 (1) 设 MM = RiURz, 这 里 
Ri={(z,y) ERIO0O<r<1i-l1<y<i—0.5}, i=1,92, 


并 设 4 := {(z,y) €E R?2|0 < zx < 1;y = 0}. 定义 映射 r+:M 一 4 为 zt: (zx,y) 上 (7x,0)， 
则 7 为 以 4 为 核 的 保 核 收 缩 . 但 它 不 可 能 是 一 个 形变 收缩 , 否则 存在 r 之 idm 的 同 伦 
映射 五 (zx,), 使 五 (z,0) = rz), H(z,1) = idm. 现在 取 一 点 y = (yi,y2) e R2z, 定义 
p(t) := 五 (y,t). 那么 p(t) 是 M 上 的 一 个 路 径 , 且 yp(0) =z = (1,0), p(1) =y: 这 显然 
是 不 可 能 的 ( 见 图 8.1.3 (a)). 

(2) 原点 {0} 是 R" 或 圆 盘 D* = {z e R"|||zl| < 1} 的 强 形变 收缩 核 , 收缩 映射 为 
x(z) = 0, 所 要 求 的 同 伦 映射 为 五 (z,t) =tz 十 (1 一 x0 ( 见 图 8.1.3 (b)). 

(3) 圆 是 圆柱 面 的 强 形变 收缩 核 ( 见 图 8.1.3 (c)). 

(4) 设 we 7T? 为 轮胎 面 上 的 一 点 , M = 7T2\{w}. 那么 , M 可 强 形变 收缩 到 “8”. 

将 圆 环 面 展开 , 见 图 8.1.3 (d), 对 z 定义 x(z) 为 射线 久 一 zz 与 边界 的 交点 . 于 是 ， 
MN\{wu} 强 形变 收缩 到 边界 . 注意 到 边界 实际 上 是 上 与 下 是 粘 合 在 一 起 的 , 而 两 个 端点 也 
是 夭 合 在 一 起 的 , 因此 , 上 下 边 实际 上 是 一 个 圆周 . 同 理 , 左右 边 也 是 一 个 圆周 . 矩形 的 四 
个 顶点 是 黏 在 一 起 的 , 这 就 是 两 个 圆周 的 相连 点 . 因此 , 它 是 一 个 “8” 字 . 口 


@O @ 


图 8.1.3 ” 保 核 收缩 与 形变 收缩 


8.2 ”基本 群 


本 节 讨 论 拓扑 空间 的 基本 群 . 

考查 拓扑 空间 特征 的 一 种 方法 就 是 看 它 上 面 的 圆 环 . 直观 地 说 , 例如 , 在 S1 上 一 个 圆 
环 不 可 能 缩 成 一 点 . 而 在 R? 上 , 任 一 圆 环 均 可 缩 为 一 点 . 因此 , 它们 的 拓扑 结构 不 同 . 这 
就 是 基本 群 的 想法 , 我 们 从 考虑 路 径 着 手 . 

定义 8.2.1 设 方 、 户 为 两 路 径 , 称 它 们 为 等 价 的 , 记 作 万 ~ 后, 如 果 它 们 关于 两 个 
端点 同 伦 . 换言之 , 它们 不 仅 同 伦 而 且 两 个 端点 相同 , 即 


fi (op,{1) fz2: 


记 等 价 类 为 [下]. 


例 8:2.1 设 针 = R2\{zo}, 这 里 x0 = (0.25,0)?， 考虑 三 个 函数 请 :|[0,1] 一 六， 
% 二 42,3 如 下 ( 见 图 8:2.1) 


2 w= 2t, z= 2t, 
J fo: fs: 
y = sin(72t); y = sin(7t); y= —sin(nt). 


那么 万全 户 , 户 广 .万 盖 户 是 显然 的 , 有 之 fs 是 因为 fs 一 个 端点 (1,0) 可 以 顺 时针 
绕 过 zo 回 到 原 处 . 但 如 果 固 定 端点 , 则 广 (oj,t) 户 , 但 广 关 (oy fa: 故人 ~ 户 ， 
及 fs. 同 理 , fo x 户 . 口 
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图 8.2.1 函数 同 伦 


定义 8.2.2 如 果 f、g 为 了 上 的 两 个 路 径 , f(0) = z,，jf(L) =y 且 9(0) = g(1) = 
z, 那么 这 两 个 路 径 的 乘积 是 一 条 从 工 到 z 的 路 径 , 定义 为 


a Le 0<t<1/2, en 


gle I /2 te 


直观 地 说 , 根据 式 (8.2.1) 所 定义 的 乘法 , 我 们 希望 路 径 集 构成 一 个 群 , 这 个 群 的 单位 
元 是 单 点 路 径 . 而 一 条 路 径 的 逆 元 则 是 它 的 反 向 路 径 . 不 幸 的 是 , 式 (8.2.1) 定义 的 乘法 不 
满足 结合 律 , 即 (f og) oh fo (goh). 

实际 上 , 我 们 关心 的 是 路 径 , 而 不 是 它 的 表现 形式 . 例如 , 在 图 8.2.2 中 , 我 们 考虑 


0 3 1 T= cos($t), 
O01: 02: 
Y= tei[0, dH: y=1—cos(¥t), te [0,1. 


它们 代表 的 是 同一 个 从 4 到 B 的 路 径 . 更 一 般 地 说 , 假定 我 们 考虑 的 是 挖 去 一 个 洞 的 平 
面 , 我 们 再 定义 两 条 从 4 到 B 的 曲线 


J z= cos($t), Z 一 cos( 吐 让， 
03: 04: 
y= sin(3t), te [0,1]; y= —sin( 宏 t),， t € [0, 1]. 


在 研究 平面 形状 时 , ca 和 cl 也 没什么 不 同 , 因为 oa 可 连续 变 到 ol. 但 o4 就 不 一 样 了 ， 
它 不 能 连续 变 到 ol. 它们 之 间 围 了 一 个 洞 , 因此 我 们 要 考虑 路 径 的 等 价 类 , 设法 在 等 价 类 
上 定义 乘法 . 

引 理 8.2.1 设 frs f2、 g91、 92 为 a 上 的 路 径 . 如 果 万 ~ fo 及 gi ~ 92; 且 
万 (1) = g1(0), 那么 fi og1 ~ f2 0 g2. 


图 8.2.2 ”路 径 的 等 价 性 


证 明 设 本 (s,t) : Ix 了 定义 有 之 (oy{1)) 到 的 同 伦 , 而 Ho(s,t) :Tx 了 定义 
91 之 ({0},{1}) 92 的 同 伦 . 记 


HT(28 Qs se /2 
二 1(2s,) 人 / 
HAD He 


这 个 映射 是 连续 的 , 因为 


Fi(1,t) = f1(1) = 91(0)= H2(0,). 


由 定义 有 
H(s,0)= fi og91; H(s,1) = f°0 92. 
而 且 
H(0,t) = Hi(0,t) = f1(0) = f2(0) = fi 091(0) = f2 0 92(0), 
H(1,t) = H2(1,t) = 91(1) = :923(1) = fi 091(1) = fz 0.g2(D). 
因此 有 og1 ~ f2 og2. 口 


上 述 引 理 说 明 我 们 可 以 定义 路 径 的 等 价 类 之 间 的 乘法 如 下 
[fllg] := [f ° gl. (8.2.2) 


定义 8.2.3 一 个 路 径 f 称 为 一 个 环 路 , 如 果 f(0) = f(1) = zZ. 点 Zz 称 为 基点 . 


下 一 步 , 我 们 要 证 明 根 据 式 (8.2.2) 定义 的 等 价 类 乘法 , 使 环 路 的 等 价 类 形成 一 个 群 . 
以 下 的 三 个 引 理 分 别 证 明 这 个 群 的 结合 律 、 单 位 元 和 道 元 . 

引 理 8.2.2 设 a(s)、B(s) 和 TY(s) 为 依次 头 尾 相 接 的 三 个 路 径 , 即 a(1) = B(0) 及 
B(1) = 7(0), 那么 (lallB)P] = [a(I). 


sseseseeseesesesseesseeesessesseseewoeeeeeseeseeeeseweeeeeesea 


证 明 我 们 只 需 证 明 (a 9 B) Loo 守 ({0},{1}) Qo (B 9° ”7). 根据 定义 ， 有 


a(4s)， 0<s<1/4, 
(aopB)o7y(s)= $B(4s—1), 1/4<s<1/2, 
Jy(23=1), 1/2<s<1, 


a(2s), QO< F< 
ao(Boy)(s) = B22), 1/2.<.3& 3/4, 
7(4s—3), 3/4<s<1. 


定义 两 路 径 的 同 伦 为 


c( 者 )， 和 三 市 受 表 雪 击 
H(a,t)= Bl(4a=t 1) de— 2 <td 


7( 续 后 2)， “0&1t< 4 一 2. 


五 的 构造 是 让 按 水 平 宽度 线性 缩放 而 得 ( 见 图 8.2.3). 请 读者 自行 检验 五 (s,t) 是 连续 的 


且 固 定 两 个 端点 (对 上 = 0 及 t= 1). 口 
t 
1 CQ 有 区 
0 a 8 27. 


图 8.2.3 同 伦 (a Le B) TY 人 (fol,{l}) Qo (B Lo 7) 
为 方便 起 见 , 记 ez 为 基点 为 > 的 单 点 路 径 , 即 ez(t) = zx, Vt € [0,1]. 
引 理 8.2.3 设 a(s) 为 一 路 径 , a(0) ==z 且 a(1) =y, 那么 
[ezlla] = [a] = [aley]. 


证 明 我 们 证 明 第 一 个 等 式 , 第 二 个 等 式 可 类 似 地 证 明 . 为 此 只 要 证 
ez oQ solfD) 9 即 可 . 口 


构造 一 个 同 伦 如 下 


H(s,t) 7 0<t<1—2s, 
sit) = 
a() -2 < 


那么 


ZL, Se 
H(s, 0) bn 
a(2s—1), s> 1/2. 


依 定义 , 这 是 乘积 es o a. 同时 , H(s,1) = a(s), 并 且 , H(0,t)=zx; H(l1,t)= a(l)=Y. 
因此 epoa~a. 

当 同 伦 构造 出 来 后 这 类 问题 的 证 明 就 很 简单 了 . 因此 关键 是 怎么 构造 同 伦 . 我 们 以 上 
面 的 证 明 为 例 作 一 点 解释 . 参见 图 8.2.4, 对 于 正方 形 , 在 上 = 0 我 们 需要 两 段 : 前 一 半 是 
ez 而 后 一 半 是 a(s). 而 在 t= 1 我 们 只 需 a. 在 左边 , s = 0, 它 是 z; 而 在 右边 s= 1, 我 们 
需要 y. 建立 互 的 一 个 方法 是 将 正方 形 分 为 两 部 分 : t < 1 一 2s 和 之 1 一 2s. 在 左 半边 区 
域 设 互 = z, 在 右边 梯形 内 的 任意 一 点 (s,), 设 五 (s,t) = 五 (s*,1), 这 里 s* = ti 
这 样 我 们 就 得 到 了 所 要 求 的 瑟 . 同 伦 映射 只 要 求 连续 , 因此 , 一 般 依 线性 伸缩 的 办 法 来 


构造 . 
A 
| 


8.2.4 与 恒 等 路 径 积 的 同 伦 


Lam] 


最 后 考虑 逆 . a(t) 的 逆 a-1(t) 可 以 简单 地 定义 为 a-1(t) = a(1 一 . 显然 当 a 从 > 
走 到 wy, a-! 从 y 走 到 z. 它们 必须 满足 以 下 引 理 . 
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引 理 8.2.4 设 a 为 一 路 径 , a(0) =z 且 a(1) =y. 那么 [ala-] = [ez] 且 [o-][al = 
[ev]. 


证 明 我们 证 aoa-1 ~ es: 利用 图 8.2.5, 设 五 (s,t) = HH(s*,0) (s < 妈 , 则 得 同 伦 


25 Os 
H(s,t)= 4a(XE2), t<s> ud, 
aE) 二 ol. 
同样 , 我 们 可 以 证 明 a-l1oa ~ ey. 加 
t 


图 8.2.5 ”路径 a 及 a-! 


由 引 理 8.2.2~ 引 理 8.2.4 可 得 到 完整 的 群 结构 . 因此 我 们 有 以 下 定理 . 
定理 8.2.1 设 zeX. 记 以 Zz 为 基点 的 所 有 环 路 的 等 价 类 为 D(X,z). 利用 由 式 
(8.2.1) 和 式 (8.2.2) 定义 的 乘法 , 则 Q(X,z) 为 一 个 群 ， 它 称 为 基于 z 的 基本 群 , 记 作 
7T1(X， 过 
下 面 的 定理 指出 当空 间 X 是 道路 连通 时 , 基本 群 不 依赖 于 基点 . 
定理 8.2.2 设 久 为 一 道路 连通 的 空间 , z1,7X2 E 义 , 那么 
AT1(X, 11) 党 T2 (全 ， 2Z2). 
证 明 设 f(s) 为 一 路 径 f(0) = zl 且 f(1) = z2, 而 a(s) 为 一 基点 为 zz 的 环 路 . 那 
么 foaof-! 是 一 基点 为 zl 的 环 路 . 现在 我 们 定义 一 个 映射 请 : ra(X, za) 一 Ti(X,zl) 
如 下 
大 国足 网 国 放 1. (8.2.3) 
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只 要 证 明 f. 是 一 个 群 同 构 即 可 . 因为 


f.([a][B]) = 办 四 四 园 
= 四 [al 


= 大 (lal)A(G])， 
则 Fs 为 一 同 态 . 现在 设 9 为 第 一 个 连接 2 到 23 的 路 径 ， 县 my] = AX1(X， ma) 我 们 证 明 
(f 0 9)*([%]) = f(g9x([N])). (8.2.4) 


事实 上 
(f og9):([9]) = [fo 9][9][(f 0 9)- 1] 
= 四 gm 
= [月 加 四 四 一 [及 一 
= 记 (%(m))， 


这 就 证 明了 式 (8.2.4). 利用 式 (8.2.4), 我 们 有 
(er)*=(fof ): = 大 o 廊 : 
但 是 (ec; )。 是 单位 映射 , 因此 f 是 一 个 同 构 . 国 
根据 以 上 的 定理 , 当空 间 X 是 道路 连通 时 , 我 们 可 以 不 管 基点 而 将 基本 群 m1(X,z) 
简单 记 作 zi(X). 


例 8.2.2 (1) 设 3 C RR" 为 一 星 形 集 ,zxz 为 中 心 , 而 a(s) 为 以 z 为 基点 的 环 路 . 定义 
同 伦 
H/(s,t) = ta(s) + (1 —t)z. 


显然 a ~ ez. 并 且 , 因为 5 是 道路 连通 的 , 基本 群 与 基点 无 关 . 因此 
m1(5) = {e}, 


这 个 群 称 为 平凡 群 . 
对 一 个 道路 连通 的 拓扑 空间 , 如 果 它 的 基本 群 是 平凡 群 则 称 其 为 简单 连通 空间 . 
(2) 设 X = S1. 直观 地 , 我 们 可 以 想象 它 的 基本 群 为 mi(S1) 之 Z, 这 里 2 是 整数 的 
加 法 群 . 实际 上 , 一 个 路 径 绕 圆周 mn 次 对 应 ne 2Z. 当 路 径 反 向 绕 圆周 走时 , 则 有 n < 0. 
这 里 略 去 过 细 的 讨论 . 口 
例 8.2.3 设 义 、Y 为 两 个 拓扑 空间 , f : X -》 Y 为 连续 映射 , 且 f(z) = y. 定义 映 
射 有 :Ti(X,z) 二 ni(Y,y) 为 


fr([al) = [fo al, (8.2.5) 


它 是 一 个 群 同 态 . 
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首先 , 我 们 证 明 式 (8.2.5) 的 合理 性 . 设 有 a ~ B, 于 是 有 一 个 同 伦 h(s,t) 使 得 
h(s, 0) 3 Qa(s); h(s, 1) pr B(s), 
那么 
foh(s,0)= foa(s); foh(s,1)= foB(s). 
这 说 明 fo al(s) ~ foB(s). 因此 f 的 定义 是 合理 的 . 其 次 
上 (allp) = fr([ao Bl) = [fo (aoB)] 
=[(foa)o(fop8)]= [foallf of] 
= fla]f:[2]. 
因此 , f 是 一 个 群 同 态 . 口 
粗略 地 说 , 乘积 空间 的 基本 群 是 因子 空间 的 基本 群 的 乘积 . 
命题 8.2.1 设 久 、Y 为 两 个 道路 连通 的 拓扑 空间 , 那么 
N(R RN TNR (EN (8.2.6) 
证 明 设 zoe 和 及 WEyr 而 p: 瑟 x 开 一生 及 9g: 和 xy 一 了 为 自然 投影 . 设 
a(s) = (z(s),y(s)) 为 乘积 空间 基于 (zo, 加 ) 的 一 个 环 路 . 那么 p, : ni(X xY) -人 mi(X) 
是 一 个 同 态 , 而 且 ps([a]) = [zx(s)]. 同样 , q; : mi(X x 了 ) 忆 mu(Y) 也 是 一 个 同 态 , 而 且 


dx([a]) = [y(s)]. 
我 们 要 证 明 : (p. x gx) : ra(X x 了 Y) 二 Ai( 匀 ) x m(Y) 是 一 个 同 构 ， 对 每 一 对 
[z(s)] x [y(s)] ea(X) xza(Z), 我 们 可 以 构造 [z(s),y(s)]jwe ma(X x 了 ), 使 得 


(ps x qs)(lz(s) x y(s)]) = [z(s)] x [y(s)] € mi(X) x m(Y), 


因此 ps X qx 是 映 上 的 . 
要 证 明 它 也 是 一 对 一 的 , 设 ai = (zi(s), yi(s)), i = 1,2 使 得 


(ps x gx)[oai]) = (pe x qx)([a2]), 
那么 [z1] = [za] 且 [yi] = [yo], 即 
Z1(5) ~ 7Z2(5)， Yi(s) ~ ya(s). 
设 它们 间 的 同 伦 映射 分 别 为 hi(s,t) 及 ho(s,), 那么 我 们 可 以 构造 
H(eyt)= (hi(s (Bt)): 


容易 检验 这 是 aa 与 az 间 的 一 个 同 伦 , 即 [ai] = [as]. 因此 p x qs 是 一 对 一 的 . 回 
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例 8.2.4 考虑 一 个 轮胎 , 记 作 T2. T? 兰 S1 x 51 (更 一 般 地 T* 兰 S1x.….x31). 


k 


根据 上 述 命 题 有 ; 
m(T?) Sm(s) xm(s)EZxZ= 72. 


下 面 , 我 们 将 证 明 一 个 重要 事实 , 即 基 本 群 同 伦 不 变 . 我 们 需要 一 些 准备 . 


引 理 8.2.5 设 g f 为 了 到 Y 的 两 个 同 伦 的 连续 映射 , 甩 (Z,t) 为 g 到 了 的 同 伦 . 
对 于 zo € 六, 定义 一 路 径 


w=H(voh 5 三 本 | 
那么 图 8.2.6 是 可 交换 的 , 即 wo ff == 9+. 


T1l (X， Z0) 


Ta(Z f(z0)) [FRR "1(Y, g(x0)) 
图 8.2.6”w 同 构 


证 明 注意 f.、g 的 定 兴 不 同 于 w, 它们 的 意义 是 不 一 样 的 . f 或 g, 是 作为 空间 
之 间 的 映射 导出 的 不 同 空间 的 基本 群 的 群 同 态 ( 见 例 8.2.3), 而 w 是 路 径 导出 的 同一 空 
间 的 基本 群 的 群 同 构 ( 见 定理 8.2.2 的 证 明 ). 图 8.2.7 是 相应 的 示意 图 . f(a) 是 foa 的 
等 价 类 , 它 是 Y 上 以 f(zo) 为 基点 的 一 个 环 路 . ws(f oa) = w(f oa)w-! 是 将 环 路 foa 
转化 为 g(zo) 处 的 一 个 环 路 , 做 法 是 先 用 w-! 将 轨 线 从 g(zo) 移 到 f(z0), 然后 沿 foa 转 
一 圈 , 再 沿 w 回 到 g(zo). 

设 [al € mi(X,z). 我 们 必须 证 明 


goa dot wo(f oa)owl. (8.2.7) 

我 们 的 目的 是 构造 一 个 同 伦 使 得 图 8.2.9 成 立 . 那么 怎样 构造 这 个 同 伦 呢 ? 我 们 定义 
hi(z) := H(z,t), 

那么 hi(z) oa 是 hi(zo0) 处 的 一 个 环 路 (图 8.2.8). 同时 , 显然 有 


ho(z)oa= foa; hi(x)oa=goa. 


rte ro 


OO 本 
令 ww 2 wl[o]; t < 1 周 那么 
wi(hioa)wi!, tel[0,1] (8.2.8) 

就 连续 地 将 fo a 变 为 w(go a)w-1. 

2 Y f(zo) 局 二 9(zo) 

= 
a foa goa 
(a) (b) 


图 82.7 ,9s 与 ww 


flzolile (0 g(zo) 


8.2.9 ”两 个 映射 与 路 径 的 同 伦 


基于 上 述 讨论 , 针对 图 8.2.9, 在 两 条 边 : t= 4s 及 t= 4(1 一 s) 上 , 我 们 需要 w(t). 那 
么 容易 看 出 在 左右 两 个 三 角形 区 域 我 们 可 以 分 别 用 w(4s) 及 w(4 一 4s), 在 中 间 梯 形 区 域 ， 
我 们 只 要 将 图 8.2.7 (a) 用 如 下 变形 即 可 
3 4s—t 
SS 


因为 这 样 对 梯形 左边 s ==t/4 故 7 = 0; 右边 gs 二 1 一 t/4 故 7 = 1. 因此 , 图 8.2.9 中 过 +t 
的 水 平 线 就 代表 了 式 (8.2.8). 
归纳 起 来 , 我 们 就 得 到 以 下 的 同 伦 
w(4s), 4s <t, 
(SS H(a ( 手 旬 ,日 ， 二 ey (8.2.9) 
w(4—4s),， 4s 宛 4—t. 


定理 8.2.3 设 和 X、 普 为 两 个 道路 连通 的 空间 , f :久之 Y 为 一 同 伦 映射 , 那么 
fr :ma(X) nl(Y). 
证 明 设 zeE 久 及 y= f(z)eEY, 而 g:Y 一 久 为 f 的 同 伦 . 记 
F:gof ~idx, G:fog~idy 
为 其 相应 的 同 伦 . 定义 路 径 
a(s) := F(z,s), B(s) := Gz, s). 
利用 引 理 8.2.5, 可 得 


gx° jf = Qx (idx )* 一 人 wy 
fr 0g: 三 Bidr) = B,: 


注意 a 及 6 均 为 同 构 , 因为 , 比如 说 , a-! = | 一 8), 则 aazl = (id).. 因此 


8.3 ” 复 双 空间- 


本 节 介 绍 另 一 个 重要 概念 : 复 芭 空间 . 

定义 8.3.1 设 久 为 一 拓扑 空间 . ( 义 ,p) 称 为 处 的 一 个 复 登 空间 , 如 果 

(1) 及 是 一 个 拓扑 空间 , 且 p :及 一 XX, 称 为 投影 , 是 一 个 连续 映 上 的 映射 ; 

(2) 对 每 一 点 z E 久 , 存在 一 个 邻 域 U, 称 为 一 个 基本 邻 域 , 使 得 p-!1(U) 由 不 相交 的 
开 集 族 {| 入 E 4} 构成 , 而 且 对 每 一 个 和 ,p: 玉 一 U 是 一 个 同 胚 ; 

(3) 4 的 个 数 ( 即 “ 势 ") |4| 称 为 卫 的 重 数 . | 

命题 8.3.1 设 (总 ,p) 为 第 的 一 个 复生 空间 , 且 f :J 一 X 是 一 条 路 径 , 起 点 为 
f=%6, 假定 有 一 点 二 E Dr-1L(zo)， 那么 存在 唯一 的 道路 六 :了 一 区 ; 使 得 f(0) 二 


of = 


gs ei em 
证 明 如 果 f(7) 包含 在 一 个 基本 邻 域 里 , 结论 显 见 . 否则 , 令 {VU | 和 e 4} 为 一 个 由 
基本 邻 域 构 成 的 X 的 覆盖 , 那么 {f-1(U)) | 入 e 4} 是 了 的 一 个 开 覆 盖 . 设 n 足够 大 使 得 
1 小 于 覆盖 勒 贝 格 数 , 令 五 = [二 1, ,i = 1,2,… ,n, 那么 每 一 个 f() 包含 在 一 个 基本 
邻 域 里 . 由 i 二 1 开始 , 容易 看 出 每 一 个 f(;) 具有 唯一 的 提升 , 它 的 起 点 即 前 一 个 路 径 的 
终点 . 口 


从 前 面 的 证 明 可 以 看 出 , 7 可 以 用 任何 有 穷 维 赋 范 空间 的 紧 集 来 代替 . 因此 立即 可 得 
到 下 面 的 命题 . 

命题 8.3.2 设 ( 义 ,p) 为 和 的 复 枉 空间 并且 :TxJI 一 XX 为 一 路 径 同 伦 ， 
f(0,0) = zo, io e p-1(z0). 那么 存在 唯一 的 路 径 同 伦 g :Tx 了 一 六 , g(0,0) = jo, 使 得 
pg9=f. 

命题 8.3.3 设 ( 久 ,p) 为 XX 的 复合 空间 , XZ0 E p-1(z0), 那么 ps : (总 ,50) 二 
(六 ,X20) 是 一 个 一 对 一 的 同 态 . 


证 明 回顾 关于 同 态 的 例 8.2.3, 我 们 只 要 证 明 它 是 一 对 一 的 . 
设 &, 6 为 两 个 以 jo 为 基点 的 环 路 , ps([ 轩 ) = ps([B]), 且 记 a =poG 及 B=pof. 
那么 a ~ B, 假定 其 同 伦 映射 为 h(s,t), 即 


h(s0)=a(s), Werles=B(e) RO 
由 命题 8.3.1, 存在 唯一 的 h(s,t) 使 得 
h(0,0) =j0, poh=h. 


因为 po h(s, 0) = a, 由 唯一 性 , 有 


h(s,0) = &(s). 
类 似 地 
h(s,1) = B(s). 
于 是 可 得 
G(s) ~ B(s), 
即 
[&(s)] = [6(s)]. 


口 


直观 地 说 , 复合 空间 将 原 空间 扩大 但 简化 了 其 拓扑 结构 , 这 是 上 述 命题 的 意义 所 在 . 
下 面 的 定理 指出 提升 的 路 径 在 不 同 基 点 形成 同样 的 群 . 


定理 8.3.1 设 ( 了 ,p) 为 承 的 复 登 空间 , 则 
{pum(X, zo) | jo ep (zo)) 
是 Ti(X,zo) 的 一 族 共 斩 群 . 
证 明 设 p(2) = p(zo) = zo, 7 为 连接 31 到 #2 的 一 个 路 径 , 那么 
p:([N) = [po € mi(X, zo). 
定义 一 个 同 构 久 :ni( 关 ,£1) 一 ni( 关 ,Xz2) 如 下 
u([al) = bh [lal] 
及 一 个 同 构 v : ra(X,zo) 一 Ta(X,zo) 如 下 
v([B]) = (ph])™ [Bl (ps I)). 
容易 证 明 图 8.3.1 是 可 交换 的 , 即 


pri(X, jk2) = [po peri(X,t1)]lpo). 


口 
ni(X, £1) pr 7T1(X, Z0) 
亿 人 
二 本 Dx 
7T1(X, £2) 7T1(X, zo) 
图 8.3.1 道路 同 伦 


最 后 我 们 给 出 一 个 复生 空间 的 存在 性 定理 (其 证 明 参 考 文献 [94]). 我 们 需要 一 个 新 
的 概念 : 一 个 拓扑 空间 XX 称 为 半 局 部 单 连通 的 , 如 果 每 一 点 ze X 都 有 一 个 简单 连通 的 
邻 域 . 

定理 8.3.2 设 久 为 一 拓扑 空间 . 满足 四 道路 连通 ; @) 局 部 连通 ; @ 半 局 部 单 连通 . 
那么 它 有 一 个 复合 空间 , 称 为 泛 复 司空 间 (及 ,p), 满足 

(1) 如 果 (六 1,p1) 及 (成 2,pa) 为 两 个 泛 复 彼 空间 , 那么 况 ; 与 及 2 同 胚 , 而 且 同 胚 映射 
f 使 得 图 8.3.2 (a) 和 (b) 可 交换 . 

(2) 如 果 (总 ,p) 是 的 泛 复 彼 空 间 , 而 (Y,g) 是 一 个 复 重 空间 , 那么 存在 一 个 映射 
和 :友人 了, 使 得 (六 ,At) 是 Y 的 一 个 复 彼 空间 ,并且 图 8.3.3 可 交换 . 


一 1 
了 了 Xl X 
er 
X X 
(a) (b) 


图 8.3.2 泛 复合 空间 

yY 
~ pal 

X 


图 8.3.3 复 登 空间 与 泛 复 登 空间 


Be 


例 8.3.1 设 p: 民 一 51 定义 为 p :tt (cos(27t),sin(27t)), 如 图 8.3.4 所 示 . 选任 
一 点 zo e 91, 例如 zo = (1,0). 考虑 邻 域 U = PzoG, 它 是 右 半圆 周 . 这 是 一 个 基本 邻 域 ， 
因为 p-1(D0) = { 记 =(k 一 吉 k 十 二 )| REZ}. 现在 其 限制 p : Vi 忆 U 是 一 个 同 胚 . 因 
此 p 是 一 个 投影 . 因此 可 得 结论 : (R,p) 是 51 的 一 个 复 释 空间, 重 数 是 No ( 即 可 数 ). 


因为 x(R) = {0} 且 (5S1) 兰 2, 导出 的 同 态 ps 是 ps7(R) = {0} < Z. 口 
+oo 
Vi 
Wo 
Vi 


P 


8.3.4 下 是 5S: 的 复 释 空 间 


8.4 范畴 与 函 子 ” 


定义 8.4.1 一 个 范畴 C 由 三 部 分 组 成 : 对象 集 , 记 作 Obj(C); @@ 态 射 集 , 对 每 个 
有 了 序 对 A,B e Obj(C) 有 从 A 到 B 的 态 射 的 集合 , 记 作 Hom(A,B); 回 态 射 复合 ,对 
对 象 集 的 任意 三 个 元 素 A, B,C € Obj(C), 存在 复合 态 射 Hom(A,B) x Hom(B,C) 一 
Hom(4,C), 记 作 (f,g) 路 fog, 并 且 
(1) 复合 满足 结合 律 , 即 如 果 f €& Hom(A, B), ge Hom(B,0O) 以 及 he€ Hom(C, 了 D)， 
则 
ho(gof)= (hog)of. 


(2) 存在 恒 等 态 射 , 即 对 每 一 个 A Eee Obj(C) 存在 id4 €E Hom(A,A), 使 对 每 个 
fe Hom(B, A) 成 立 f = foida, 且 对 每 个 ge Hom(4,C) 成 立 g = ida og. 


如 果 C 是 一 个 范畴 , B 称 为 C 的 子 范畴 , 如 果 Obj(B) C Obj(C) 并 且 B 具有 与 原 范 
畴 C 相同 的 态 射 Hom 及 态 射 的 复合 规则 . 
我 们 给 出 一 些 重要 的 实际 例子 , 它们 在 下 面 讨论 中 会 经 常 碰 到 . 


例 8.4.1 (1) 范畴 C= Top. 这 里 Obj(Top) 是 所 有 的 拓扑 空间 ; Hom(4, B) 是 从 
拓扑 空间 4 到 拓扑 空间 B 的 连续 映射 集合 ; 复合 规则 为 普通 映射 的 复合 . 

(2) 范畴 C = Gp. 这 里 Obj(Gp) 是 所 有 的 群 ; Hom(A, B) 是 从 群 4 到 群 B 的 同 态 
映射 ; 复合 规则 为 普通 映射 的 复合 . 

(3) 范畴 C = Ab. 这 里 Obj(Ab) 是 所 有 的 阿 贝 尔 群集 合 ; Hom(4, B) 是 从 群 4 到 
群 B 的 同 态 映射 ; 复合 规则 为 普通 映射 的 复合 . 那么 , Ab 是 Gp 的 子 范畴 . 口 


定义 8.4.2 范畴 C 的 一 个 同 余 是 C 上 所 有 态 射 UL4,B) Hom(A, B) 上 的 一 个 等 价 关 
系 ~， 满足 

(1) 如 果 f EHom(4,B) 且 f'~f, 则 f'€ Hom(A,B); 

(2) 如 果 ~ f',g~g', 并且 复合 go 下 存在, 则 


go ~gof.. 


定理 8.4.1 设 C 为 一 范畴 , ~ 为 其 上 的 一 个 同 余 . 用 [f] 表示 态 射 了 的 等 价 类 . 定 
义 S 如 下 
Obj(S) = Obj(C), 
Homs(A, B) = 站 /es Homc(4, B)}, 
lg] of] = [9g°], 


于 是 S 也 是 一 个 范畴, 这 个 范畴 称 为 商 范畴 . 
证 明 由 同 余 定义 第 一 条 可 知 , 等 价 ~ 将 C 上 的 态 射 Homc(A,B) 作 一 个 分 割 , 即 


等 价 类 不 相交 . 故 等 价 类 是 定义 好 的 , 即 , Homs(A, B) 是 定义 好 的 集合 . 再 由 定义 的 第 二 
条 可 知 , S 上 的 态 射 复合 也 是 定义 好 的 , 并 且 [id4] 是 4 上 的 恒 等 态 射 . 口 


例 8.4.2 考虑 线性 系统 
5D: j= Arz+i+Bu, eR"”,uveR™. (8.4.1) 
(1) 设 C 定义 如 下 : 对 象 集 Obj(C) = { 卫 } 只 含 单个 系统 的 所 有 反馈 等 价 形式 ; 态 射 


集 五 ( 允 , 也) 为 所 有 的 反馈 等 价 变 换 , 它 由 (T, K, 了) 组 成 , 这 里 ,Te GL(n, 民 ) 是 线性 坐 
标 变换 , J e GL(m, 民 ) 为 输入 变换 , K € Mmxn 为 反馈 . 态 射 为 


(T EIINA, BB) SAD PRT 
复合 规则 为 
(Ti, Ki, 1)o (TD, Ko, J) = (TiD, Kit+ KT ,1). 


从 而 £ 为 一 个 范畴 . 

(2) 设 C 与 对象 集 相同 , 态 射 集 瓦 ( 巴 了) C 五 ( 呈 忆 ) 为 保持 能 控 子 空间 Y 形式 
不 变 的 反馈 等 价 变换 ( 即 TV C V, 它 保持 系统 能 控 标 准 型 不 变 ). 显 见 , C 是 C 的 子 范畴 . 

司 

范畴 间 的 映射 称 为 函 子 , 它 满 足 一 定 的 保 结构 特征 , 严格 定义 如 下 . 

定义 8.4.3 设 C 和 SG 为 两 个 范畴 . 一 个 函 子 全 :C 一 S 为 一 个 映射 , 满足 

(4eoObj(c), 则 T4eobj(Ss); 

(2) f € Hom(A, B), 则 并 Fe Hom(TA, TB); 

(3) 如 果 f,g 为 C 上 的 态 射 , 且 go 有 定义 , 那么 

T(gof)= (Tg)o (7T7); 
(4) T(ida) = idra, VA € Obj(C). 
例 8.4.3 (1) 设 C 为 一 范畴 , 恒 等 函 子 J :C 一 C 定义 为 
JA=4, BJf=f, vfeHom(A,B), vA,Be Obj(C). 


(2) 设 M 为 一 给 定 拓扑 空间 , 那么 一 个 函 子 Ty : Top 一 Top 可 定义 如 下 : Tm (X) = 
MM x 义 , 并 且 如 果 f : XX 一 了 为 一 连续 映射 , 则 定义 Tm(f) :Mx 一 MxY 为 
(m, z) Fry (m, f(z)). 显然 它 是 乘积 空间 上 的 连续 映射 . 口 


8.5 ”单纯 形 与 单纯 复 形 


单纯 形 是 构成 几何 形体 的 最 小 构件 , 它 如 同 建筑 物 的 砖 块 , 研究 它们 的 组 合 方式 , 就 
可 以 了 解 几何 形体 的 特征 . 

定义 8.5.1 设 4e 了 了 Rn 为 一 个 集合 . (1) 4 称 为 一 个 凸 集 , 如 果 对 4 中 任意 两 点 
ZE A, 连接 两 点 的 线段 也 属于 4, 记 作坊 CA. (2) 4 称 为 一 个 仿 射 集 , 如 果 对 4 中 任 
意 两 点 X,Y € A (ZT 关 Y), 连接 两 点 的 直线 也 属于 A, 记 作 工 (z,y) C 4. 


设 {XA|Ae4} 为 及 ”中 的 一 组 凸 集 ( 仿 射 集 ), 则 其 交集 nxe4XA 也 是 凸 集 (相应 地 ， 
仿 射 集 ). 这 使 下 面 的 定义 有 意义 ( 即 取 交 集 可 得 到 最 小 ). 

定义 8.5.2 对 任 一 集合 久 CR", 包含 X 的 最 小 西 集 ( 仿 射 集 ) 称 为 由 义 张 成 的 西 
集 (相应 地 , 仿 射 集 ), 记 作 conv{ 义 } (相应 地 , af{X}). 由 印张 成 的 西 集 也 称 和 的 西 包 . 

下 面 考虑 有 限 集 的 情况 . 


定义 8.5.3 设 点 po,p1,… ,pm ER". 点 ZE 了 Rn 称 为 {pi|i 二 0,1,… ,mj} 的 一 个 
仿 射 组 合 , 如 果 它 能 表示 成 
;= 其 中 人 
i=0 i=0 
如 果 工 是 {pi|i = 0,1,… ,m} 的 仿 射 组 合 , 并 且 组 合 系 数 之 0, Vi 则 称 z 为 
设 z 为 {po, pl …: pm 的 仿 射 组 合 ， 即 


mm mm 
z= >》 tm = ti(p: — po) + po. 
i=0 


i=0 
则 
Z 一 Po 三 Dti(pi — p60): 
i=1 
因此 z 就 在 通过 {p;} 的 超 平面 上 . 
下 面 证 明 仿 射 组 合 ( 凸 组 合 ) 与 仿 射 集 (相应 地 , 凸 集 ) 的 关系 . 
命题 8.5.1 给 定 {pi|i = 0,1,…,m} C 有 *， 由 {pi} 张 成 的 西 集 
conv{po, p1,** pm} ( 仿 射 集 aff{po,pl1),…: :mt}) 等 于 po, Pl;*** ,Pm 的 西 组 合集 ( 相 
应 地 , 仿 射 组 合集 )， 
证 明 我 们 证 凸 集 的 情况 ， 仿 射 集 证 明 类 似 、 记 5 为 凸 组 合集 ， 先 证 
conv{po,Pi,"… ,pm} C S. 为 此 , 只 要 证 5S 凸 且 包 含 {p;} 即 可 . 取 夺 = 1, tj = 0,j7 GQ 二 


即 得 pi e 9. 设 a = SY ape 9, Pe Te 8: 则 
0 i 


ta+(1—t)B= > [tat (1—t)bilp:, tel[0,1). 
i=0 
显然 , 它 是 {pi;} 的 一 个 凸 组 合 , 即 ta 十 (1 一 臣 8€ 5S, 故 5 同 . 
下 面 证 明 5 C conv{po,pi,… ,pm}. 设 C 为 包含 {pi;} 的 任 一 凸 集 , 我 们 只 要 证 明 
3 可: 设 


m 
区 二 > tpi 


i=0 
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我 们 对 z 的 长 度 作 归 纳 法 . 设 z 二 topo, 则 如 二 1 即 z 二 po Ee O. 设 z 长 度 为 天 时 

ze 9, 记 Zz 二 六 tp 如 果 如 二 0 则 z 长 度 变 为 太 平凡; 若 如 = 了 则 z 长 度 变 为 1, 平 
0 

凡 . 故 设 0<to<1. 记 


ti to 
二 而 和 丰 


et 
i 站 全 和 Rr 


gq 三 
此 为 长 度 为 k 的 凸 组 合 ， 故 qgeC. 于 是 z=tpo 十 (1 一 如 )qeC， 故 w€ 0 3 即 SEO: 
取 C = conv{po,p1,*… ;Dm 即 得 结论 . 口 


定义 8.5.4 一 个 有 序 点 集 {po,p1,… ,pm} C Rn" 称 为 仿 射 独立 的 ,如果 {pi 一 
popa 一 Po,"… ,pm 一 Do} 在 民 " 中 线性 独立 . 


定理 8.5.1 设 点 集 {po, p1, i :Dm tC R”, 则 以 下 三 命题 等 价 : 
(1) {po, p1, Er 避 :Dn 仿 射 独立 ; 


(2) 如 果 生 cipi=0 且 六 上 一 0 那么 G 一 0,Vi 
Ye0 i=0 
(3) 每 一 个 ze aff{po,p1,… ,pm} 具有 唯一 的 仿 射 组 合 表达 


m m 
zs 且 > 
t=0 


i=0 
证 明 (1) 地 (2). 设 革 c=0 且 六 cipi 二 0, 则 
i=0 i=0 
0= Dcipi >》 ci(p 一 Do) = 0 — po). 
t=0 i=0 i=1 


因此 cj = 0, ?= 1… ,m. 再 由 i 即 得 co = 0. 
1 一 0 
(2) 一 (3). 利用 命题 8.5.1, 存在 表达 式 


二 (8.5.1) 
i=0 i=0 
假如 还 有 
i YO ED sd 
i=0 i=0 
那么 


mm 
0= > (ti — ei)p:. 
i=0 


由 (te 6) = 0 867 =0 VG 
i=0 


(3) 过 (1). 假定 表达 式 唯一 . 如 果 {p; -po |i = 1… ,m} 线性 相关 , 那么 我 们 有 
0= >》_ri(pi — po), 
das 


这 里 x; 不 全 为 零 . 辟 如 , 7; 关 0, 不 失 一 般 性 , 设 7; = 1, 那么 


pj; = 1 x py, 
同时 
pj = — Yripi+t ( + po. 
i i 
因此 , py € af(po,p1,… ,pm) 具有 两 个 形 同 式 (8.5.1) 的 表达 式 , 矛盾 . 口 


作为 定理 8.5.1 的 一 个 直接 应 用 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 
推论 8.5.1 点 集 {po,p1,… ,pm} 的 仿 射 独立 性 与 点 的 排列 顺序 无 关 . 


从 前 面 的 讨论 可 知 , 如 果 4 C R”" 是 仿 射 独立 点 集 {po,pi,… ,pm} 所 张 成 的 仿 射 集 ， 
那么 4 是 一 个 超 平面 
4 三 六 十 0， 


这 里 ， V 是 由 {p1 一 Do ,Pm — po} 张 成 的 子 空间 ， 而 vo = D0. 


定义 8.5.5 一 个 点 集 {a1,… ,ak} C 有 R" 称 为 处 于 一 般 位 置 , 如 果 它 的 住 一 nn 十 1 
子 集 都 是 仿 射 独立 集 . 


例 8.5.1 (1) 在 RR! 中 ,任何 k 个 点 {a1,:… ,ak} 都 处 于 一 般 位 置 . 

(2) 在 RR? 中 ,个 点 {a1,… ,ak} 处 于 一 般 位 置 , 当 且 仅 当 没有 三 个 点 是 共 线 的 . 

(3) 在 RR3 中 ,个 点 {a1,… ,ak} 处 于 一 般 位 置 , 当 且 仅 当 没 有 四 个 点 是 共 面 的 . 

(4) 在 下 ”中 , 对 任 一 k > 0, 总 可 以 找到 个 点 , 使 它们 处 于 一 般 位 置 . 

我 们 证 明 最 后 一 条 . 取 % 个 互 不 相等 实数 71,:… ,rk. 设 pi = (rir2 ,7?) 了 , 要 证 
明 它 们 处 于 一 般 位 置 , 构造 范 德 蒙 (Vandermonde) 行列 式 


1 
Toe a FE 
Vey = a 
ne nn [RO 站 
Ti Ws Le 


熟知 det(V) = TIw>m(a 一 mx) 关 0. 从 第 2 列 开始 , 将 每 一 列 减 去 第 1 列 即 得 
det [pi, DBs Di ) Dint1 pi] 冲 沁 det(V) 天 0， 


即 Dii; Piz) Din+i 仿 射 独立 . 本 


sseseeseseeeesseseeeeeseeeeseeessseeseeeseeeeeesseseeeeeaeee 


定义 8.5.6 设 {po,p1,… ,pm} C Rn" 为 一 个 仿 射 独立 集 ， 其 仿 射 张 成 集 为 A = 

a 企 (2o,Dl， pm), 那么 4 的 每 一 点 Ed 可 唯一 地 表示 为 
二 >》 tp 这 里 2 了 
1 一 0 i=0 

系数 (to0,t1,… ,tm)T 称 为 x (相对 于 有 序 点 集 {po,p1,… ,pm}) 的 重心 坐标 . 

显然 , 重心 坐标 只 与 该 点 与 {po,p1,… ,pm} 的 相对 位 置 有 关 , 而 与 R” 自身 的 坐标 
选择 无 关 . 

定义 8.5.7 设 {po, p1,* ,pm} a R”™ 为 = 个 仿 射 独 立 集 ， 其 西 包 
conv{Zpo,Pp1,…: a 称 为 以 po, Ply*** ,Pm 为 顶点 的 mm 单纯 形 (简称 单 形 ). 


mm 单纯 形 conv{po, p1, ea J 简 记 作 [po, pi1, A :mle 
由 定理 8.5.1 可 知 , 在 一 个 m 单纯 形 [po,p1,… ,pm] 中 , 每 一 个 点 > 有 唯一 表达 式 


mm mm 
z=》 tpn 这 里 W330 DY N= 


i=0 i=0 


设 {po,pP1,… ,pm} C Rn 仿 射 独立 , 那么 单纯 形 [po,pi1,:… ,pm] 的 重心 为 
Bc 三 上 < 到 
学 7m 十 ED DP 


例 8.5.2 (1) [po] 是 一 个 0 单 形 , 它 的 重心 就 是 它 自己 . 

(2) 1 单 形 [po,p1] 是 一 个 线段 , 它 的 重心 是 (po 二 p1)/2. 

(3) 2 单 形 [po,p1,p2] 是 一 个 三 角形 , 它 的 三 条 边 [po, pi1], [p1,p2] 和 [po,p2] 是 三 个 1 
单 形 . 

(4) 设 e0,e1,:… ,en 为 R"+t1 中 的 单位 坐标 轴 向 量 , 即 


OW 生硬 
(ei); = 
a 


那么 
2 := [eo, el， -| veal 


称 为 标准 n 单 形 . 图 8.5.1 中 三 角形 A4BC 是 标准 2 单 形 . 口 
定义 8.5.8 设 [po,pPp1,… ,pm] 为 一 m 单 形 , 那么 它 的 mi 所 对 的 (m 一 1 维 ) 面 是 
[po，…… ,在 ,pam] = > ,tpi; t; 之 0, > 


Jr j#i 
[po;P1,… ,pm] 的 一 个 大 维 面 (k < m) 是 由 [po,p1,… ,pm] 的 尺 十 1 个 顶点 张 成 的 
kk 单 形 . 
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8.5.1 标准 2 单 形 


下 面 这 个 定理 在 单纯 形 重心 重 分 时 要 用 到 . 

定理 8.5.2 设 5S = [po,p1,*… | 为 一 单 形 ， 那么 
(1) 如 果 w,v€ 5, 那么 ||u 一 v|| < sup; | 一 pill; 

(2) d(S) = SUP;,; ||pi 一 pill; 

(3) 如 果 b 是 5 的 重心 , 那么 0 一 pil| < 4d(S). 


证 明 (1) v = 2 tipi, 这 里 翅 >0 且 2t = 


lev = -tp = 1 pl 


< Dtillv — pill < 2tisupillu — 
2 2 


= supi lw — pill. 


(2) 由 (1) 有 


pil| 


lu —wvll < supllu — pill < supsup llp; — pill. 
2 2 pr 


(3) 因为 6= 二 学 ps, 则 


n 
1 
lb — pill = 了 (i® -nm) 
j=0 
1 n 
< TT 


= 一 > (Di = 


I#i 


< 


NL nN 
i—pjl| = ——d(s). 
zi sup lo: pill = 3d(S) 
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定义 8.5.9 设 {po, p11, > RR 为 一 仿 射 独立 点 集 ， 本 aff{po, pi,** a 
为 其 张 成 的 仿 射 集 (或 单纯 形 4 = [po,pi1,:… ,pm]). 一 个 映射 工 : 4A 一 RR* 称 为 仿 射 映 
射 , 如 果 


有 权 oj = ,tT(pi). 
i=0 


i=0 
下 面 讨 论 由 单纯 形 组 成 的 几何 形体 , 称 为 单纯 复 形 . 
定义 8.5.10 (1) 两 个 单纯 形 4 和 B 称 为 恰当 共存 的 , 如 果 它 们 的 交 ANB 或 为 空 
集 , 或 为 4 和 B 的 一 个 面 . 
(2) 一 个 单纯 复 形 扩 ,， 由 有 限 个 单 形 A1,… , Ak 组 成 , 它 满足 四 如 果 4i E KK, 那么 
4i 的 所 有 面 也 属于 K; @ KK 中 任何 两 个 单 形 A; 和 A; 都 是 恰当 共存 的 . 


例 8.5.3 图 8.5.2 (a) 中 单 形 A4BC 与 单 形 线段 CD 是 恰当 共存 的 , 因此 构成 一 
个 单纯 复 形 ; (b) 中 单 形 A4BC 与 单 形 线段 BD 不 是 恰当 共存 的 , 因此 不 构成 一 个 单纯 


复 形 . 口 
D D 
YN os 
| B E B 
(a) (b) 


8.5.2 ”单纯 复 形 


我 们 感 兴趣 的 是 多 面体 , 因此 希望 将 它 转化 为 一 个 单纯 复 形 . 直观 地 说 , 将 多 面体 的 
面 划分 成 许多 三 角形 , 使 之 成 为 单纯 复 形 , 这 个 过 程 称 为 三 角 训 分.“ 三 角 痢 分 ”是 一 个 经 
典 的 名 词 , 它 有 两 个 问题 : (1) 对 球面 , 轮胎 面 等 如 何 分 ? (2) 对 高 维 形体 如 何 分 ? 因此 , 需 
要 对 三 角 剖 分 作 进一步 严格 化 . 

设 K 为 单纯 复 形 , 它 的 承载 空间 , 记 作 |K|, 是 其 组 成 单纯 形 的 并 

Kl ls; 
Sek 

带 上 它们 所 在 R* 空间 的 继承 拓扑 . 

定义 8.5.11 (1) 一 个 拓扑 空间 铸 称 为 一 个 多 面体 , 如 果 存 在 一 个 单纯 复 形 K 和 一 
个 同 胚 映射 h:|K| 一 久 ; (K,h) 称 为 义 的 一 个 三 角 剖 分 . 

(2) 一 个 单纯 复 形 的 维 数 是 它 所 含 单纯 形 的 最 高 维 数 , 一 个 多 面体 的 维 数 是 它 的 三 角 
剖 分 的 单纯 复 形 维 数 ， 

例 8.5.4 (1) 球面 : 将 球面 划 出 四 个 球面 三 角形 , 将 每 个 球面 三 角形 映 到 四 面体 的 
四 个 面 , 不 难看 出 , 球面 与 四 面体 同 胚 (图 8.5.3). 因此 , 四 面体 就 是 球面 的 一 个 三 角 剖 分 . 


(2) 空心 椭圆 (图 8.5.4): 在 椭圆 中 挖 去 一 个 圆 . 用 曲 边 三 角形 将 它 剖 分 后 , 再 拉 直 ， 
即 得 . 

(3) 轮胎 面 (T?): 直接 在 轮胎 面 上 齐 分 它 是 比较 困难 的 , 因此 , 可 考虑 在 它 的 展开 图 
上 进行 . 图 8.5.5 是 它 的 三 角 剖 分 . 注意 , 同一 字母 标的 是 同一 个 点 . (实际 上 , 这 是 最 少 的 
三 角 剖 分 .) 口 


他 (b) 


图 8.5.3 ”球面 的 三 角 剖 分 


图 8.5.4 ”空心 椭圆 的 三 角 训 分 
如 何 考 虑 单纯 复 形 的 代数 结构 呢 ? 我 们 不 妨 将 单纯 复 形 看 作 其 所 包含 的 单纯 形 之 和 |. 
为 表示 一 个 单纯 形 的 “方向 ”, 类 似 于 线段 的 方向 , 我 们 定义 
[po,…: jp pa 二 一 [po,…: De i 太吉 (8.5.2) 
如 果 单 纯 复 形 K 是 由 有 限 个 单 形 41…… ,4k 构成 , 那么 在 KK 上 形式 地 定义 一 个 
合 
G={241 十 :十 24k| 2 € ZZ}. 
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图 8.5.5 轮胎 面 的 三 角 剖 分 


按 自然 的 方法 定义 加 法 
(ZA 十 … 十 ZpAk) 十 (2 和 i 十 … 十 名 Ak) 二 (21 十 从)Ai 十 …: 十 (2 十 加)Ak， 


那么 显然 在 这 个 加 法 下 G 成 为 一 个 阿 贝 尔 群 . 
下 面 , 我 们 考虑 单纯 形 的 边界 . 


定义 8.5.12 给 定单 纯 形 4 = [po, pl， > nal]: 定义 边界 算 子 0 如 下 


04 = > (-1)’lpo, gf ,Di, DG a (8.5.3) 
i=0 
规定 9 为 一 线性 算 子 , 则 可 自然 地 将 它 扩 充 定 义 到 G 上 . 
从 下 面 的 例子 可 以 看 出 边界 算 子 的 意义 . 


例 8.5.5 (1) 考虑 图 8.5.6 (a), 折线 工 由 三 截 线段 组 成 
L= [a,b]+ b,c + [c,d), 
这 里 表示 该 点 的 空间 坐标 , 那么 
dL=(6—a)+(c—b)+(d—ce)=d-a. 


显然 , 它 是 折线 工 的 两 个 端点 . 
(2) 考虑 图 8.5.6 (b), 四 边 形 边界 @ 由 四 截 线段 组 成 


Q@=[oa+[c+[cdqd+[aal. 


则 其 边界 为 
0Q0=(b—a)+(c—b)+(d—o)+(a—d)=0. 


因此 环 路 没有 边界 . 
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(3) 考虑 图 8.5.6 (c), 四 面体 了 为 
Te eb, cdl: 


则 其 边界 为 
oT = [b,c,d] ~ [a, c,d] + [a,b,d] — [a,b, dal. 


边界 的 边界 为 
0 [c,d] 部 [6, d] 十 [b,c] [c, al * [a, qd] 人 [a, a] 


+[b,d] —[a,d +[a,b) — [b,c] + [a,c] — [a,b] =0. 


口 
态 Q FB 
a OQ 
d c 
b 
2 
d b 4b c 
(a) (b) (c) 
图 8.5.6 边界 


8.6 ”同调 群 * 


先 介绍 一 个 概念 , 称 为 自由 阿 贝 尔 群 . 

定义 8.6.1 (1) 设 B 为 阿 贝 尔 (加 法 ) 群 拨 的 一 个 子 集 . B 称 为 独立 的 ， 如果 
35, msb = 0 可 推出 mb, = 0,vbeB. 
beB 

(2) 己 称 为 以 妃 为 基底 的 自由 阿 贝尔 群 , 如 果 人 GD BB 是 独立 的 ; @FF= (Db). 


beB 
注意 , 如 果 B 独立 , 则 显然 对 每 一 be B, (b) 为 无 限 循环 群 . 
注意 , 作为 代数 结构 , 求 和 只 允许 有 限 和 . 因此 F 中 一 个 元 ze 下 可 表示 为 


2 一 We mbb， ms € Z， 除 有 限 个 外 ms = 0. 


beB 


tn rhe crt 站 全 全 于 J 
定理 8.6.1 (1) 设 瓦 为 以 妃 为 基底 的 自由 阿 贝尔 群 . 如 果 G 是 一 个 阿 贝 尔 群 , 且 
8:B 一 G 为 一 群 同 态 , 则 存在 唯一 的 群 同 态 , 0 : 玉 一 G 使 得 gb) = 9(b), VbE B ( 见 
图 8.6.1). 
(2) 每 一 个 阿 贝 尔 群 G 都 同 构 于 一 个 自由 阿 贝 尔 群 天 的 商 群 F/R. 


B G 


9 
图 8.6.1 同 态 的 延 拓 


证 明 (1) 每 一 个 z EF 可 表示 为 z = 于 msb, 因此 , 可 定义 8(z) = 并 mp(b). z 的 
上 述 表 达 形 式 的 唯一 性 保证 了 8 是 定义 好 的 同 态 . 最 后 , 如 果 两 个 同 态 在 生成 基 上 相等 ， 
则 处 处 相等 . 因此 延 拓 是 唯一 的 . 

(2) 对 每 个 z € G, 构造 一 个 无 限 循 环 群 Z- = (加 ), 这 里 bs 只 当 作 一 个 形式 符号 
使 用 .构造 一 个 自由 阿 贝 尔 群 F = 2 2 它 以 B = {bz|z € G} 为 基底 . 定义 映射 
$8:B 一 G 为 $(bz) = Zz. 由 于 49 是 映 上 的 , $ 显然 也 是 映 上 的 . 根据 群 同 态 第 一 定理 , 有 
G 尘 F/R, 这 里 R= ker($). 口 


注 ”由 9 构造 9 称 为 线性 延 拓 . 9$ 通常 仍 记 作 vy. 
定义 8.6.2 如 果 太 是 一 个 以 BB 为 基 的 自由 阿 贝 尔 群 , 那么 忆 的 阶 定义 为 B 的 执 ， 


即 
rank(F) = | 召 |. 
下 面 我 们 可 以 开始 讨论 同调 群 了 . 
设 天 为 一 多 面体 , 而 它 所 包含 的 n 维 单 形 所 生成 的 自由 阿 贝尔 群 记 作 Sn". 注意 Sn 
可 能 为 {0}. 


我 们 感 兴趣 的 是 多 面体 KK 有 多 少 个 “ 洞 >， 基本 群 可 以 刻画 二 维 面 上 的 洞 . 但 
如 果 我 们 考虑 三 维 空间 的 球面 52, 熟知 , 它 是 简单 连通 的 , 即 它 的 基本 群 是 平凡 群 : 
71(S2) = {e}. 但 52 显然 包 着 一 个 三 维 的 “ 洞 ”, 可 见 基 本 群 刻画 不 了 三 维 的 洞 . 下 面 , 我 
们 定义 多 面体 K 的 nn 阶 同 调 群 . 大 致 地 说 , K 的 n 阶 同 调 群 且 ,(K) 可 以 用 来 刻画 多 面 
体 K 中 的 mn 十 1 维 的 洞 . 

为 刻画 洞 , 就 必须 将 “ 环 路 ” 找 出 来 . 利用 边界 算 子 的 定义 , 即 下 述 定义 . 


定义 8.6.3 (1) 多 面体 KK 中 的 n 环 路 , 记 作 Z,(K), 是 n 维 边界 算 子 的 核 ker(0)， 


ker(0n,) = {A € Su|19k(4) = 0}; 
(2) K 中 的 n 维 边界 群 , 记 作 Bn,(K), n 十 1 维 边 界 算 子 的 像 im(9k+1), 即 
im(Ok+1) = {A|A= Ok+1(B), Be Skt+1}. 
在 例 8.5.5 中 , 我 们 曾经 对 四 面体 算 过 , 其 边界 的 边界 为 {0}. 不 难 计算 , 这 对 一 般 单 
形 都 对 L094. 将 它 写 成 一 般 形 式 , 即 有 如 下 定理 . 
定理 8.6.2 ”对 任意 大 > 0, 我 们 有 


FOE1 三 0. (8.6.1) 


由 上 述 定 理 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 8.6.1 
Bi(K) < Zr(K) < Si(K). (8.6.2) 


实际 上 , 因为 它们 都 是 阿 贝 尔 群 , 故 Bi(K) 4 Zr(K) 4 Si:(K). 

为 了 分 别 Zk(K) 和 Bk(K), 我 们 考虑 轮胎 面 T2 上 的 三 个 圆 盘 ( 见 图 8.6.2). 盘 C1 
和 Cs 的 三 角 剖 分 见 图 8.6.3. 可 以 看 出 Cl € 2Z1(K) 而 Cs es Bi(K). C1 是 一 个 真正 的 
洞 , 而 Cs 不 是 . 再 看 图 8.6.4. 显然 C1 和 C2 是 等 价 的 圈 , 即 它们 的 差 Ci 一 Cs € Bi(K). 
这 个 事实 鼓励 我 们 去 定义 如 下 的 同调 群 . 


8.6.2 T? 上 的 三 个 圆 盘 


定义 8.6.4 ”给 定 一 个 多 面体 KK. 它 的 nn 阶 同调 群 定义 为 


Zn(K) ker(0n,) 


Bt) 0 


n=0,1,2,.…. (8.6.3) 
对 n 之 0, rank(Hn(K)) 称 为 K 的 第 nn 个 Betti 数 . 
实际 上 , 同调 群 可 以 看 作 拓扑 空间 范畴 Top 到 阿 贝 尔 群 范畴 Ab 的 一 个 函 子 . 
同调 群 有 许多 良好 的 性 质 , 由 于 篇 幅 所 限 , 以 下 列 出 几 个 有 用 的 定理 , 证 明 可 见 文 
献 [102]. 


图 8.6.3 Cn 和 Cs 上 的 三 角 剖 分 


图 8.6.4 ”等 价 圆 圈 


定理 8.6.3 设 拓扑 空间 久 与 Y 同 伦 , 那么 它们 的 同调 群 相同 , 即 Hs(X) 宕 Hi(Y)， 
k=0,1,2,.... 


定理 8.6.4 设 铸 = 二 UseAXa, 这 里 ， 每 个 X》 为 X 的 一 个 道路 连通 分 支 , 那么 


He(X)e > Hr(XS), k= 0,1,2,..: “ 
入 E4 
定理 8.6.5 设 X 为 一 道路 连通 的 拓扑 空间 , i(X) 为 其 基本 群 , ri (和 ) 的 交换 子 群 
为 ri( 承 )'. 那么 
Tm(X)/m(X) SE Hi(X). 


8.7 ”注释 与 参考 


代数 拓扑 是 拓扑 学 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 是 用 近世 代数 的 方法 研究 拓扑 , 或 者 
说 , 研究 拓扑 变换 下 的 代数 不 变量 . 代数 拓扑 的 黄 基 人 是 法 国 数学 家 庞 加 莱 (Poincaré 
1852-1912), 他 基于 对 天 体力 学 和 运动 方程 的 深入 研究 , 提出 了 代数 拓扑 的 思想 . 现在 , 代 
数 拓扑 也 是 一 个 十 分 重要 的 近代 数学 分 支 , 它 不 仅 对 微分 几何 、 代 数 几 何 、 微 分 动力 系 
统 、 对 策 论 等 数学 分 支 有 重大 影响 , 而 且 也 在 理论 物理 , 甚至 原子 核 结构 等 研究 中 得 到 大 
量 应 用 . 

我 国 数学 家 吴 文 俊 先 生 也 是 一 位 杰出 的 代数 拓扑 学 家 , 还 有 著名 华裔 数学 家 教授 陈 
省 身 先 生 , 他 们 所 分 别提 出 的 吴 示 性 类 、 陈 示 性 类 都 是 基本 的 拓扑 不 变量 . 


darren a nem ov dad sy 


这 方面 的 参考 书 , 较 易 读 的 有 文献 [94, 102], 后 者 内 容 更 丰富 一 点 , 并 且 是 用 奇异 同 
调 的 讲法 . 国内 也 有 较 好 的 讲义 , 如 文献 [8]. 

代数 拓扑 对 经 典 系统 控制 的 应 用 , 目前 见 到 的 文献 , 主要 是 对 线性 系统 一 般 理 论 的 研 
究 . 在 非 线 性 系统 方面 的 直接 应 用 较 少 . 

与 代数 拓扑 有 密切 联系 的 是 图 论 . 图 论 中 的 一 个 经 典 问题 是 四 色 问 题 , 即 任何 一 张 地 
图 , 按 国家 着 色 , 只 要 用 四 种 颜色 , 就 可 以 使 任何 两 个 国家 的 相 邻 边界 两 侧 着 不 同 颜色 . 这 
个 问题 于 1852 年 由 De Morgan (1806-1871) 的 学 生 提出 , De Morgan 百 思 不 得 其 解 , 于 
是 将 它 公 之 于 众 . 后 由 美国 伊利 诺 伊 大 学 两 位 教授 1972-1976 年 用 计算 机 经 四 年 计算 证 
明了 这 一 结论 . 据说 这 是 第 一 个 由 计算 机 首先 证 明 出 来 的 数学 定理 . 

关于 图 的 拓扑 结构 及 同 伦 , 同调 在 动力 系统 分 析 中 的 应 用 可 参见 文献 [82]. 

目前 , 图 论 与 代数 拓扑 方法 在 多 主体 的 复杂 系统 问题 研究 中 起 着 关键 作用 . 


8.8 ”习题 


8.1 证 明 RR* 中 的 任 一 非 空 凸 集 都 是 可 收缩 的 . 

8.2 设 映 射 f,g : 义 一 S" 满足 f(z) 关 一 g(7), Vz €E X. 证 明 f 之 g. 

8.3 证 明 Hausdorff 空间 的 收缩 核 一 定 是 闭 集 . 

8.4 证 明 例 8.5.1 中 的 (1), (2), (3). 

8.5 设 了 :651 一 S1 没有 不 动 点 ( 即 f(z) # zx, Vr € 51) 定义 f :71(Si,t) 一 
A1(S1, f(t)) 为 [cl my [fo0], (这 里 ,上 是 S1 上 一 个 固定 点 .) 证 明 f 是 基本 群 同 构 . 

8.6 求 以 下 图 形 的 基本 群 . 

(1) 球面 52; 

(2) R? \ {0}; 

(3) 柱 面 {(z,y,z) € R3|z?2++y =1}. 

8.7 证 明 : 球面 5S*,k > 2 是 简单 连通 的 , 这 里 


大 十 1 
> 时 


4 和 1 


有 二 { ce 


8.8 设 下 述 系 统 可 控 
Ea z € 及 2， 


和 一 注 ; 并 
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流 形 上 的 几何 学 


本 章 介绍 微分 几何 的 一 些 基 本 概念 : 包括 微分 流 形 、 向 量 场 、 李 群 与 李 代数 等 . 微分 
流 形 是 对 一 般 高 维 空间 的 刻画 . 这 些 已 经 是 控制 理论 研究 的 基本 工具 . 为 了 工程 应 用 的 
方便 , 我 们 将 特别 强调 微分 流 形 的 可 计算 性 . 


9.1 ”微分 流 形 


微分 流 形 是 微分 几何 研究 的 对 象 , 它 是 一 个 带 有 微分 结构 的 拓扑 空间 . 


定义 9.1.1 设 (M,7) 为 一 个 第 二 可 数 的 、Ts (Hausdorf) 的 拓扑 空间 . 1M 称 为 一 
个 n 维 拓扑 流 形 , 如 果 存 在 一 个 子 集 族 A = {A、 | 入 E A} CT 使 得 

(1) Use44A D M; 

(2) 对 任何 UE A 存在 一 个 同 胚 $:U 一 9(U) C RR", 称 为 坐标 卡 , 记 作 (UW), 这 里 
9g(U) 为 Rr 的 开 集 . 

如 果 还 有 以 下 条 件 : 

(3) 对 两 个 坐标 卡 : (U,9$) 和 (WV, 甸 ), 如 果 UNV 非 空 , 那么 wo98-!1 :9(UNV) 一 
Ww(UNV) 及 Boy-1:w(UNV) 一 8(UNV) 两 者 均 为 C"(C™%, Co) 映射 . 这 样 的 两 个 
坐标 称 为 相 容 坐标 卡 . 

(4) 如 果 一 个 坐标 卡 W 与 A 中 所 有 坐标 卡 均 相 容 , 则 W e A. 

那么 (MT) 称 为 一 个 Cr (相应 地 , 称 为 C%, 解析 ) 微分 流 形 ( 见 图 9.1.1). 


图 9.1.1 微分 流 形 


注 “ 事实 上 , (1)~(3) 已 足够 确定 一 个 微分 流 形 . 条 件 (4) 是 为 了 某 些 叙述 和 使 用 上 
的 方便 . 


下 面 给 出 几 个 简单 例子 . 


例 9.1.1 (1) R" 的 任何 一 个 非 空 开 子 集 均 为 一 个 n 维 流 形 . 
(2) R? 中 的 图 “8”, 用 极 坐标 可 定义 为 


F={(r,0)|r=|sin(0)|, 0 < 0 < 27}. 


这 不 是 一 个 流 形 , 因为 在 原点 7 = 0 附近 它 不 能 同 胚 于 恨 ! 的 任 一 开 集 . 
(3) 5S2 是 一 个 2 维 解析 流 形 . 为 证 明 这 一 点 可 取 6 个 坐标 卡 为 (Uz+, Tz+)， 
(Us—, Te—), (Uyts Try+) (Uy—, ry—), (Uzt, Tzt+), (Uz—, Tz—), 这 里 


Us+={(z%z) € S|z >0), 
3 
Nat 
人 
那么 zs4(Us4) 是 及 2 上 的 一 个 开 圆 盘 , 显 见 ns 是 一 个 同 胚 , 并 且 x 和 -1 均 解析 . 


其 他 5 个 坐标 卡 可 类 此 定义 . 
参考 例 6.1.5, 另 一 组 坐标 卡 可 定义 为 


Uw = 52\{N}, Us = S52\{S}. 


然后 定义 pn : U 一 RR? 为 


到 二 2/ 一动. 
=Y/(1—2), 
及 gs :Us 一 下 2 为 
> 
吉 =y/(1+2). 
因此 , {(Uw, $n), (Us, ps)} 确定 一 个 5S2 上 的 C” 结构. 口 


例 9.1.2 (Grassmann 流 形 ) ”考虑 及 ”上 大 维 子 空间 集合 . 我 们 设法 为 其 加 上 一 个 解 
析 结 构 . 首先 , 设 (k,n) 为 k 维 子 空间 基底 集合 , 即 Xe 书 , 当 且 仪 当 XX = (x1,…… ,zx*)， 
这 里 
24 一 (Z1 3 i=1,:...,k 
且 xz1,… ,z* 线性 无 关 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 每 个 六 等 同 于 一 个 n x 太 列 满 秩 矩阵 . 
显 见 如 果 取 2, i = 1,… ,k; j= 二 1,… ,n, 为 坐标 , 则 FF(k,n) 可 以 看 作 R”"x* 的 一 
个 开 集 . 


人 3 
设 久 ,YE FF(k,n), 则 六 与 Y 生成 同一 个 子 空间 , 当 且 仅 当 存在 一 个 4Ee GL(k, RR) 
使 得 =Yh. 在 (k,n) 上 定义 一 个 等 价 关 系 如 下 


XNAY SB KETCGLWR) 


于 是 我 们 可 以 定义 商 空 间 

OG(b 0 = A) 
于 是 G(k, n) 是 一 个 定义 好 的 拓扑 空间 . 我 们 在 G(k, n) 上 建立 一 个 微分 结构 如 下 : 设 
Xe (k,n), 则 它 有 一 个 xk 非 奇 异 子 矩阵 , 例如 这 个 非 奇异 子 矩 阵 由 它 的 前 行 构 
成 . 那么 


(9.1.1) 


现在 在 G(k,n) 上 定义 一 个 坐标 卡 为 等 价 类 [X], 这 里 叉 的 前 行 线性 无 关 . 对 每 个 
等 价 类 中 取 一 个 形 如 式 (9.1.1) 的 代表 元 . 注意 在 这 个 坐标 卡 中 每 一 个 等 价 类 [X] 有 唯一 
表示 , 因此 我 们 可 以 选择 


9([X]) = (TR De 1 


作为 它 的 局 部 坐标 . 这 样 总 共有 


n-() -i 


个 坐标 卡 UV 它 对 应 于 等 价 类 [X] 集合 , 每 个 集合 有 特定 的 上 个 线性 无 关 行 . 最 后 , 我 们 
还 要 证 明 这 个 结构 是 解析 的 : 设 [Xe Ui Nn Uj. 那么 在 U; 中 义 的 某 上 个 特定 行 形成 9;， 
即 8; =X47! 且 9i 的 & 个 特别 指定 行 形成 9; 的 坐标 , 而 在 U; 中 XX 的 特别 指定 行 形成 
9;, 即 8; = XAj! 且 9; 的 菜 个 特定 指定 行 形成 8;. 于 是 8; 9; 的 坐标 变换 由 以 下 
的 传递 映射 确定 
$; = $iAiAy!, 

而 这 个 映射 是 解析 的 . 由 以 上 的 讨论 可 知 Grassmann 流 形 的 维 数 是 dim(G(k,n)) = 
By: 口 


例 9.1.3 (射影 空间 ) ”作为 Grassmann 流 形 的 特例 , 考虑 R* 上 1 维 子 空间 集合 , i 
个 空间 称 为 射影 空间 , 记 作 P(n 一 1, 展 ). 射影 空间 有 另 一 个 定义 方法 , 考虑 n 一 1 维 球 ， 
Sm"-1C R", R* 上 的 每 个 1 维 子 空间 即 过 原点 的 一 条 直线 . 于 是 , 它 与 5%-! 交 于 两 个 点 . 
将 5S" : 的 两 个 对 径 点 等 同 于 一 个 点 , 就 得 到 一 个 商 拓 扑 空 间 . 在 这 个 商 空间 每 一 点 , 取 
一 个 小 于 半球 的 邻 域 , 容易 看 出 , 可 用 原 空间 的 微分 卡 作 商 空间 的 微分 卡 , 因此 , 这 个 商 
拓扑 空间 的 微分 结构 可 直接 用 Sm-1 上 的 微分 结构 (见习 题 9.1). 于 是 , 商 空间 也 是 一 个 
n 一 1 维 流 形 . 可 以 证 明 , 这 个 商 流 形 就 是 P(n 一 1, RR). 口 


定义 9.1.2 设 M、N 为 两 个 Cr 流 形 , 其 维 数 分 别 为 m、n. :MM 一 N 称 为 一 
个 Cr 映射 , 如 果 对 每 一 点 Zz E M 和 Y= 二 F(T) E N 存在 x 的 局 部 坐标 卡 (U,9) 和 Y 的 
局 部 坐标 卡 (V, 儿 ), 使 得 

F=yoFog-! 
是 Cr 的 . 并 且 , 所 在 zx 点 的 秩 定 义 为 瑟 在 9(T) 的 秩 . 


注意 到 如 果 FF : Rm 一 了 ”可 以 表示 为 


Yi = (TL1 mh)， vd 
那么 所 在 xz 点 的 秩 为 
Dyr "et 0 
9z1 azm 
i : ， (9.1.2) 
Dyn ... Oyn 
Oz1 azm 县 


以 后 , 多 数 情况 下 , 如 果 不 发 生 混淆 我 们 就 将 到 等 同 于 下 . 

定义 9.1.3 设 N = 了 下 ,那么 一 个 从 M 到 六 = 了 到 的 Cr (Cee, Co”) 映射 称 为 一 个 Cr 
函数 (相应 地 Cee 函数 , 或 解析 函数 ), 记 作 Cr(M) (相应 地 Cece(M), 或 Ce(M)) 为 M 上 
的 Cr (Cee， 解析) 函数 集合 . 

定义 9.1.4 设 M、N 为 两 个 微分 流 形 , T : M 一 N 为 一 个 同 胚 . 如 果 克 及 Trl 均 
为 Cr (C%, Co), 那么 M、N 称 为 Cr (相应 地 Cee 或 Ce) 微分 同 胚 , fr 称 为 一 个 Cr ( 相 
应 地 Coee 或 C2) 微分 同 胚 映射 . 

设 ze M. 如 果 存 在 一 个 邻 域 I 3 z 及 邻 域 了 3 = T(zZ) 使 得 x :U 一 VV 为 一 微 
分 同 胚 , 则 M 和 NN 称 为 在 Z 点 局 部 微分 同 胚 , 而 Tt 则 称 为 局 部 微分 同 胚 映射 . 


例 9.1.4 考虑 一 个 开 圆 盘 
D={(z,y) ER |z +y <7}, 
和 一 个 椭圆 盘 
和” 机 竹 < } , 


它们 是 C% 微分 同 胚 的 . 一 个 微分 同 胚 映射 所 : D 一 ,可 定义 如 下 


E= {9 E R? 


F(zx,y) = (2) 7z, Fz2(x,y)= () 次 


同一 个 映射 也 可 当 作 边界 到 边界 的 映射 , 即 F : 9D 一 98. 于 是 可 知 圆周 与 椭圆 周 
也 是 解析 微分 同 胚 的 . 

RR 不 可 能 与 51 微分 同 胚 , 因为 微分 同 胚 是 一 个 同 胚 , 但 民 与 81 不 可 能 同 胚 . 这 
很 容易 看 出 . 例如 : Si 是 紧 空 间 而 民 不 是 ; 又 如 , 它们 有 不 同 的 基本 群 (51 的 基本 群 是 


人 
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A1(S1) 之 Z, 而 了 及 的 基本 群 是 xi(R) = {e}). 它们 可 以 局 部 微分 同 胚 , 事实 上 , 民 是 51 的 
复 登 空间 . 加 

定义 9.1.5 设 M、NN 为 两 个 微分 流 形 , dim(M)=m>>n=dim(N) 有 EF:N 一 
M 是 一 个 一 对 一 的 光滑 映射 . 那么 政 : N N= F(N) 给 出 NN 入 之 间 的 一 个 一 一 
对 应 . 

(1) 当 W 带 有 N 的 拓扑 时 它 称 为 M 的 一 个 浸入 子 流 形 ; 

(2) 如 果 万 是 一 个 浸入 子 流 形 , 并 且 当 入 带 有 作为 M 的 子 空 间 的 继承 拓扑 ， 
瓦 :人 六 是 一 个 同 胚 , 则 六 称 为 嵌入 子 流 形 ; 

(3) 如 果 N C M 且 对 每 一 点 DE N 存在 一 个 局 部 坐标 卡 (U9), 使 得 


gp) = 0， 
$0) = {z ER" ||zil < 6}, (0.1.3) 
(NNMNU)= {rE€ $(U) | znt1 3 =0}, 


那么 V 称 为 M 的 一 个 正规 子 流 形 . 坐标 系 (9.1.3) 称 为 V 的 平整 坐标 . 
例 9.1.5 (1) 考虑 一 个 映射 FF: 民 一 民 ? 定义 为 


E(t (2cos (=- 7) , Sin (2 (:— 7))) r 
F 的 像 是 一 个 “8” 字 , FF 是 浸入 , 因为 rank(f) = 1. 但 下 不 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 当 t 走 
过 2r, F(t) 走出 一 个 “8” 字 . 因此 其 像 不 是 一 个 浸入 子 流 形 (图 9.1.2 (a)). 
(2) 设 g(t) : 恨 一 (一 7,7) 定义 为 g(t) = 2arctan(t), 定义 下: 民 一 RR? 为 


F(t) = (2cos (g(t) + 3) ,sin (2 (g(t) + 3))) , 


现在 F(t) 只 画 一 个 “8” 字 (图 9.1.2 (b)), 这 回 它 是 一 对 一 的 . 因此 F(R) 是 一 个 浸入 子 
流 形 . 

但 F(R) 不 是 一 个 暴 入 子 流 形 , 如 果 我 们 给 F(R) 以 R? 的 子 空间 拓扑 , 那么 当 
t= 二 nn 一 oo, F(n) 一 了 (0) = 0. 显然 -1! 不 连续 . 

(3) 5S2 作为 R3 的 子 空间 是 一 个 嵌入 子 流 形 . 要 证 明 这 一 点 只 要 找 一 个 平整 坐标 卡 
即 可 . 显然 普通 坐标 框架 不 行 . 对 每 一 点 pe S52, 至 少 有 p 的 一 个 坐标 , 例如 坐标 z 去 0. 
设 p> > 0, 由 连续 性 , 存在 p 的 一 个 邻 域 I 3 p, 使 得 zj 关 0, Vz e U. 定义 一 个 映射 
:TU 一 下 3 如 下 


X= 
¥ =% 
了 =z 一 VI1L 一 Z2 一 22. 


容易 检验 $ 的 Jacobi 矩阵 在 p 点 非 奇异 , 因此 它 是 个 局 部 微分 同 胚 . 因此 当 UV 足够 小 时 
$:U 一 9(U0) Cc R3 是 一 个 微分 同 胚 . 于 是 考虑 (U, 9) 作为 一 个 局 部 坐标 卡 , 我 们 有 


SNU={DeUvVIZ(p)= 0}. 


"| | 


(a) (b) 
图 9.1.2 温 入 、 典 入 子 流 形 


口 


浸入 子 流 形 与 嵌入 子 流 形 的 根本 区 别 在 于 子 空间 拓扑 . 浸入 子 流 形 将 自己 的 拓扑 带 
入 原 空间 , 戏 入 子 流 形 则 不 然 , 它 用 原 空间 的 继承 拓扑 ( 即 子 空间 拓扑 ) 作为 自己 的 拓扑. 

不 难 发 现 , 浸入 子 流 形 局 部 地 看 是 一 个 嵌入 子 流 形 , 而 嵌入 子 流 形 则 是 正规 子 流 形 . 

定理 9.1.1 设 W、M 为 维 数 分 别 为 n、m 的 两 个 光滑 流 形 ， 一 个 光滑 映射 玉 : 
NN 一 M 具有 定常 维 数 , rank( 下 ) = , 那么 对 每 一 点 gE F(N), F-1(g) 是 一 个 n 一 k 维 
闭 正规 子 流 形 . 

证 明 因为 F 的 秩 为 k, 设 pEeN 及 g = FF(p) e M, 在 p 点 我 们 假定 Jacobi 矩阵 
JJ 的 左上 kk x 子 和 矩阵 非 奇 异 , 那么 我 们 可 改变 pe N 附近 的 局 部 坐标 为 


w= 
X22=72, dim(X!)= k, dim(X?) 三 到 一 大 


这 是 一 个 局 部 坐标 变换 , 因为 变换 的 Jacobi 矩阵 局 部 非 奇 异 . 在 这 个 新 坐标 架 下 FF 变 为 


二 XX! 
, (9.1.4) 
F? = F?2(X!). 
注意 到 F? 只 依赖 于 X!, 否则 它 就 会 与 的 秩 的 假定 矛盾 . 现在 在 g = F(p) 附近 我 们 
将 局 部 坐标 改 为 
"pe 
ik (9.1.5) 
Y= — F(X 抽风 六 dim(X!) = dma(R2)=n—k 


这 里 X1 = X1(yi,yz) 的 存在 由 隐 函 数 存在 定理 保证 . 现在 可 以 看 到 式 (9.1.4) 说 明 在 
F(N) 像 上 F? 只 依赖 于 X! =. 因此 


oF? 
一 = 0 9» 
A 


它 表 示 式 (9.1.5) 是 一 个 局 部 坐标 变换 . 利用 两 边 的 局 部 坐标 , 我 们 可 把 F 表示 为 


也 
F(Xi, "大 本 | (9.1.6) 
0， > 
现在 , 在 g 和 pe F-1(g) 邻 域 的 新 坐标 基 下 我 们 有 
Fi(gNUV={X eV 三 NE 
因此 Ff-1(g) 是 一 个 n 一 上 维 正 规 子 流 形 . 口 


实际 上 表达 式 (9.1.6) 本 身 也 很 有 用 . 关于 这 种 平整 坐标 的 详细 构造 方法 读者 可 参考 
文献 [107]. 
例 9.1.6 设 矿 : RR3 一 尺 定 义 为 
2 2 2 
F(w D+ : 
因为 JP = (2z, 2y,2z), 对 每 一 点 PE FF!(1), 秩 rank(JF) = 1; 因为 zx, y, z 在 p 点 不 可 
能 同时 为 零 . 因此 椭 球 -1(1) 是 一 个 R3 的 正规 子 流 形 , 其 维 数 为 3 一 1 = 2. 口 
在 结束 本 节 之 前 , 我 们 介绍 一 点 分 类 问题 . 流 形 的 分 类 是 一 个 有 趣 的 问题 . 例如 , 我 们 
问 , 在 三 维 空间 R3 中 有 多 少 二 维 紧 流 形 ? 先 看 看 在 三 维 空间 怎样 构造 二 维 紧 流 形 . 球面 
显然 是 一 个 . 我 们 还 可 以 对 球面 加 工 . 即 在 球面 上 开 两 个 口 , 然后 加 上 一 个 手柄 . 于 是 可 
以 得 到 球面 加 上 一 些 手柄 , 如 图 9.1.3 所 示 . 那么 , 还 能 有 其 他 形式 吗 ? 下 面 的 定理 说 明 只 


有 这 些 . 
图 9.1.3 R” 中 的 二 维 紧 流 形 
定理 9.1.2 [52] 一 个 二 维 可 定向 紧 流 形 (在 同 胚 意义 下 ) 只 能 是 一 个 球 加 上 若干 
小 柄 . 


一 个 二 维 紧 流 形 的 小 柄 个 数 称 为 其 亏 格 (genus). 因此 , 一 个 三 维 可 定向 紧 流 形 的 拓 
扑 结构 由 其 亏 格 唯一 确定 . 这 里 加 了 “可 定向 ”, 如 果 不 加 “可 定向 ”, 那么 , 还 可 以 在 球面 
上 开 一 个 口 , 然后 粘 上 一 个 M5bius 带 . 注意 , M6bius 带 的 边界 是 个 圆 . 实际 上 , 一 个 球面 
开 一 个 口 , 粘 一 个 M6bius 带 就 成 了 Clein 瓶 了 . 它 不 能 定向 , 也 不 可 能 在 R3 上 实现 . 因 


此 , 一 个 二 维 紧 流 形 只 能 是 一 个 球 加 上 若干 小 柄 , 再 加 若干 Mbbius 带 . 而 在 三 维 空间 中 
的 (或 可 定向 ) 二 维 紧 流 形 只 能 是 一 个 球 加 上 若干 小 柄 . 

如 果 要 求 简单 连通 , 即 基本 群 为 平凡 群 , 即 每 条 闭 轨 可 收缩 , 于 是 就 不 可 能 有 手柄 了 . 
于 是 有 如 下 推论 . 


推论 9.1.1 [52] 简单 连通 二 维 紧 流 形 是 球面 . 


那么 , 这 个 结论 对 n = 3 对 不 对 ? 这 就 是 著名 的 庞 加 莱 猜 想 , 由 庞 加 莱 在 1904 年 提 
出 . 实际 上 , 这 个 结论 对 n > 3 都 对 . 


9.2 ”纤维 从 


纤维 从 是 微分 几何 的 一 个 基本 结构 , 切 从 是 它 的 特例 . 


定义 9.2.1 一 个 纤维 从 包括 三 个 拓扑 空间 B、MM 和 YY, 分 别称 为 全 空间 、 基 空间 
和 从 空间 , 以 及 一 个 映射 p : B 一 1M 称 为 投影 , 满足 
(1)p:B 一 M 为 满 映 射 ; 
(2) 记 二 :=p1(z), Zz EM 那么 二 与 Y 同 胚 , 琶 称 为 2 上 的 从 ; 
(3) 对 每 一 点 ZE M, 存在 一 个 坐标 邻 域 ze U C M 和 一 个 同 胚 h:UxY 二 p-!(U)， 
使 得 
人 57 三 VE WEY, 


(p-1(D),p) 称 为 一 个 从 邻 域 . 
定义 9.2.2 一 个 截面 是 一 个 连续 映射 f : 1M 一 B, 满足 po f(7) = 7. 
通常 把 一 个 纤维 从 记 作 (B,p, M), 这 时 YY 被 看 作 一 个 内 部 结构 . 


例 9.2.1 (1) 设 M、Y 为 两 个 拓扑 空间 , 定义 B 为 其 乘积 空间 , B= M x 了 Y,， 
p:M xY 一 MM 为 自然 投影 , 即 p: (mm xz) Fmm. 那么 (B,p,M) 形成 一 个 纤维 从 , 这 个 
纤维 从 称 为 乘积 从 . 

(2) 设 M = 52. 在 Pe M 的 每 一 点 粘 上 一 个 切 平面 R2. 现在 在 每 一 点 Pe M 的 
邻 域 Pe Uc M, 设 U 足够 小 , 那么 我 们 可 以 在 切 空间 TT 上 定义 一 个 连续 的 坐标 轴 
(Xa, 了 3), 使 1e Ty 可 表示 为 (zt 4), 它们 分 别 为 t 在 Xo。 和 Yi 上 的 投影 . 现在 , 我 们 可 
以 定义 一 个 映射 $6:U xR? 一 Uxf{(p,t)lpe UteT,} 如 F: $: (u(r,y)) 3 (vu,t) 
这 里 t€E TT 且 tz = x, 鸠 = y. 这 就 构成 了 一 个 纤维 从 (图 9.2.1), 在 这 个 从 中 , 全 空间 为 
B={(u,t)|ve 52,t eT,}, 基 空 间 为 M = 52, 从 空间 为 Y = R?. 于 是 


B={(X,t) € R? x R’|X?2+ X22FX2 =1, tt toXa + taXs= 0}. 


而 且 , 如 果 我 们 使 用 R3 上 的 坐标 , 记忆 = (Xi,ti) € B, i = 1,2, 及 Xi = (zi, zi, zi)， 
龙 二 ( 共 , 蕉 , 蕉 ), 那么 B 上 的 拓扑 是 由 距离 


CR = dX 4 A 


图 9.2.1 32 上 的 纤维 从 


导出 的 . 口 

定义 9.2.3 设 两 个 纤维 丛 (Bi,pi, M) 具有 相同 的 基 空 间 . 一 个 连续 映射 8 : Bi 一 
Bo 称 为 从 映射 , 如 果 pi1 二 p20o $$ , 即 图 9.2.2 可 交换 ; 一 个 从 映射 称 为 从 同 构 , 如 果 它 是 
一 个 同 构 映射 , 而 且 8B-1 也 是 从 映射 . 


Bi 也 2 
BD A. 
M 
图 9.2.2 ”从 映射 


定义 9.2.4 一 个 纤维 从 (B,p, M) 称 为 k 维 向 量 从 , 如 果 它 的 从 空间 是 Y = RR*, 并 
且 同 胚 及 :UxY 一 p-1(U) 限制 到 每 一 个 点 z EU, 得 到 


hz: {zr}xY =o p-1(z), 
这 是 一 个 向 量 空间 同 构 , 即 hs € GL(k, RR). 
一 个 向 量 从 称 为 平凡 从 , 如 果 BMxY=M xR". 


例 9.2.2 考虑 例 9.2.1 中 的 (2). 52 上 的 切 从 显然 是 向 量 从 , 但 它 不 是 一 个 平凡 从 . 
要 证 明 这 一 点 , 假定 B > 5? x R?2. 令 玉 :B 一 52 x RR? 为 其 同 胚 . 任 选 0 关 Y € R2, 那 


么 -1(52 xY) 是 52 上 的 一 个 处 处 非 零 的 连续 向 量 场 (参见 9.3 节 ). 熟知 , 这 是 不 可 能 
的 [52]. 口 


定义 9.2.5 设 (Bi,pi,M), i 二 1,2 为 两 个 向 量 从 .从 映射 $6: Bi 一 Bo 称 为 向 量 
从 映射 , 如 果 对 每 个 ze JM 有 
:pi (2) — pa (7) 


是 线性 映射 . 
定理 9.2.1 设 (B;,pi,M), i 二 1,2 为 两 个 向 量 从 , $8: Bi 一 Bo 为 向 量 丛 映射 . 那 
么 , $B 是 一 个 丛 同 构 , 当 且 仅 当 对 每 一 点 ZE M 


$ :pi (x) — pa 1(z) 


是 一 个 向 量 空间 同 构 ， 即 
Gly-i(s) € GL(k, R). 


证 明 (必要 性 ) 设 ze UinU, 这 里 
BU Kp (UD = ,2 
是 相应 的 同 胚 映射 . 记 U = Ui n Us. 因为 6 : Bi 一 Bs 是 一 个 同 胚 映射 , 再 由 图 的 可 交 


换 性 可 知 
6:917'(UV) = $3 (U0) 


是 一 个 同 胚 映射 . 将 它 限制 于 pT (x), 我 们 有 
BDH RY {rxY 


是 双向 一 对 一 映射 根据 定义 , 它 是 线性 的 .因此 , 它 是 线性 空间 的 同 构 , 即 8|,-1(。) 
GL(k, R). 

(充分 性 ) 我 们 通过 构造 它 的 逆 5-1 来 证 明 这 一 点 . 对 每 一 点 ze M 由 于 一 -ia 
是 线性 同 构 , 设 罗 |,_i(s) 为 8|,-1(s) 的 道 . 这 样 , 我 们 点 点 构造 了 5 的 道 为 |,_i(。) E 
GL(k, 民 ). 因此 , 只 要 证 明 连续 就 够 了 . 

利用 前 面 的 记号 , 在 UV 上 我 们 有 


$3 B91 : (2,9) > (7, fo(y)) 


这 里 , f(y) e GL(k, 展 ) 对 z 连续. 但 是 , $71W92(z,y) 是 好 1B91(z,y) 点 点 意义 下 的 
逆 , 因此 , 它 可 以 表示 为 
$i VG2: (2,Y) (7, fi 1(y)), 


这 里 万 1(y) 是 f(y) 的 矩阵 道 . 于 是 显然 B71 Wg 是 连续 的 , 从 而 灭 也 是 连续 的 . 口 


定义 9.2.6 设 克 :信人 今 已 为 一 向 量 丛 . 一 个 子 集 WW CV 称 为 一 个 子 从 , 如 果 对 每 
一 点 bE B, 存在 一 个 邻 域 bE U, 以 及 VV 的 一 个 从 邻 域 (x-1(U), 多 ), 使 得 

(BD 

(2) 可 局 部 表示 为 


UxR' xR* (u,v) zeDi 
(3) 
wr iV NW)=U x R' x {0}. 


在 控制 问题 中 引入 纤维 从 , 特别 是 向 量 丛 , 主要 用 于 研究 流 形 和 它 的 切 空 间 . 因此 ， 
拓扑 空间 均 可 用 C” 流 形 代替 , 而 映射 也 可 只 考虑 C” 映射 . 


9.3” 流 形 上 的 向 量 场 


设 M 为 一 n 维 光滑 流 形 , ze M. 记 Cr(M,z) 为 z 点 附近 Cr 函数 集合 , 即 定义 在 
2 某 个 邻 域 的 函数 的 集合 . 设 0 e (a,b) C 民 , 且 0: (a,b) 一 M 为 一 光滑 映射 使 得 9(t)， 
te (a,b) 为 M 上 的 一 条 曲线 , 且 0(0) = xz 

对 任 一 he Cr(M,z) 定义 映射 0.( 量 ) : Cr(M,z) 一 展 为 


9, (号 ) Wi Sh ; 0)| (9.3.1) 


直观 地 说 , 这 个 映射 将 民 上 的 一 个 导数 算 子 变 为 M 上 的 一 个 导数 算 子 . 为 了 进一步 
分 析 , 我 们 将 它 表 示 在 一 个 坐标 卡 下 . 在 一 个 关于 z 的 坐标 卡 中 我 们 将 9 表示 为 分 量 形式 


0(t) = (01(t), ,On(t))™. 


同时 h 可 表示 为 h = h(x1,… ,zn), 那么 式 (9.3.1) 可 通过 链 式 法 则 表示 为 


i=1 


d ~ dO; oh 
0 ( 量 ) = 2 i (9.3.2) 
不 难 验 证 , 在 局 部 坐标 下 算 子 9,( 量 ) 可 表示 为 
d ~ d0; 0 


显 见 式 (9.3.2) 是 及 线性 的 , 即 当 a,be RR 时， 


CO (&) k=a(0i)s (号 ) h+ 6b(02), ( 呈 ) 上 


因此 , 在 一 个 局 部 坐标 系 中 所 有 经 过 z e M 的 曲线 形成 一 个 向 量 空间 ， 它 以 
{总 ,… , 说 } 为 基底 . 它 可 以 看 作 作用 在 C"(M,z) 上 的 方向 导数 空间 . 


Oz1 ) 


定义 9.3.1 对 一 个 给 定点 ZE MM, 作用 在 Cr(M,z) 上 的 方向 导数 空间 称 为 M 在 了 
处 的 切 空间 , 记 作 T,(M). 

这 里 有 几 点 需要 说 明 . 首先, 对 给 定 的 坐标 卡 (0,9) 我 们 将 p Ee U 与 yp) = 
(z?,.… ,zp) e Rn” 等 同 . 例如 , 当 我 们 说 9(t) = (91(t),… ,90n(t)), 实际 上 它 应 该 是 
8 o (0(t)), 因为 只 有 在 9(U) c RR" 坐标 才 有 意义 . 当 不 会 发 生 混淆 时 这 个 等 同 很 方便 , 以 
后 我 们 经 常 这 样 , 它 称 为 局 部 坐标 表示 . 同样 , h = h(xz1,:… ,zn) 是 ho9-!1 的 局 部 坐标 


表示 . 
因为 切 空间 是 在 局 部 坐标 系 下 定义 的 , 要 使 它 有 意义 我 们 必须 证 明 它 独立 于 局 部 坐 
标 架 的 选择 , 即 同一 个 9 在 不 同 坐 标 架 下 起 相同 的 作用 . 证 明 不 难 , 我 们 留 给 读者 . 


图 9.3.1 切 向 量 
在 一 个 给 定 的 坐标 卡 下 , 一 个 切 向 量 X, e T,(M) ( 见 图 9.3.1) 可 以 表示 为 
i 
Xp 一 >》 ui 人 。 
1 一 1 四 


如 同 在 线性 代数 中 一 样 , 基底 可 以 省 略 , 因此 X 可 以 简单 地 写成 一 个 向 量 


We ns 


这 就 是 说 , 对 任 一 he C"(M,p), XX 对 它 的 作用 为 
: 0 
= Dm 
定义 9.3.2 设 M、N 为 两 个 光滑 流 形 , 且 :MM 一 NN 为 一 光滑 映射 对 一 点 
PEM 及 F(p) EN, 我 们 定义 一 个 映射 包 : 7T,(M) ee Tr(p)(N) 如 下 
F(Xo)h= Xs(hoF), X, ET,(M), hecC'(N,F(p)). (9.3.4) 


下 面 , 我 们 给 出 五 (Xp) 的 一 个 局 部 坐标 表示 , 它 在 应 用 上 非常 重要 . 
设 z 和 Y 分 别 为 pe M 和 FF(p) e N 附近 的 局 部 坐标 , Xp, F(X。b) 分 别 表示 为 


0 0 
二 
m™m 


eneoeeeeoeoeoeeoeeseseeeeeeseeose eeeoeeseeeesssseseeeess. 


并 且 正 : M 一 N, 即 z 呈 网 表示 为 
伏 三 万 (zi Lm), 1 = 1,.…,n. 


那么 式 (9.3.4) 可 表示 成 


DZ 
0 
WX)h Xhon)e Dy aa oF,) 
Sl 


n m of; od n o 
= 二 ( Eu Wp 
a a PT FO) 
即 
b; = > 眉 0 Qi 3 BA 
4 一 1 
将 它 写成 矩阵 形式 
bi 3 六 总 Q1 
: | = I (9.3.5) 
9 ofn 
bn, Ee Re 让 Nam 
或 缩写 成 


pi) 
因为 X。 本质 上 是 一 个 方向 导数 , 它 具 有 导数 的 特征 ， 例 如 , 由 定义 容易 推 知 , 如 果 
f,g EC (M,p) Ha,b eR, 则 
(SY + bg) = aX,(f) + bX,(g), 
Xp(fg) = Xp(f)g + fXp(9). 


事实 上 , T,(M) 是 所 有 Cr(M,p) 一 RR 满足 式 (9.3.6) 映射 的 集合 . 细节 见 文献 [52]. 
现在 我 们 可 以 将 M 上 通过 不 同 点 的 切 空间 放 到 一 起 , 即 得 


T(M)= (J {(z,T(M))}. 


rEM 


(9.3.6) 


在 M 上 的 每 一 个 坐标 卡 (U9) 中 我 们 可 以 定义 一 个 映射 严 : 8(U) x R" _》 TT(M) 为 


全 0 
x nw. 至 wm 
(Z1， ,本 动 x (al， jG ,i ( 和 Qi 站 ) 


这 里 (zi …… ,zn) = $(q). 

现在 歼 是 R" x R" 的 一 个 开 集 到 了 T(M) 的 微分 同 胚 , 因此 我 们 可 将 ( 亚 (%(DZ) x 
了 及"), 丈 -1) 看 作 了 (MM) 的 一 个 坐标 卡 . 容易 验证 如 下 的 事实 : 

(1) 所 有 这 样 的 坐标 卡 形成 了 (M) 的 一 个 开 和 覆盖 . 

(2) 如 果 M 是 一 个 Cr 流 形 , 那么 这 些 坐 标 卡 也 是 Cr 相 容 的 . 

因此 如 果 M 是 一 个 n 维 Cr 流 形 , 那么 根据 以 上 的 结构 , T(M) 是 一 个 2n 维 Cr 


流 形 . 

设 p:T(M) 一 M 为 一 自然 投影 : (p, 了 T,) rm p, 那么 (T(M),p,M) 成 为 一 个 向 量 从 ， 
它 称 为 M 的 切 从 . 

在 多 数 情况 下 , 我 们 只 简单 地 使 用 T(M) 的 另 一 种 表达 , 它 不 直接 包含 第 一 个 分 量 ， 
而 是 隐 含 它 , 即 


T(M) EU ) Ts C0): 
EM 


除非 要 强调 从 结构 , 我 们 总 采用 这 个 简单 形式 . 


定义 9.3.3 MM 上 的 一 个 向 量 场 不 是 一 个 映射 和 : M 一 T(JM), 它 对 每 一 点 qeE M 
指定 Ti(M) 上 的 一 个 向 量 . 在 局 部 坐标 下 和 可 表示 为 


0 

Ns Yai(z) Se 

i=1 3 

X 称 为 Cr 向 量 场 , 如 果 所 有 的 ai(7z), i = 1,… ,nn 均 为 Cr 函数 . 

MM 上 光滑 向 量 场 的 集合 记 作 V"(M), 这 里 7 可 以 是 任何 非 负 整 数 , 或 co, 或 w, 后 者 
表示 解析 . 当 光 滑 度 不 重要 时 , 它 可 以 简单 记 作 V(M). 

回顾 前 面 的 讨论 , 当 M 和 N 为 两 个 光滑 流 形 , 已 : M 一 N 为 一 光滑 映射 , F 可 以 将 
AM 上 的 切 向 量 映 为 N 上 的 切 向 量 . 准确 地 说 , 设 ge MM 及 F(q) € N, Xa € Tu(M), 那么 
切 向 量 及 (Xe) € Tp(q)(N), 它 由 式 (9.3.4) 所 定义 , 在 局 部 坐标 下 它 可 用 式 (9.3.5) 计算 . 

现在 很 自然 要 问 : F 能 将 M 上 的 一 个 向 量 场 映 为 W 上 的 一 个 向 量 场 吗 ? 一 般 地 说 
不 能 . 请 看 以 下 的 例子 . 

例 9.3.1 考虑 一 个 及 上 的 向 量 场 和 = ( 妇 上 HT) 呈 . 设 政 : 民 一 RR? 定义 为 

五 :二 上 (sin COS 2 > 


选择 任 一 譬如 t+= 了 1 那么 及 :五 ( 划 ) 一 阅 io)( 权 2?) 将 和 |-1 = 2 时 映 为 


5 0 
F(Xt=1) = ( 守 | = (©) € Ti1,0) (R?). 
t=1 


dFz 
dt 
对 任 一 t 我 们 可 以 这 样 定义 酉 . 但 显然 {五 (Xi) |t € 民 } 不 是 R? 上 的 向 量 场 , 因为 它 不 
是 处 处 有 定义 . 口 


a 


一 般 地 说 , 如 果 FF : M 一 入 是 一 个 微分 同 胚 上 且 X e V(M), 那么 F(X) 是 上 的 
一 个 向 量 场 , 而 且 


F(X)= JpgX(oF™!). (9.3.7) 


式 (9.3.7) 是 式 (9:3.5) 的 一 个 推广 : 
例 9.3.2 设 了 < CE 及), :RR" 一 及 二 定义 为 了 =Tz, 且 


X = (ui(z) ,on(z)) 


那么 
F(X)= J br TL) 


下 面 给 一 个 特殊 例子 . 设 X = (sin(zl + zz),exp(zl))T 且 y = Tz, 这 里 
ws ( 1 a 
志 岗 


F.(X) = 10 sin(z1 十 Z2) 
ER ez ee 


y sin(z1 十 Z2) 本 sin y2 
ezl + sin(z1 + x2) 要 e 十 sinya 人 


定义 9.3.4 设 09:1 一 M 为 jM 上 的 一 条 曲线 , 这 里 了 为 一 区 间 , 0 ET C 民 . 如 果 
存在 一 个 向 量 场 X EV(1M), zo € MM, 使 得 


口 


d 
TAG) = Xo(), 0(0)= zo 


则 9(t) 称 为 X 的 积分 曲线 , 且 其 初 值 为 0(0) = zo. 


作为 一 个 常 微分 方程 的 解 , 9(t) 具有 以 下 性 质 : 

(1) 0(t) 0 0(s) = 0(t + s); 

(2) 9( 一 t)o0(t) = 0(0) = id, 这 里 id 是 恒 等 映射 . 

因此 9(t) 相对 于 形成 一 个 群 (假定 9(t) 总 有 定义 ). 这 个 群 称 为 由 XX 生成 的 单 参 
数 群 . 

为 表示 积分 曲线 对 向 量 场 的 依赖 , 上述 单 参数 群 通常 记 作 ez (x0). 当 用 这 个 记号 时 ， 
我 们 总 假定 t 属于 最 大 的 区 间 0 e 工 C RR, 使 在 这 个 区 间 上 积分 曲线 有 定义 . 


定义 9.3.5 一 个 向 量 场 X E V(M) 称 为 完备 的 ,如果 它 完 全 可 积 , 即 对 任 一 
Z0 € MM 积分 曲线 对 所 有 的 t+€ (一 coco) 有 定义 . 
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如 果 一 个 及 ”上 的 向 量 场 X 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 一 个 N > 0 使 得 
|X(z) — XW < Nllz =— yl, 
则 它 是 完备 的 . 在 流 形 中 , 如 果 在 每 一 个 坐标 卡 中 Lipschitz 条 件 均 成 立 , 则 XX 是 完备 的 . 


引 理 9.3.1 设 eg(zo) 为 X 的 积分 曲线 . 如 果 存 在 zo 的 一 个 邹 域 U3 zo 使 得 
ez(zo) 在 UxJI 上 有 定义 . 那么 对 任何 如 ET 工 存在 一 个 邻 域 Uo 3 zo 使 得 eK : Uo 一 
ez (Uo) 是 一 个 微分 同 胚 . 


证 明 我 们 从 t+= 0 出 发 . 因为 e 是 一 个 恒 等 映 射 , 故 存在 一 个 开 邻 域 jh 3 t 使 得 
ex 在 zo 的 Jacobi 矩阵 非 奇 异 , 即 存在 一 个 邻 域 Ue。3 zo 及 I0 3 0 使 得 对 每 个 t+ € To， 
er Us ex (Us ) 是 一 个 微分 同 是 : 

同样 地 , 对 每 个 4 E 工 存在 U, 3 六 (zo) 和 一 个 开 邻 域 3 t 使 得 ex : Us, 一 
ex (Uz,) 是 一 个 微分 同 胚 . 现在 对 任何 Te 了, {I|10 < t+ < 了 T} 形成 一 个 [0,7] 的 开 覆 盖 . 
因此 有 一 个 有 限 子 覆 盖 {I, |i = 1,… ,kk}. 现在 选 


k 
a xX X 
we (0) 
t=1 


于 是 不 难看 出 eF : Uo 一 拟 (Do) 是 一 个 微分 同 胚 . 因为 了 e 工 是 任 选 的 , 结论 获 证 。 口 


上 面 的 引 理 给 出 这 样 一 个 图 像 : 对 任何 zo € MM 存在 一 个 邻 域 Vo 3 zo 和 一 个 区 间 
70 3 0, 使 得 沿 时 间 轴 以 微分 同 胚 的 形式 移动 . 它 看 上 去 像 一 流动 的 管 , 因此 积分 曲线 
族 称 为 X 的 流 . 

命题 9.3.1 设 久 为 一 完备 向 量 场 , 那么 对 任 一 固定 的 t€ 民 , e : M 一 MM, 定义 
为 : Z Fy e 产 (7), 是 一 个 微分 同 胚 . 

证 明 ”我 们 已 经 证 明 过 对 任 一 向 量 场 XX 只 要 对 某 个 已 e 坟 有 定义 , 则 它 是 一 个 局 部 
微分 同 胚 . 现在 ex 对 任何 ze M 及 任何 上 +E 疏 均 有 意义 , 故我 们 只 要 证 明 映 射 是 一 对 一 
且 映 上 即 可 . 映 上 是 显然 的 , 因为 对 任 一 ye M, e (eXi(y)) = Vy. 而 一 对 一 则 是 由 于 常 微 
分 方程 解 的 唯一 性 . 口 

命题 9.3.2 设 焉 :M 一 为 一 微分 同 胚 , 和 XX EV(M), ex (zo) 是 天 的 积分 曲线 且 
初 值 z(0) = zo, 那么 本 ,( 义 ) 的 积分 曲线 为 和 的 积分 曲线 的 像 . 准确 地 说 


et* (F(z0)) = F oer (zo0). (9.3.8) 
证 明 ”我 们 对 每 一 个 坐标 卡 证 明 即 可 , 换言之 , 在 局 部 坐标 形式 下 证 明 即 可 . 利用 链 
式 法 则 我 们 有 


d d 
BF? (zo) = .左下 [et (zo)] = JrX(oF™)= F(X), 


其 初 值 为 eo "CO)(P(zo)) = F(z0). 口 


下 面 讨论 向 量 场 的 李 代数 . 
注意 到 一 个 切 向 量 X, 是 Cr(M,p) 上 的 一 个 算 子 , 如 果 X EV(M) 且 J ecCcrO)， 
则 对 任 一 pe M, X, € T,(M) 且 f € C7"(M,p). 因此 我 们 可 以 自然 地 定义 匀 对 了 的 作 
用 如 下 
[X(f)]p := Xp(f). 


显然 久 (f) 是 处 处 有 定义 的 . 而 且 , 如 果 我 们 将 上 式 关系 表示 在 一 个 坐标 系 下 , 即 
下 0 
和 一 ui(Z) 二 一 ; = a 
之 Oz; 3 


则 其 作用 变 为 
- 0 
xX) = Doula 
= 
显然 和 (1) e Cr-1(M). 因此 一 个 向 量 场 X 可 以 看 作 一 个 映射 X : Cr(M) 一 C7-1(M). 


特别 是 , 如 果 ” = oo 或 = w, 它 变 为 Ce (或 C2) 到 自身 的 一 个 映射 . 
下 面 我 们 给 V(M) 一 个 代数 结构 . 首先 , 给 出 李 代数 的 概念 . 


定义 9.3.6 及 上 的 一 个 向 量 空 间 V 连同 乘法 , 记 作 [XI 和 了 Ee V, 称 为 一 个 李 
代数 , 如 果 对 任何 久 ,Y,Z EV 有 

(1) [(aX1 + bX2),Y] = alX1,Y] + bX2, Y]; 

(2) [X,Y] = —[Y, X}; 

(3) (Jacobi 恒等式 ) [X, [Y, 2]] 十 [Y, [2Z,X]] + [2Z, [X,Y]] =0, 


这 里 的 乘法 [X, 六 通常 称 为 李 括 号 . 
现在 考虑 向 量 场 集 合 V(M). 定义 李 括号 如 下 


[到 三 兴 六 YX (9.3.9) 
即 对 每 一 点 pe M 及 he C7(M), 有 
[X,Ylp(h) = X(Y (WD)lp —Y(X(h))|s. 


首先 要 证 明 这 个 定义 是 合理 的 , 即 [X,Y], € T,(M). 换言之 , 我 们 必须 证 明 [已 , 
满足 式 (9.3.6). 这 是 容易 验证 的 , 我 们 留 给 读者 . 


命题 9.3.3 设 久 ,YY eV(M), 且 在 局 部 坐标 下 
X ={01(2) MN) (bo) be (LE: 
那么 
oY ox 


和 号 


3b1 .6 
by 人 
i 
0b 0b 
证 明 记 
w 0 
[X,Y] = 2 Gi(7) a (9.3.11) 


选择 hh = zj 那么 式 (9.3.11) 变 为 [X,Y](h) = cj(z). 另 一 方面 , 根据 定义 


BI = 
到 = 宛 ai(T) (bi(7)) — S bi(7) #8 (Qi(7)), 


因此 
加 = oa ni we j= bn (9.3.12) 
《一 1 
显 见 式 (9.3.10) 是 式 (9.3.12) 的 和 矩阵 形式 . 口 


为 理解 两 个 向 量 场 的 李 括 号 的 几何 意义 , 我 们 考虑 如 图 9.3.2 所 示 的 图 形 ， 设 
X,Y Ee V(M). 考虑 复合 的 积分 曲线 


GE (Zo0). 


它 的 物理 意义 是 : 一 个 粒子 从 zo 出 发 , 沿 X 方向 走 . t 时 间 后 , 它 从 X 方向 转 到 YY 方 
向 , 沿 Y 方向 再 走时 间 t. 然后 沿 六 相反 方向 走 同样 时 间 . 最 后 , 沿 Y 相反 方向 走 同样 时 
间 . 如 果 XX 和 YY 为 定常 向 量 , 这 个 粒子 显然 会 回 到 原来 的 出 发 点 zo; 但 如 果 它们 不 是 定 
常 的 , 那么 终点 ze 就 可 能 不 是 初始 点 zo. 粒子 最 后 的 位 移 方向 是 什么 ? 粗略 地 说 , 从 zo 
到 ze 的 方向 就 是 李 括 号 [X, 了 |z。 的 方向 . 准确 地 说 


li 二 (EYE eg(zo) — zo) = [X,Y]zo- (9.3.13) 
利用 Taylor 展开 式 
et (7) = 7+X(z)t+ (lt)), 


不 难 证 明 式 (9.3.13). 我 们 将 证 明 的 细节 留 给 读者 , 因为 非 线 性 系统 几何 理论 的 创始 人 
Brockett [5 曾 说 过 : 要 理解 李 括 号 的 意义 , 你 至 少 在 一 生 中 要 把 上 面 的 证 明 做 一 次 . 


命题 9.3.4 V(M) 带 上 上 述 定 义 的 李 括 号 是 一 个 李 代 数 . 
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图 9.3.2 ”向 量 场 李 括号 的 几何 意义 


证 明 李 代数 定义 9.3.6 中 的 (1) 和 (2) 可 由 定义 式 (9.3.9) 或 计算 式 (9.3.11) 得 到 . 
我 们 证 明 Jacobi 恒等式 : 设 he C"(M), 那么 


([X, [Y, 2]] + [Y, [2Z, X]] + [2Z, [X, Y]])(h) 

=X(YZ(h) — ZY(h))— (YZ — 2Y)X(h) +Y(ZX(h) = RZ(R)) 
A 1 cD ,00 ) eA, 

=0, VvVhecoc"(M). 


例 9.3.3 考虑 一 个 控制 系统 


t= f(r)+g(7)u, 7£ €R", (9.3.14) 


这 里 f(z) 和 9(z) 可 看 作 恨 * 上 的 向 量 场 . 那么 由 f(z) 和 9(z) 生成 的 V(R") 的 李子 代 
数 记 作 
C= {f(z),g(z)}ra, 
它 称 为 能 控 性 李 代数 [9]. 
如 果 f(z) = 4z , 9g(z) =b, 这 里 4 是 一 个 n xn 和 矩阵 , be R", 那么 系统 退化 为 线性 
系统 . 简单 计算 可 得 


[f,g] 一 一 40 
[f, [f,g]] = A2b 
[f,*:: > [folsss| 二 (—1)*A*b. 


注意 , 若 以 上 的 多 重 李 括号 包括 多 于 一 个 的 b, 则 其 结果 必 为 零 向 量 . 所 以 要 得 到 非 零 向 
量 , b 只 能 出 现 一 次 . 于 是 能 控 性 李 代 数 变 为 


C= 


由 线性 系统 理论 可 知 [19, 线性 系统 能 控 , 当 且 仅 当 rank(C) = n. 口 


命题 9.3.5 设防 ,Y EV(MM), p,q EC"(M), 那么 
[pX,qY] = palX,Y]+pX(q)Y — aqY (p)X. (9.3.15) 
证 明 对 任 一 he cr"(M) 
[IpX,aqY]h = pX(qY(h)) — aY (pX(h)) 
= pX(q)Y(h) +pgX(Y(h)) — qY (p)X(h) — gqpY (X(h)) 
= pq[X,Y](h) — pX(q)Y(h) — qY (p)X(h) 
= (pg[X,Y] —pX(gq)Y — qaY (p)X)(h), 


因为 h 是 任意 的 , 结论 显 见 . 口 


”9.4 ” 李 导 数 
对 一 个 给 定 流 形 M 及 ze M, 在 点 ze M 的 切 空间 T,(M) 是 一 个 有 穷 维 向 量 空 
间 . 由 线性 代数 知道 , 它 有 一 个 对 偶 空间 , 记 作 T*(MM). 然后 我 们 定义 M 的 余 切 空间 . 
定义 9.4.1 (1) 流 形 M 的 余 切 空间 定义 为 


PIN Tn: 
EM 


(2) 一 个 余 向 量 场 $ 是 一 个 规则 , 它 在 每 一 点 ZE M 指定 一 个 余 切 向 量 $(z) < 
T*(M). 
例 9.4.1 (1) 在 R3 上 考虑 两 个 光滑 函数 


h(x) = cos(z1) + sin(z2), w(7z) = 一 sin(Zz2) 十 cos(Z3). 


那么 h(z) 的 微分 是 


3 oh(z) : 
dh(7z) = 六 di 一 一 sin(zl)dzl 十 cos(Z2)dzo2. 
i=1 
我 们 很 自然 地 可 将 {dzi |i = 1,2,3} 看 作 一 个 基底 , 那么 dh(z) 可 以 简单 地 表示 成 一 个 行 
向 量 dz(z) = (一 sin(7x1),cos(7z2),0). 点 点 看 , dh(x) 是 T+*(R3) 中 的 余 向 量 . 因此 我 们 说 
dh € T*(R3). 同样 我 们 有 


3 Aw(z) 
Ox; 


dw(7z) = dzi = — cos(7T2)d7x2 一 sin(z3)dzs. 


i=1 


(2) 利用 它们 我 们 可 定义 一 个 余 分 布 Q 如 下 


0 = span{dh, dw}, 


ee ee 
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准确 地 说 
Q(z) = span{dh(zx), dw(z)}, vz € R’. 


由 上 述 例子 的 启发 我 们 一 般 地 选 {dzi i 一 1 … ,n} 为 T"(M) 在 一 个 坐标 卡 下 的 

基底 . 现在 如 果 有 一 个 向 量 场 X(z) = 学 ai(z) 让 -和 一 个 余 向 量 dh(z) = 入 总 edzi 
i=1 i=1 

那么 它们 的 内 积 为 


(dh(z), X(z)) = Da ee 


它 就 是 贸 对 h(z) 的 作用 . 如 果 将 XX 单位 化 , 它 也 是 在 X 方向 的 方向 导数 . 
一 个 余 向 量 场 也 称 1- 形 式 . 利用 {dzi, i = 1,… ,n} 作为 T*(2M) 在 一 个 坐标 卡 下 的 
基底 , 则 一 个 余 向 量 场 可 表示 为 wz) = $i(z)dzi. 
$=1 


定义 9.4.2 一 个 1- 形 式 8(z) = 并 和 %(z)dzi; 称 为 闭 工 形式 , 如 果 它 满足 
4 


0 友 ( 困 站 0 有 四 ” 
Ce 
G(z) 称 为 恰当 1- 形式, 如果 存 在 一 个 光滑 函数 h(z) 使 得 W(z) = dh(z). 


定理 9.4.1 (Poincaré 引 理 (43]) 一 个 闭 1 形式 局 部 地 说 也 是 一 个 恰当 1- 形 式 . 如果 
JM 是 一 个 简单 连通 的 拓扑 空间 , 一 个 闭 1 形式 全 局 地 说 也 是 一 个 恰当 1- 形 式 . 


定义 9.4.3 设 瓦 : M 一 为 一 微分 同 胚 . 
(1) 对 于 一 个 函数 f(z) E Cm"(N), 下 的 一 个 导出 映射 PP* : Cr(V) 一 Cr(M) 定义 为 
FF"*(f)=foF eC (M). 
(2) 对 于 一 个 向 量 场 因 EV"(M), FF 的 一 个 导出 映射 本 :V7"(MM) 一 V"(N) 定义 为 
F(X)(h) = X(hoF), Vvheo"™(N). 

(3) 对 于 一 个 余 向 量 场 $ EV*"(N), FF 的 一 个 导出 映射 F* : V*T(N)  V*7(2M) 定 

义 为 
(F™*(9), X) = (9, F(X)), VX EV"(M). 

如 果 瓦 是 一 个 局 部 微分 同 胚 , 那么 上 述 映 射 也 是 局 部 定义 的 . 

定义 9.4.4 设 久 EV(M), fe CO"(M). 那么 f 对 XX 的 李 导 数 , 记 作 Lx(f), 定义 
为 


Lx(f) (ef )*f(z) — f(z)]. (9.4.2) 


lim 7 [ 


命题 9.4.1 在 局 部 坐标 下 李 导 数 (9.4.2) 可 表示 为 


Lx(f) = (df, Xx) =D Xt. (9.4.3) 
1 一 1 y 


证 明 由 定义 : (e 六 )*f(z) = f(ex (zx)), 它 对 t 的 Taylor 展 式 为 
f(et (z)) = f(z) +tdf * X(z) + O(2), 
将 它 代 入 式 (9.4.2) 即 得 式 (9.4.3). 口 
定义 9.4.5 设 久 ,YEV(M).Y 对 XX 的 李 导 数 , 记 作 adx(Y), 定义 为 
adx(Y) = Jim 2 [(eX,).Y (ef (2)) —Y (2)]. (9.4.4) 
命题 9.4.2 在 局 部 坐标 下 李 导 数 (9.4.4) 可 表示 为 
adx(Y) = JyX— JxY = [X,Y), (9.4.5) 
这 里 yy、Jx 分 别 为 Y 和 XX 的 Jacobi 和 矩阵. ， 
证 明 利用 Taylor 展 式 , 我 们 有 
er (=o (RHO); (9.4.6) 


Y(ex(z))=Y(z) + Jy(tX)+ 0O(2). (9.4.7) 


利用 式 (9.4.6), ez, 的 Jacobi 矩阵 


Jx =T=tx+ OF). (9.4.8) 

由 式 (9.4.6)~ 式 (9.4.8) 可 得 
(eX,)»Y (et (x)) = (T— tJx +O(t2))(Y(z) + Jy(tX) + O(t?)) (9.4.9) 

= Y(z)+t(JyX — JxY)+O(t2). 
代入 式 (9.4.4) 即 得 式 (9.4.5). 口 
定义 9.4.6 设 和 ET(M) 及 wEV*(M). w 关于 XX 的 李 导 数 , 记 作 厂 x(w),， 定义 
为 

Lx(w) = im 3 [(eF)*w(er (2)) — wlz)] . (9.4.10) 


命题 9.4.3 在 局 部 坐标 下 李 导 数 (9.4.10) 可 以 表示 为 


Lx (Ww) (VX)T Fw (9.4.11) 


证 明 类似 于 命题 9.4.1 和 命题 9.4.2 的 证 明 , 我 们 利用 Taylor 展 式 可 得 


(ew(er (2)) = (wv(o) BR) FO NTIP Bm OE)) 
= w(z) +t(JuX)T +tw(z)Jx + O(t2), 


这 里 转 置 是 由 于 通常 作为 约定 将 余 向 量 场 表示 为 列 向 量 . 将 上 式 代入 式 (9.4.10), 即 为 式 
(9.4.11). 口 


李 导 数 adxY 的 几何 意义 是 向 量 场 Y 沿 X 的 积分 曲线 的 变化 量 . 图 9.4.1 给 出 一 个 
描述 . 对 于 函数 h 或 余 向 量 场 w, 相应 的 李 导 数 Lx(f) 及 Lx(w) 具有 类 似 的 几何 意义 . 


和 | Y(z) 


图 9.4.1 李 导 数 adx 工 


下 面 是 一 些 有 用 的 公式 . 


命题 9.4.4 设 p, gq, heC"(M), X,Y EV"r(M),weEV*"(M). 那么 
(1) (Leibniz 公式 ) 


Lx (YY = (DR YY) (ODxY)S (9.4.12) 
@ 
Lox (gw) = pgLx(w) + pLx(q)w + q (w, X) dh; (9.4.13) 
(3) 如 果 中 = dh, 则 
7 (9.4.14) 


证 明 (1) 首先 我 们 证 明 另 一 个 公式 , 它 本 身 也 是 有 用 的 . 


(9.4.15) 


将 它 用 于 式 (9.4.12), 于 是 


左 端 = (do 了 Y),X) = (ZT 驶 +w 恕 ) 开 = 了 7 驶 和 +w 怠 式 
;9 
sm (eS) 
TX /+ T z 


因此 , 等 式 成 立 . 
(2) 
Lox(gw) = PXT 2) 9w 
= PXT 人 十 E33 q| + gw (pM + Xdp) 
= pgLx(w)+pLx(qg)w +q(w, X)dp. 
(3) 再 次 利用 式 (9.4.15), 我 们 有 


oa(dh) 0X 0X 
% 2 迟 史 ek 
dl X) = (dh = 人 十 dh X Hess(h) + dh 5 


因为 Hess(h) 是 对 称 的 , 上 式 变 为 


ox _ /dl(dh) 
Or | oz or 


i SN 和 
X (Hess(h)) 十 dh 一 一 一 一 X | 十 dh 一 一 一 卫 xd7. 


9.5 ”分布 的 积分 


首先 我 们 定义 分 布 和 余 分 布 , 它们 最 本 质 的 特征 是 , 在 流 形 的 每 一 点 , 它们 分 别 为 切 
空间 和 余 切 空间 的 子 空间 . 


定义 9.5.1 (1) 一 个 分 布 A 是 一 个 规则 ,， 它 在 每 一 点 ZE JM 指定 一 个 子 空间 
A(z) CT(M). 称 A 具有 定常 维 数 7, 如 果 dim(A(z)) = Yz e MI 

(2) 如 果 存 在 一 组 Cr 向 量 场 {TXA|A E A}, 使 得 在 每 一 点 z E M 有 A(z) = 
span{XA(z)| 入 E A}, 则 称 分 布 A 由 向 量 场 {XX、| 入 E 4} 张 成 . 由 Cr 向 量 场 张 成 的 分 布 
称 Cr 分 布 . 

(3) 一 个 余 分 布 Q 是 一 个 规则 , 它 在 每 一 点 x E M 指定 一 个 子 空间 Q(z) C T*(M). 
称 Q 具有 定常 维 数 7, 如 果 dim(Q(z))=7,YVz€M. 

(4) 如 果 存 在 一 组 Cr 余 向 量 场 {wa | 入 E€ 4}, 使 得 在 每 一 点 ZE M 有 Q(z) = 
span{fwx(zZ)| 入 e 4}, 则 称 分 布 Q 由 余 向 量 场 {wa | 入 E 4} 张 成 . 由 Cr 余 向 量 场 张 成 的 
分 布 称 Cr 余 分 布 . 


定义 9.5.2 (1) 一 个 分 布 A 称 为 对 合 的 , 如 果 对 其 中 的 任意 两 个 向 量 义 ,Y € D, 其 
李 括 号 
Dd (9.5.1) 


(2) 一 个 子 流 形 8 称 为 给 定 分 布 A 的 积分 流 形 , 如 果 对 于 每 一 点 ZE 5S 它 的 切 空间 


都 是 4(z), 即 
T= A VTES. 


如 果 一 个 分 布 A(z) 有 积分 流 形 , 则 它 称 为 可 积 的 . 


在 非 线性 系统 的 分 析 与 控制 设计 中 , 应 用 微分 几何 方法 的 一 个 基本 工具 是 Frobenius 
定理 . 为 表述 这 个 定理 我 们 需要 一 些 准 备 . 


引 理 9.5.1 设 铸 EV1(1M) 是 一 个 Cl 向 量 场 , 下 :NM 一 M 是 一 个 微分 同 胚 . 那么 
因 是 琅 不 变 的 ( 即 F(X(p)) = XX(F(p))), 当 且 仅 当 


F(et (7)) = ef (F(p)). (9.5.2) 
证 明 (必要 性 ) 设 X 是 不 变 的 . 利用 链 式 法 则 , 我 们 有 


(Foer(p)) = Jrer(p) = JrX (er (p)) (9.5.3) 
= F, (X (ef (p))) = X (ef (p)). 


但 和 (et (p)) 的 积分 曲线 是 ex (p), 故 微分 方程 解 的 唯一 性 保证 了 式 (9.5.2). 
全 人 全 设 式 (9.5.3) 成 立 . 两 边 同时 微分 得 及 (和 (eg (p))) = 六 (ex (fF(p))) ,再 令 
t 二 0, 得 F(X(p)) = X(F(p)). 口 


引 理 9.5.2 设 和 及 了 为 M 上 两 个 Cl 向 量 场 . [X,Y] = 0, 当 且 仅 当 对 任意 一 点 
Pp E 1M 存在 一 个 bp > 0 使 得 


et oes (p) =es oet (p), |sl, lt| < oy. (9.5.4) 
证 明 (充分 性 ) 式 (9.5.4) 保证 了 Y 是 ez 不 变 的 且 X 是 ey 不 变 的 . 因此 存在 p 的 
一 个 邻 域 V, 使 得 对 每 一 点 qe V, 有 


[X,Yla = lim 7 1 ((ex,), (Y (ef (gq)) —Y(q))) = lim = 1 (y(q) —Y(q)) = 


t—0t 
(必要 性 ) 设 [X,Y]=0. 记 9 =e(g) 且 令 
0a(t) = (ez,), Y (ef (q)), 


bg = lim A [(eXrar(®)). (Y (eXs(q))) =- (ex (Y(q)] 
= (0). (Bm, # (esa). (Y (Xs(0)) -Yt) ) 
3 (ex 网 ([X, YJ]a )=0. 


从 而 9s(t) 对 t+ < 6 及 gq eV 是 定常 的 , 因此 Y 是 ee 不 变 的 . 由 引 理 9.5.1 即 得 
式 (9.5.4). 口 


定理 9.5.1 (Frobenius 定理 ) 一 个 分 布 A 是 可 积 的 , 当 且 仅 当 它 是 对 合 的 且 有 定常 
维 数 . 


证 明 (必要 性 ) 设 4 在 p 点 邻 域 可 积 , 那么 存在 4 的 一 个 积分 流 形 5, 通过 p 使 得 
T,(S) = A(p). 因为 5 是 一 个 子 流 形 , 存在 局 部 坐标 系 (U,z) 使 pe 且 


S=eUV|lrai= m0 
于 是 可 知 
0 0 
4=spaaf 5 让 


结论 显 见 . | 
(充分 性 ) 设 A 的 维 数 为 dim(A) = 及 :对 一 给 定点 pe M, 存在 p 的 一 个 邻 域 V, 及 
VV 上 的 一 组 基 Xi,:… ,Xn 使 得 


Al(g) = span{ Xi1(g),.…: , Xxk(g)}, gEV. 


不 失 一 般 性 我 们 可 假定 矩阵 
[Xi1(q) :…: Xk(q)] 


的 顶部 x 子 块 , 记 作 Q(9), 是 非 奇异 的 . 然后 定义 
Y(g = (@(O)-1C0(0 ,了 (9) := 号 (0 ,D0)) = 四 
因为 A 是 对 合 的 , 所 以 
[¥, ¥] = D0 (9.5.5) 
利用 式 (9.5.4), 我 们 有 
[Yi,¥] = () (9.5.6) 


将 式 (9.5.5) 与 式 (9.5.6) 比较 , 可 知 
MD sk 


即 { 瑟 …… ,了 于} 为 4 的 一 组 可 交换 基 . 我 们 再 选择 .41,:… ,了 使 得 YY (gq),:… ,Yi,(q) 
为 Tj(M) 的 一 组 基 , ge V. 于 是 我 们 可 以 找 一 个 小 5 > 0, 并 定义 映射 


$(Yy1,: "ss , Yn) en > ey" (p), |yi| < 0, i = 区 i (9.5.7) 
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因为 Jacobi 矩阵 Je(0) = I 非 奇异 , 故 5 定义 了 一 个 从 0 E R” 的 邻 域 到 p e M 的 邻 
域 的 一 个 微分 同 胚 . 由 定义 


905 
ES (By een (p)): (9.5.8) 
因为 e 和 ey 是 可 交换 的 , 交换 式 (9.5.7) 右边 的 e 寻 与 e 可 得 
05 
do: = Yi (en eve (p)) , t= 1 ;hk. (9.5.9) 


因此 
S= {yeVv|ytr=0,™. jy =0} 


是 A 的 一 个 积分 流 形 . 全 


注 (1) 上 述 定理 是 一 个 局 部 结果 . 实际 上 ,Frobenius 定理 还 说 明 如 果 分 布 是 对 合 
且 有 定常 维 数 的 , 则 通过 每 一 点 ZE M 存在 最 大 的 积分 子 流 形 [52]. 
(2) 如 果 流 形 与 分 布 均 是 解析 的 ,那么 无 需 定常 维 数 的 假定 微分 流 形 也 存在 9. 


在 本 节 的 余下 部 分 中 , 函数 、 向 量 场 、 余 向 量 场 均 假定 为 解析 的 . 
命题 9.5.1 设 X,Y eV2(M),heC*(M),weV*(M), 那么 


(1) 
Sh (ef (2)) = Lxh (ef (2)) ; (9.5.10) 
(2) (解析 函数 的 李 展 式 ) 
h (er (7z)) = 生长 (9.521T) 
k=0 
(3) (向 量 场 的 李 展 式 ) 
(ez) Y (ef (2))= 于 和 adk 7(z); (9.5.12) 
(4) (1- 形 式 的 李 展 式 ) 
oo 了 大 
(et)*w(er (2)) = 3 富民 wz). (9.5.13) 
k=0 


李 展 式 (9.5.11)~(9.5.13) 也 被 统称 为 Campbell-Baker-Hausdorff 公式 . 


证 明 (1) 利用 链 式 法 则 , 我 们 有 


左 端 = dh (er (2)) = dhX (eg(z)) = Lxh (er (7)). 


(2) 反复 应 用 式 (9.5.10), 可 以 得 到 
dk 
dtk 


现在 式 (9.5.11) 通过 对 t 的 Taylor 展 式 即 可 得 到 . 
(3) 首先 求 其 对 t 的 导数 


d 
3 (ee) (et (2)) 
= lim, a [xs .7 (eS A(z)) ~ (et), Y (2)] 
= lim 让 = [eX (et),Y (eXas(z)) - (ez) *Y(z)| 


= (ef), lim (eX:), (exxt(z)) 于 Y(z)| 


* At 一 0 


hl(er (2)) l=0= Lh (ef (2)), k>0. (9.5.14) 


= (ef),adxY. 


于 是 可 递归 得 到 


Mr (ef )Y (rT)l=0 = (ef)» adX YY(z)h=o 


i ge (9.5.15) 
再 由 Taylor 展 式 可 得 式 (9.5.12). 
(4) 式 (9.5.13) 的 证 明 本 质 上 是 一 样 的 : 先 求 导 
$F (et) w (ef (2)) = (ez) Lxw (ef (2), 
k 
SF (ef) w (ef (2)) = (ef)” Lew (et (2)). 
因此 
d* ps X k 
Hx (%) wet (7))! = LXw(z) 
再 由 Taylor 展 式 即 得 式 (9.5.13). 口 
推论 9.5.1 
Fl 
er (z) = ztR(z) + 2 D(X()). (9.5.16) 


证 明 对 坐标 函数 z; 使 用 式 (9.5.11) , 即 得 
coos 
Ti (ez¥ (z)) 一 2i 十 tLx (zi) = 了 2 厂 苞 (ci 
ESR 


注意 Lx(zi) = Xi, 这 是 XX 的 第 i 个 分 量 . 将 L(xi), 上 之 2 用 Lr-1(X;) 代替 上 且 将 m 个 
分 量 放 在 一 起 , 即 得 式 (9.5.16). 口 


人 wi 
设 互 为 V(M) 的 一 个 由 一 组 向 量 场 在 及 上 生成 的 子 空间 . 一 条 曲线 o(t), 0 入 上 入 1 
称 为 五 的 积分 曲线 , 如 果 


Fold) E Hott), Ots 1 


设 pe M. H 由 p 出 发 的 可 达 集 , 记 作 及 ( 瓦 ,p), 是 这 样 的 点 ze M 的 集合 : 存在 一 条 曲 
线 o 使 得 cx(0) =p 且 cx(1) = z. 
下 面 的 定理 是 非 线 性 系统 能 控 性 研究 的 基石 . 


定理 9.5.2 (Chow 定理 ) 设 肪 由 完备 向 量 场 生成 , 和 H 为 由 玉生 成 的 李 代 数 , 1M 是 
道路 连通 的 . 如 果 ZX = V(M) (在 分 布 意义 下 ), 则 R(H,p) = M. 


证 明 如 果 [ 瓦 ,如 ] c 五, 结论 显 见 . 否则 至 少 存在 一 对 向 量 场 X,Y e 万 , 使 得 对 某 
个 t, (eY);X 4 H. 将 (eY),X 加 入 五 以 得 到 一 个 新 的 向 量 空间 印 . 将 五 由 本 代替 ， 
或 者 [ 豆 , Hl] C 本 1, 或 者 我 们 可 以 构造 Hs. 我 们 强调 以 下 三 个 事实 : 

事实 1: Hi C KH. 这 由 李 展 式 (9.5.12) 可 知 . 

事实 2: 对 每 一 点 ze M 存在 一 个 有 限 k < nn 使 得 HH.|z = (1M). 它 是 显然 的 因为 
dim Vz(M) = nn, 而 每 一 次 我 们 至 少将 HH 维 数 增加 1. 

事实 3: 如 果 X,Y 是 完备 的 , 那么 (ez),Y 也 是 完备 的 . 因此 , ex 是 一 个 全 局 微分 
同 胚 (Vv), 因此 


ef er (x) = ee ). 了 (ee (2)). (9.5.17) 


现在 因为 M 是 道路 连通 的 , 存在 一 个 路 径 o(), 0 < t<1. 使 得 o(0) =p 及 ol(1)= 
z. 根据 事实 2, 对 每 一 个 t 存在 nn 个 向 量 场 X1,… ,Xn € Hi 使 得 dim Hi(o(t)) = nn. 
因此 


I ex:(od)) 
t=1 


是 一 个 从 0 e R” 的 邻 域 到 oa(t) 的 邻 域 的 一 个 局 部 微分 同 胚 . 再 者 , 由 式 (9.5.9) 这 个 微 
分 同 胚 可 由 五 中 向 量 场 的 积分 曲线 实现 . 换言之 , 恨 ( 五 ,o(t)) 包含 o(t) 的 一 个 邻 域 . 而 
o(t), 0 < t < 1, 是 一 个 紧 集 , 它 可 由 有 限 多 个 及 (有 H,o(ti)), i = 1,:…,m < oo, 覆盖 . 因 
此 可 知 x € R(H,p). 口 


9.6 ” 李 群 与 李 代数 


定义 9.6.1 一 个 集合 G 称 为 李 群 , 如果 

(1) G 是 一 个 群 ; 

(2) G 是 一 个 解析 的 微分 流 形 ; 

(3) 乘法 映射 四 : G x G 一 G 是 解析 的 ; 逆 映 射 G 一 G: grFy gl 也 是 解析 的 . 


设 Mi 为 n xn 矩阵 集合 , 记 
V(A)= (M1 ; Arn)’, AE 


这 里 4; 是 4 的 第 i 行 . 那么 V 是 双向 一 一 映射 . 通过 VV 到 了: 我 们 可 将 Mx 等 同 于 
了 "xm. 以 后 我 们 将 赋 M， 予 R*** 上 的 普通 拓扑 . 


例 9.6.1 考虑 GL(n, 民 ) C Mx. 它 是 M,, 上 的 一 个 开 集 , 因此 它 是 一 个 mn xn 解析 

我 们 已 经 知道 在 矩阵 乘法 下 它 是 一 个 群 ， 将 矩阵 的 元 作为 它 的 坐标 , 显然 乘法 
AxB 一 4B 及 逆 4 一 4-! 是 解析 的 . 

因此 GL(n, 民 ) 是 一 个 李 群 . 实际 上 , 它 是 一 个 非常 重要 的 李 群 , 称 为 一 般 线 性 群 。 口 


定义 9.6.2 给 定 一 个 李 群 G. 一 个 子 集 5 C G 称 为 李子 群 , 如 果 

(1) 5 为 G 的 一 个 子 群 ; 

(2) 5S 为 G 的 正规 子 流 形 ; 

(3) 在 子 群 结构 与 子 流 形 结构 下 , S 是 一 个 李 群 . 

注 ”在 有 些 参 考 书 中 , 李子 群 了 及 CG 是 一 个 嵌入 子 流 形 . 因此 , 及 可 能 不 是 G 的 闭 
子 流 形 . 除非 特殊 说 明 , 我 们 只 考虑 闭 子 李 群 以 避免 不 必要 的 复杂 . 


定理 9.6.1 设 及 CG 为 李 群 G 的 子 群 , 同时 它 又 是 一 个 正规 子 流 形 . 那么 
(1) 五 本身 是 一 个 李 群 ; 
(2) 五 是 G 的 闭 子 群 . 


证 明 (1) 设 gi € 五 , i = 1,2,3, 9192 = 93; 且 (Ui,4i) 分 别 为 9i 邻 域 的 平整 坐标 ,i = 
1,2,3 . 令 dim(G) = m 及 dim( 吾 ) = n, 那么 在 平整 坐标 下 记 gi = (zi ,Zn 0 .0)， 
g2 = (W141 Yn, 0…… ,0), gs = (21,…… ,Zn;0,:… ,0). 于 是 乘积 页 x U2 一 V3 (如 需要 ， 
可 缩小 页 和 U2) 可 表示 为 


pe ;Tm UV1) > $= 1,.*: ;Mm. 
将 它 限制 到 五 上 , 我 们 有 
ee 本 ,0,Y1,"…: ; Yn; 0, "0 1 一 WN ;Ny 


它 显然 是 解析 的 . 

由 类 似 的 讨论 可 知 9 ry g-! 也 是 解析 的 . 因此 五 是 一 个 李 群 . 

(2) 设 hieE 瑟 且 i 二 00 时 hh; 一 ho, (UD,z) 是 ho 邻 域 的 一 个 平整 坐标 . 那么 
存在 NW > 0 使 当 i >N 时 及 EU. 记 及 = (zi,.… ,5,0,:'…,0)， 因 为 hh; ho， 
0 了 三 1 mm, 显 见 有 如 三 0 了 = 十 1)… ym 即 ho€ 及 ,因此 互 是 
闭 集 . 口 


事实 上 , 上 述 (2) 的 逆 也 对 , 即 : 李 群 的 闭 子 群 是 一 个 李子 群 [113]. 


定理 9.6.2 设 焉 : G1 一 G2 为 一 个 李 群 同 态 , 则 媚 秩 为 定常 值 , 而 且 其 核 KK = 
ker(F) 是 G1 的 一 个 李子 群 , 其 余 维 数 codim(K) = rank(F"). 


证 明 由 定理 9.1.1, 如 果 的 秩 是 定常 的 , 那么 K = F-!(e) 是 一 个 G1 的 闭 子 流 
形 , 其 余 维 数 为 rank(F), 因此 它 是 一 个 李子 群 . 因此 我 们 只 要 证 明 FF 的 秩 是 定常 值 . 
设 ceGa 且 5= Fo)eGa, 那么 


F(x) = F(a)F(a 2)=bF(a 17):= LF(a!z), 
这 里 Ls 是 b 的 左 乘 算 子 . 显然 L。 是 解析 的 , 而 且 它 的 逆 (Ls) ! = Ls-: 也 是 解析 的 . 因 
此 它 是 一 个 微分 同 胚 , 于 是 我 们 有 
rank(F(z)) = rank(F(a-!7)). 

由 于 ae G1 是 任意 的 , rank( 五 ) 处 处 相等 . 口 

例 9.6.2 (1) 特殊 线性 群 : 令 

SL(n,R) = {A € GL(n,R)| det(A) = 1}. 

SL(n, 民 ) 称 为 特殊 线性 群 , 它 是 GL(n, 民 ) 的 一 个 李子 群 . 


(2) 正 交 群 : 令 
O(n, R) = {A € GL(n, R)|ATA = 1}. 


O(n, 民 ) 称 为 正 交 群 , 它 是 GL(n, 民 ) 的 一 个 李子 群 . 
- (3)55 群 : 设 
U(n,C)= {A€GL(n,C)|ATA=71). 


U(n, 民 ) 称 为 一 个 7 群 , 它 也 是 GL(n,C) 的 一 个 李子 群 . 


(4) 辛 群 : 记 
| 0 人 
一 7 0 


Sp(2n, R) = {A € GL(2n, R)| ATJA = J}. 


Sp(2m, 及) 称 为 辛 群 , 它 是 GL(2n, 及 ) 的 一 个 李子 群 . 

证 明 都 是 类 似 的 , 我 们 详细 讨论 SL(n, 民 ). 考虑 下 : GL(n, 民 ) 一 (了 R+,x)， 定 义 为 
4 一 下 (4) = det(4). 显然 是 一 个 李 群 同 态 . 

对 任 一 4 = (aij) e GL(n, 民 ), 记 .45 为 aij 的 余子 式 . 因为 


定义 


F(A) = DOD-to det(A'™) #0, 
k=1 
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故 至 少 有 一 个 k, 使 得 det(4ax) 关 0. 因此 


oF 


-一 ANNE 1k 
Be =(—D)* det(A™) #0, 


这 说 明 rank(f) = 1. 由 定理 9.6.2 可 知 SL(n, 民 ) = ker(f) 是 GL(n,G) 的 李子 群 , 维 数 


为 n?2 一 1. 口 
对 一 个 微分 流 形 M, 在 李 括号 [.,.] 下 , V(M) 成 为 一 个 李 代数 . 因此 将 Y(CM) 看 作 
一 个 李 代数 是 方便 的 . 


为 讨论 李 群 的 李 代数 , 先 对 李 代数 作 一 些 进 一 步 的 讨论 . 前 面 我 们 讨论 的 李 代数 都 是 
对 向 量 场 定义 的 , 但 回忆 定义 9.3.6, 其 实 , 李 代数 是 很 广泛 的 一 类 代数 结构 , 我 们 先 看 几 
个 例子 . 


例 9.6.3 (1) 记 gl(n, 民 ) 为 nxn 矩阵 集合 . 定义 一 个 乘法 


[4,B]=AB- BA, A,B egl(n,R). (9.6.1) 


于 是 gl(n, 展 ) 就 变 成 一 个 李 代 数 , 称 为 一 般 线性 代数 . 
(2) 在 R3 中 定义 向 量 的 叉 积 . 对 于 铸 == xz 十 xX2J 十 xX3K, YY ==yil+y2J 十 yaK, 又 
积 定义 为 
i 
XY =detly wo sal 


V1 Y2 Y3 


于 是 以 又 积 作为 乘法 的 R3 就 是 一 个 李 代 数 . 
(3) 带 有 普通 李 括 号 形式 的 光滑 向 量 场 集合 V(M) 是 一 个 李 代 数 . 利用 定义 , 不 难 
证 明 以 上 结论 , 检验 留 给 读者 . 口 
定义 9.6.3 设 L 为 一 李 代 数 . £ 的 一 个 子 空间 DY CL 称 为 上 的 李子 代数 , 如果 它 
对 于 同一 个 乘法 [.,'] 也 构成 一 个 李 代 数 . 
定义 9.6.4 设 L1 和 [2 为 两 个 李 代 数 . 一 个 线性 映射 办 : Ci 一 Ca 称 为 李 代 数 同 
态 , 如果 
$([X,Y]) = [¢(X), 9(Y)], X,Y eALi. 
一 个 一 对 一 且 映 上 的 李 代 数 同 态 称 为 李 代 数 同 构 . 
例 9.6.4 (1) 考虑 在 Rr? 上 的 光滑 向 量 场所 构成 的 李 代数 V(R”), 以 及 它 的 子 集 线 
性 向 量 场 
Vi(R")= {Az|A€ gl(n,R)} CV(R”). 


容易 看 出 VL(R") 是 V(R") 的 一 个 李子 代数 . 
(2) 定义 映射 $ : gl(n, 民 ) 一 VL(R") 为 4 呈 一 Az. 不 难 检验 , 这 是 一 个 李 代 数 同 构 . 
口 
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下 面 考虑 李 群 的 李 代 数 . 
给 定 一 个 李 群 G, 令 ae G. 由 前 面 讨论 已 知 左 乘 (或 左 平移 ) Zu : G 一 G 是 一 个 微 
分 同 胚 . 令 和 EY(G), X 称 为 一 个 左 不 变 向 量 场 , 如 果 


(La NVeEG. 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 右 不 变 向 量 场 而 得 到 相应 的 结果 . 
我 们 将 G 上 的 左 不 变 向 量 场 集合 记 作 g(G), 或 简 记 为 g, 即 
g={X EV(G)|(Lo):X = X, Va€e G}. 
g 是 V(M) 的 一 个 李子 代数 . 事实 上 , 设 X, YY eg 及 a,B eR 民 ,a EG. 那么 


(1) (La)x(aX +BY)= a(Lo)*X+Pb(La)xY = aX+pY; 
(2) (La)x[X,Y] = [(Lo)xX, (La)xY] = [X,Y]. 


定义 9.6.5 给 定 一 个 李 群 G. 其 左 不 变 向 量 场 集合 g = g(G) 称 为 李 群 G 的 李 
代数 . 

命题 9.6.1 设 卫 Eg. 定义 一 个 映射 亚 :g 一 Te(G) 为 基 卢 Xe。, 那么 亚 是 一 个 线 

证 明 线性 性 是 平凡 的 , 我 们 只 要 证 明 它 是 双向 一 对 一 的 . 设 X 关 YY, 那么 在 至 少 一 
个 点 2 EG 处 , 久 (z) 关 Y(z). 于 是 

(Ls-1)#Xz x (Le os Ys 

即 叉 于 因此 是 一 对 一 的 

要 证 明 这 个 映射 是 映 上 的 , 设 Xe。e T.(G), 我 们 定义 一 个 向 量 场 X(z) = (Ly)nXe. 
因为 Lj 是 解析 映射 , X(z) 显然 是 一 个 向 量 场 . 要 证 明 Xe。e g, 我 们 只 要 证 明 它 是 左 不 变 
的 即 可 : 对 任 一 be G, 有 


(Le)* Xz (Lo)*((La)*Xe) EP (Ler)*Xe = 及 br， 
结论 获 证 . 口 


上 述 定理 还 说 明 dim(g(G)) = dim(G). 
由 连续 不 难看 出 李 群 上 的 左 不 变 向 量 场 是 完备 的 . 因此 我 们 可 以 定义 下 面 的 映射 . 


定义 9.6.6 设 铸 Eg(G). 定义 指数 映射 exp:g 一 G 为 


exp(X) = ef (e). (9.6.2) 


于 是 显然 有 
exp(tX) = er (e). 


而 且 , 如 果 G 二 GL(n, 民 ) 或 其 子 群 ,指数 映射 变 为 普通 矩阵 的 指数 映射 . 


例 9.6.5 ”如 果 我 们 将 左 不 变 向 量 场 X(z) 与 它 在 单位 元 的 值 X(e) 等 同 , 我 们 得 到 : 
(1) GL(n, 民 ) 的 李 代数 为 9l(m, 及 ). 
(2) SL(n, 民 ) 的 李 代 数 是 sl(n, 民 ), 这 里 
sl(n, R) = {X € gl(n, R)| tr(X) = 0}. 

(3) O(n) 的 李 代数 是 o(n) , 这 里 

o(n) = {X € gl(n,R)|XT = 一 和 
(4) U(n) 的 李 代数 是 w(n), 这 里 

un) = {X egl(n,C)|XT = —X)}. 
(5) Sp(2n, 民 ) 的 李 代数 是 sp(2n, 民 ), 这 里 

sp(2n, R) = {X € gl(2n, R)| XTJ+JIX=0}. 

(6) 记 

SO(n) = {A € O(n)| det(A) = 1}, 


它 称 为 特殊 正 交 群 . 考虑 SO(n) 的 李 代数 . 注意 到 李 群 的 李 代数 只 依赖 于 李 代数 在 单位 
元 附近 的 值 , 因此 当 李 群 作为 一 个 拓扑 空间 具有 几 个 连通 块 时 , 它 的 李 代数 只 由 包含 单位 
元 的 那个 子 块 来 决定 . 因此 O(n) 与 SO(n) 具有 相同 的 李 代 数 , 即 o(n). 口 


事实 上 , 所 有 有 穷 维 李 代数 本 质 上 都 是 gl(n, 民 ) 的 子 代数 : 
定理 9.6.3 (Ado 定理 ) 任意 有 穷 维 李 代数 都 同 构 于 gl(n, 民 ) 的 一 个 子 代数 . 


证 明 见 文献 [113]. 

下 面 的 定理 给 出 李 群 和 它 的 李 代数 之 间 的 基本 关系 . 

定理 9.6.4 每 一 个 有 穷 维 李 代 数 g 对 应 于 一 个 唯一 的 , 连通 且 单 连通 的 李 群 G. 而 
且 , 任何 其 他 以 g 为 李 代数 的 连通 李 群 G 均 同 构 于 G 对 其 某 个 离散 正规 子 群 刀 的 商 群 ， 
即 

GG/D. 

证 明 及 细节 见 文献 [113]. 

事实 上 , 所 有 以 9 为 其 李 代数 的 连通 李 群 G 具有 一 个 共同 的 复 全 空间 G. 因而 它们 
均 局 部 同 构 . 

下 面 讨论 李 代数 的 结构 与 表示 . 

定义 9.6.7 设 9 为 一 李 代 数 , W 为 一 向 量 空间 . 李 代 数 9 在 WW 上 的 表示 是 一 个 向 
量 空间 的 同 态 8$ :9 一 End(W). ( 当 W 为 有 限 维 空 间 时 , End(W) 也 记 作 gl(W)). 特别 
是 它 到 自身 的 表示 , 9 一 g1(9) 称 为 伴随 表示 , 这 里 对 每 个 we 9, 伴随 表示 记 作 ada, 定 

adu(z) = [azlj，VYze9， (9.6.3) 
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注意 , 当 W 的 基底 固定 下 来 以 后 , g1(W) 就 成 了 gl(n, 民 ), 这 里 n= dim(W). 
例 9.6.6 考查 g1(2, 及 ), 选择 一 组 基底 为 


二 | E gl(2, 民 ), 那么 


0 一 1 
adu el = ael 一 ela = 一 一 e2 一 e3; 


ada ea = Qe2 一 e2a: = 可 三 一 61 十 92 — é4. 
日 
对 一 个 给 定 的 李 代 数 £ 我 们 可 以 定义 一 个 递减 李子 代数 列 
LOEL, LD [2®, 0] Dy 
定义 9.6.8 一 个 李 代 数 L 称 为 是 可 解 的 , 如 果 存 在 k* > 0 使 得 
Ce ) =0. (9.6.4) 


对 李 代 数 £, 我 们 可 以 定义 另 一 个 递减 李子 代数 列 
ty A 0 ep dE 
定义 9.6.9 ”一 个 李 代数 C 称 为 是 需 零 的 , 如 果 存 在 k* > 0 使 得 CE = 0. 
如 果 一 个 李 代数 是 寡 零 的 , 那么 它 一 定 是 可 解 的 . 这 是 显然 的 , 因为 依 定义 有 
Va en 
但 反之 未 必 成 立 , 见 下 例 . 


例 9.6.7 记 工 (n, 民 ) 为 实 上 三 角 阵 集合 . 容易 证 明 , TT(n, 民 ) 是 gl(n, 民 ) 的 李子 代数 . 

记 £=T(n, 民 ). 直接 计算 可 知 , 设 A = (@i,;) EC 则 aii = 0,1i=1,… ,n. 同 理 ， 
设 A=(aij)€E L323; 则 aii =0,7= 1 ,Ww 且 aiiti = 0,1= 1… ;mn 一 1. 继续 进行 ， 
则 得 LD = {0}. 故 了 T(n, 民 ) 是 可 解 李 代数 . 

但 二 [CL CD ts 
了 T(n, 民 ) 不 是 窜 零 的 . 口 

定义 9.6.10 李 代 数 C 的 一 个 李子 代数 工 称 为 C 的 一 个 理想 , 如 果 


ee: 


对 于 李 代 数 C, 显然 , 它 自身 及 {0} 均 为 其 理想 , 这 两 个 理想 称 为 平凡 理想 . 


定义 9.6.11 (1) 李 代 数 C 称 为 单 代数 , 如 果 它 没有 非 平凡 理想 ; 
(2) 李 代 数 L 称 为 半音 代数, 如 果 它 没有 非 零 可 解 理想 ; 
(3) 李 代数 C 的 最 大 可 解 理想 称 为 它 的 根基 , 记 作 77. 


定理 9.6.5 [113] 任 一 李 代 数 C 可 分 解 为 
C=s@nm 
这 里 s 是 半 单 李子 代数 ,7 为 根基 . 
式 (9.6.5) 称 为 Levi 分 解 . 
定义 9.6.12 李 代 数 C 的 Killing 形式 定义 为 
K(X,Y) = tr(adx ady), VX,Y EC. 

定理 9.6.6 n13 李 代 数 人 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 

R(X)EY, VX EE 


(9.6.5) 


(9.6.6) 


(9.6.7) 


设 一 个 李 代数 C 是 有 穷 维 的 , 记 {e1,… ,en} 为 其 基底 . 对 于 这 组 基底 可 定义 一 个 


有 4._X 即 和 殖 阵 MK 如 下 
A (zh ki,j = K(ei, ei), 0 1: ,Nn, 


这 个 矩阵 称 为 Killing 和 矩阵. 
容易 验证 , Killing 矩阵 的 秩 与 基底 选择 无 关 , 并 且 有 下 面 的 定理 . 


定理 9.6.7 [113] 有 穷 维 李 代数 L 是 半音 的, 当 且 仅 当 它 的 Killing 矩阵 非 奇 异 . 


下 面 给 出 一 个 例子 . 


例 9.6.8 ” 李 代 数 L = si(2, 民 ) 是 半 单 的 . 要 证 明 这 一 点 , 计算 它 的 Killing 矩阵 . 它 


的 一 个 基 是 


LO 
adei e2 = ele2 一 e261 = | a = 63， 


[Ee 
ade, es = €1€3 — €3€1= kK = 一 2e1. 


注意 到 ad。 e; = 0, i = 1,2,3; 因此 


0 0 
ade, e3 一 €2€3 一 €3€2 一 2 0 一 2e2. 


再 利用 反对 称 性 ade, e; = 一 ad。 ei, 可 得 


WU 
0 
SF 人 Tm 
pe 
de = 0 = 0 
0 0 0 
现在 可 直接 计算 ki;, 例如 
人 2 但 
天 二 三 (de de ) = 00 0|=0, 
0 0 0 
等 . 最 后 可 得 
040 
K= |400|. 
008 
由 于 Killing 矩阵 K 非 奇 异 , si(2, 民 ) 是 半 单 的 . 口 


可 解 性 与 Levi 分 解 等 在 切换 系统 的 稳定 性 与 镇 定 问题 中 有 很 多 应 用 , 下 面 给 出 一 个 
例 予 : 


例 9.6.9 给 定 一 个 切换 线性 系统 
守 . 三 4 国力 rE€R", (9.6.8) 
这 里 o : [0, co) 一 4 为 一 个 分 段 定 常 函数 , 4 是 一 个 指标 集 , 即 系 统 在 模型 集 {A、 | 入 € A} 
中 切换 . 设 |4| < co, 那么 如 果 存 在 一 个 P > 0, 使 
PAX AIP<O VAEA (9.6.9) 
则 称 P 为 {4、} 的 共同 二 次 Lyapunov 函数 . 如 果 {4、} 具有 共同 二 次 Lyapunov 函数 ， 
则 无 论 怎么 切换 都 能 保证 切换 系统 (9.6.8) 是 渐 近 稳定 的 . 


文献 [91] 证 明了 : 如 果 {4| 和 Ae 4}74 可 解 , 则 {A} 具有 共同 二 次 Lyapunov 函数 . 
利用 Levi 分 解 , 可 得 到 更 精细 的 判 据 [的 . 加 


9.7 ” 非 线 性 系统 的 几何 理论 


本 节 介 绍 如 何 赋予 非 线性 控制 系统 一 个 几何 框架 , 从 而 将 非 线性 控制 问题 转化 为 微 
分 几何 的 相关 问题 来 研究 . 本 节 的 目的 是 给 初学 者 一 个 整体 观念, 严格 定义 与 结论 应 参考 
相关 控制 论 专著 . 
考虑 非 线性 系统 
| 
t=1 


y=h(z), yeEeY. 


(9.7.1) 


这 里 zx € M 称 为 系统 状态 , M 为 一 个 n 维 流 形 , we U 称 为 控制 ,T 为 一 个 m 维 流 形 ， 
y EY 称 为 系统 输出 , Y 为 一 个 p 维 流 形 . 实际 上 式 (9.7.1) 应 视 为 系统 在 一 个 局 部 坐标 
下 的 表示 . 

先 讨论 系统 的 能 控 性 , 即 是 否 存在 控制 , 使 系统 从 一 个 点 运动 到 另 一 个 点 . 注意 到 ， 
对 某 个 给 定 的 w, 能 运动 的 方向 就 是 向 量 场 f(z) + g(z)u. 由 Chow 定理 可 知 , 向 量 场 之 
间 的 李 插 号 方向 也 是 可 以 运动 的 方向 , 于 是 可 以 定义 一 个 由 这 样 的 向 量 场 生成 的 李 代数 ， 
用 它 来 刻画 能 控 性 . 

定义 9.7.1 李 代 数 

Le 二 {f 十 9u|w= 常数 } 4 

称 为 能 控 性 李 代数 . 

实际 上 , 能 控 性 李 代 数 反 映 了 系统 可 以 移动 的 方向 (这 里 , 我 们 忽略 了 时 间 正 负 的 问 
题 , 下 同 ). 

能 控 性 李 代数 里 有 一 个 方向 , 它 与 控制 无 关 , 是 漂移 项 f. 在 讨论 控制 问题 时 常常 不 
考虑 这 个 方向 . 从 能 控 性 李 代数 里 把 这 个 方向 去 掉 , 不 难 证 明 , 它 会 变 成 如 下 的 李 代 数 . 

定义 9.7.2 李 代 数 

Le A {adr g; |7 LS ,m2 过 A 2 

称 为 强 能 控 李 代数 . 


因此 , 如 果 一 个 系统 的 强 能 控 李 代数 , 作为 分 布 的 维 数 为 n 时 , 系统 可 以 向 任何 方向 
移动 , 也 就 能 控 了 . 
例 9.7.1 考虑 线性 系统 
二 Az 十 人 := Az+ Bu, rE€ER",u eR™ 
i=1 (9.7.2) 
{ 汪 C , Y EE. 
容易 算出 , 对 上 述 线性 系统 有 
Le =pan{B, AB, .HB 
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ev 


(这 里 , 是 将 Ce 看 作 一 个 分 布 .) 因此 线性 系统 能 控 , 当 且 仅 当 Ce 满 秩 . 口 


再 考虑 系统 的 能 观测 性 , 即 是 否 存在 控制 , 使 得 根据 系统 的 输出 y(t) 的 不 同 , 能 将 不 
同 的 轨 线 (等 价 地 , 不 同 初 值 ) 区 分 开 . 不 同 的 y(t) 可 以 用 一 点 的 y 及 其 各 阶 导数 来 表 
示 . 例如 , 解析 函数 y(t) 可 由 y(0),y (0),y'(0) … 唯一 确定 . 显然 , y(t) 的 各 阶 导数 是 由 
Ljhj, Loih; 及 其 高 阶 李 导数 决定 的 , 因此 有 如 下 定义 . 


定义 9.7.3” 余 分 布 
O:=span{dLx,Lx2:**Lx.hj| Xi € {f,91,°.* ,gm};j = 1,..* ,p;k < oo 
称 为 能 观测 余 分 布 . 
因此 , 如 果 能 观测 余 分 布 满 秩 , 则 系统 可 观测 . 
例 9.7.2 考虑 线性 系统 (7.7.2). 容易 算出 


C 
C4 
GO = spanrow N 
OCA"™-!1 
因此 , 线性 系统 能 观测 , 当 且 仅 当 O 满 秩 . 口 


再 举 一 个 例子 , 即 干扰 解 耦 问 题 . 考虑 非 线性 系统 (9.7.1). 如 果 除 控制 输入 外 , 系统 
还 存在 干扰 输入 , 那么 系统 变 为 


t= f(z)+g(z)ut+aq(rz)w, TEM,uEU,weEeW, 


(9.7.3) 


这 里 we W 是 干扰 , W 是 一 个 4 维 流 形 . 
所 谓 干扰 解 耦 问题 , 就 是 要 寻找 控制 , 使 系统 的 干扰 输入 不 影响 系统 的 输出 . 要 解决 
这 个 问题 , 我 们 需要 一 些 准备 : 记 由 输入 渠道 形成 的 分 布 为 G, 即 


G = span{gi,.:* ,gm}. 
定义 9.7.4 一 个 分 布 A 称 为 弱 (f,g)- 不 变 分 布 , 如 果 


[fC) A EEG, We 
[gi(z), A CC A+G, c=1,..,m. pe 


一 个 分 布 A 称 为 (f,g)- 不 变 分 布 , 如 果 存 在 a(z) € 有 Rm™, B(z) e GL(m, 民 ), 使 得 


[f(5), AN eA, (9.7.5) 
[5 CY) A TA op 


这 里 f(z) = f(z) + g(z)a(z), 5(z) = g(z)B(z). 


实际 上 , 我 们 考虑 反馈 控制 
u= a(z)+ BP(z)v. 


为 了 保证 输入 渠道 不 减 , 这 里 假定 6(z) 为 mm x mm 非 奇 异 阵 . 那么 , 对 反馈 后 的 闭环 系统 ， 
新 的 f 和 9g 则 为 三 及 5 了. 

下 面 的 引 理 保证 了 式 (9.7.4) 和 式 (9.7.5) 的 等 价 性 . 

引 理 9.7.1 (Quaker 引 理 ) 假定 A、AUG、ANG 在 zo 点 非 奇异 , 那么 在 zo 的 
一 个 邻 域 NV 上 弱 (f,g)- 不 变 与 (f,g)- 不 变 等 价 . 


可 以 证 明 以 下 的 结论 . 


定理 9.7.1 对 系统 (9.7.3), 干扰 解 耦 问题 可 解 , 当 且 仅 当 存在 一 个 对 合 分 布 A, 它 
是 (f,g)- 不 变 分 布 , 并 且 


qi(7) € A(x) C ker{dh;(z)|7 =1,.…,p»}, 1=1,...,g. (9.7.6) 


当 考 虑 局 部 解 耦 问题 时 , 有 具体 算法 , 可 将 包含 在 ker{dhj(z)|7 = 1,… ,p} 中 最 大 
的 弱 (f,g)- 不 变 分 布 算出 来 ; 再 根据 Quaker 引 理 验证 它 是 (f,g)- 不 变 分 布 ; 然后 , 构造 反 
馈 , 使 式 (9.7.5) 成 立 . 这 样 的 反馈 控制 就 能 保证 干扰 不 影响 输出 . 

微分 几何 方法 在 非 线性 系统 分 析 与 控制 设计 中 有 大 量 应 用 , 是 非 线 性 系统 控制 的 主 
要 工具 和 理论 基础 . 它 的 弱点 是 : 在 一 般 微 分 流 形 中 没有 距离 或 相应 的 度量 , 这 个 问题 将 
在 第 10 章 讨论 . 


9.8 ”注释 与 参考 


经 典 的 微分 几何 以 曲线 及 曲面 为 主要 研究 对 象 . 德国 数学 家 高 斯 (C.F. Gauss， 
1777-1855) 是 近代 曲面 几何 的 创始 人 . 高 斯 被 称 为 数学 王子 , 他 对 数学 的 贡献 是 多 方 
面 的 . 

德国 数学 家 Hermann Grassmann (1809-1877) 是 最 早 系统 研究 高 维 几何 理论 的 人 ， 
他 提出 两 个 向 量 的 积 ( 称 为 二 阶 量 ) 实际 上 就 是 李 括 号 . 

最 早 提出 流 形 (manifold) 概念 的 是 H. von Helmholtz (1821-1894), 他 的 目的 是 给 非 
欧 几 何 一 个 承载 空间 . n 维 流 形 的 研究 与 黎 曼 几何 等 非 欧 几何 的 发 展 密 不 可 分 (参见 第 
10 章 ). 

庞 加 莱 猜 想 由 庞 加 莱 在 1904 年 提出 , 后 来 被 推广 到 m > 3. 有 趣 的 是 : 对 n > 4 的 情 
况 , 在 20 世纪 60-80 年 代 均 获 解 决 . 而 n = 3 的 情况 主要 由 俄罗斯 数学 家 G. Perelman 
于 2003 年 证 明 . 

20 世纪 50-60 年 代 , 控制 论 的 主流 是 调节 原理 , 考虑 的 是 单 输入 单 输出 系统 , 主要 工 
具 是 复 变 函数 . 60 至 70-80 年 代 , 研究 多 输入 多 输出 线性 系统 成 为 主流 , 主要 工具 是 线性 
代数 . 70 年 代 以 后 , 对 非 线性 控制 系统 的 研究 成 为 理论 研究 的 主流 方向 , 其 基本 工具 就 是 
微分 几何 . 


关于 非 线性 系统 的 几何 理论 , 可 参考 文献 [79, 97, 11], 较 新 的 一 些 进 展 见 文献 
[83, 45, 56], 另 一 本 很 好 的 参考 书 是 文献 [86], 它 偏重 实际 非 线 性 设计 . 


9.9 “习题 

9.1 证 明 n 维 球 

S"= {wv € Rt | Fh 

是 一 个 n 维 流 形 , 给 出 它 的 一 组 坐标 卡 . 

9.2 给 出 7T?2 的 一 组 局 部 坐标 卡 , 证 明 它 是 一 个 二 维 流 形 . 

9.3 证 明 S1 是 R? 的 浸入 子 流 形 . 

9.4 定义 微分 方程 

= BER” 

的 解 为 ef (zo), 假定 解 对 所 有 t € RR 均 存 在 . 

(1) 证 明 解 是 一 个 群 ; 

(2) 定义 7 :t 吕 ef (x0). 那么 7: (RR, 十 ) 一 {ef (zx0) | te R} 是 一 个 群 同 构 . 

9.5 设 在 R3 上 有 两 向 量 场 


7x2 eT3 
jz) = | snzz |, yg(2)= |coszs|. 


计算 (1) [f, 9]; (2) [z?f, (zs + x3)9]; (3) [f, [f, g]]. 
9.6 证 明 式 (9.3.13). 
9.7 在 R* 上 设 f= hz, 4 为 一 nxn 和 矩阵 , hh = 二 Cz, GC 为 pxn 盾 阵 . 求 
(1) f(h); (2) A*(h), 这 里 1*(h) 是 由 *(h) = f(f*-1(h)) 递 推 来 定义 的 . 
9.8 设 V 为 一 李 代数 . 证 明 Jacobi 恒等式 也 可 表示 为 


[Yl], 习 二 [ 访 臣 议 | 于 [0 YYZ 


9.9 检验 在 例 9.6.3 中 的 三 个 集合 均 为 李 代 数 . 
9.10 设 了 与 J 为 一 李 代 数 V 的 两 个 理想 . 证 明 
I Ye ed 


和 
77 := {RI THY ey 


均 为 V 的 理想 . 
9.11 检验 例 9.6.2 中 的 所 有 断言 . 


SS 


%0 系统 与 控制 中 的 乓 人 二 于 二 各 0 仙人 和 
9.12 检验 例 9.6.3 中 的 所 有 断言 . 
9.13 检验 例 9.6.5 中 的 所 有 断言 . 
9.14 检验 O(n, 民 ) 是 GL(n, 民 ) 的 李子 群 . 
9.15 检验 Sp(2n, 民 ) 是 GL(2n, 民 ) 的 李子 群 . 


9.16 在 RR? 中 设 
1 一 | 
jf(z) = |sin (zl 十 zz)|， 9g(7)= |ecos (zl 十 zz)| . 
T3 T3 


h(z) 一 zz 十 Z2 一 Z3，w(Z) = (1 zl 十 z2j273). 
计算 (1) ady; (2) Ls(h); (3) Lr(w). 
9.17 设 XeVM weEeV*(M), a,B eC (M). 
(1) 证 明 起 (QaX) 三 de®@ +c 妨 (X); (2) 给 出 d (aw, Bx) 的 计算 公式 . 
9.18 向 量 场 的 高 次 李 导 数 可 递 推 地 定义 如 下 
ad$ g = ads(ad} 1 g) 
函数 及 余 向 量 场 的 高 阶 李 导 数 可 类 似 地 定义 . 计算 
(1) adf 9; (2) L3(h); (3) L3(w). 
9.19 设 玉 : R3 一 下? 定义 为 
i 二 一 忆 25 
加 三 z2 一 273， 
y3 = sin(x2 一 Z3) 十 21， 
(1) 证 明 FF: R3 一 R3 是 一 个 微分 同 胚 ; 
(2) 一 个 向 量 场 X 在 xz 坐标 中 表达 为 


sin(Zl 一 Z2) 


-二 exp(Z3) 
2 
给 出 它 在 y 坐标 下 的 表达 ; 
(3) 一 个 向 量 场 Y 在 y 坐标 下 表达 为 
exp(y1) 
Y= |y+y|, 
y3 


给 出 它 在 x 坐标 下 的 表达 . 
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9.20 计算 下 列 向 量 场 的 积分 曲线 : 


(1) 
010| |zi 
X= |101| ll € V(RS), 
001| |zs 


初 值 zo = (1,0, 1)T; 
(2) 


pi 由 i e V(R?), 
1 


初 值 To 三 (0, 3 

9.21 在 了 3 中 , 设 X = (zi 十 x2,23,Z1 一 Zz3)T. 计算 下 列 各 式 对 和 的 导数 . 

(1) h(z) = sin(z1 + 22) + cos(z1 一 Z3) € Or(R3); 

(2) Y(z) = (sin(zx1 + zz),cos(zl — x3), 72)T € V (RS); 

(3) w(z) = (sin(z1 + za),cos(Zl — £3), 72) < V*(R3). 

9.22 设 D 为 有 限 光 滑 函 数 生成 的 余 向 量 场 构 成 的 余 分 布 , 即 存在 光滑 函数 
{hi1,… , hg}, 使 得 

D = span{dhi,::: ,dhx}. 


记 它 的 正 交 分 布 为 
A= DL =apan(W | Nah Wh= 0 7 
证 明 4A 是 对 合 的 . 
9523 (1) RX = | | rEV(R?),Y = k | zx E V(R?). 找 出 由 匀 、Y 生成 的 李 


代数 {X,Y}ra. 
(2) 设 了 = Az eV(R"),Y = Bz EV(R"). 找 出 由 天 、 生成 的 李 代 数 {X,Y}La. 
9.24 利用 式 (9.5.11) 给 出 下 列 微分 方程 的 级 数 解 


XZ1 e72 , 
z2| = |zi+zs|, 7(0)=0. 


23 sin(z1) 


张 量 场 、 黎 曼 几 何 与 全 几何 


黎 曼 几何 、 辛 几何 等 是 控制 理论 中 几何 方法 的 基础 , 同时 , 它们 在 物理 学 、 力 学 及 工 
程 实际 问题 中 也 有 大 量 应 用 . 从 近代 数学 的 观点 看 , 它们 无 非 是 在 流 形 结构 上 加 上 了 一 个 
张 量 场 结构 . 粗略 地 说 , 如 果 加 上 一 个 对 称 的 张 量 场 结构 , 就 成 了 黎 曼 流 形 . 如 果 加 上 一 
个 反对 称 的 张 量 场 结构 , 就 成 了 辛 流 形 . 因此 , 我 们 从 统一 的 张 量 与 张 量 场 分 析 入 手 , 讨 
论 黎 曼 几 何 和 辛 几何 . 最 后 对 哈密 顿 系统 作 一 些 讨论 . 


10.1 ” 张 量 及 其 运算 


设 V 为 一 个 nn 维 向 量 空间 . 一 个 映射 $:V x… xV 一 恨 称 为 多 线性 映射 , 如 果 它 


k 


大 天 和 
(2) 


0 由 (XI1 ,Yr + Zi, RE DRT 有 , Xk) 十 的 XI 了 有 A 


设 {e1,… ,en} 为 V 的 一 组 基 , V 的 对 偶 空 间 记 作 V*, V* 的 一 组 基 {d1,:… ,d"} 
称 为 {e1,… ,en} 的 对 偶 基 , 如 果 它 满足 


二 1, i=), 
d'(e;) = : 
0 去 天 六 
定义 10.1.1 一 个 多 线性 映射 


:Vx::xVxV*x...xV*— RR 
A 
称 为 VV 上 的 张 量 , 这 里 7 称 为 协 变 阶 , s 称 为 逆 变 阶 . 由 简称 为 一 个 (7, s) 张 量 . (7, s) 张 
量 集合 记 作 T7(V). 
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ee 5 gei ,ei Gd7 ,07:), 上 < Uy ,br < 人 1 和 ,Js < 3. 


我 们 构造 一 个 矩阵 


11.…1 ll:--n nN ,RN 
DS i cs 
11…'1 11…7m NT ,NN 
Wm I lm 
TD ; (10.1.1) 
11:….1 11:.…n nn:.*1 nn nN 
A et et 
1 Ee PR 


A hy ts Ce A a 
称 它 为 $ 的 结构 和 矩阵， 记 向 量 Xe Y 为 一 列 向 量 X = (ol an) 人 ) 即 X= 六 aiei. 
gs 


同样 , 一 个 余 向 量 we V*, 记 作 一 个 行 向 量 w = (by,… ,bn), 即 由 = 站 bidi. 那么 我 们 可 
$= 
以 用 下 式 计算 张 量 值 


Ki Kr We) 3 (1 BB ws) TX Os BK,); (10.1.2) 


协 变 阶 > = 0 及 逆 变 阶 s = 0 是 两 个 重要 的 特殊 情况 . 我 们 简单 地 记 T7 := 万 ,其 元 
素 称 为 7 阶 协 变 张 量 ; 记 不 := 7, 其 元 素 称 为 s 阶 逆 变 张 量 . 


例 工 0 二， 设 Ve7T3(R3), 定 义 为 


V(X, 2) EY ER (10.1.3) 


这 里 x 是 叉 积 , . 是 点 积 . 熟知 , V 为 以 和 、Y、2 为 棱 构 成 的 平行 六 面体 的 体积 ( 当 
天 -Y-G 成 右手 系 时 为 正 , 为 左手 系 时 为 负 ). 
V 显然 是 一 个 张 量 . 如 果 取 标准 坐标 基底 el = 6, ez = 3， es = 蚂 , 那么 容易 算出 


于 是 , 结构 矩阵 为 


Mu = [0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, —1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, —1, 0, —1, 0, 0, 0, 0, 0]. 
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令 隋 = (zi1) T2; Z3) 工 ， Y= (yi, 22， ya)T, Z= (z1, 22, 23) 工 ， 于 是 
V(X,Y,2)= MA(X ®Y ®2) 


= XT1Y2%3 十 T1Y3%2 一 T2Y123 十 T2Y321 一 TIY122 一 23V221. 


口 
下 面 我 们 定义 两 个 张 量 的 乘积 , 称 张 量 积 . 
定义 10.1.2 设 EE€77,nmE77, 那么 其 张 量 积 E@n E Te? 由 下 式 定义 
EXT(XI ,rr+Hpiwl ,Wstq) 
一 EX1 , Xr; wl, Wa)N Krtl, Hpjiws+1 ws+9). (10.1.4) 


张 量 积 的 结构 矩阵 是 结构 矩阵 的 张 量 积 . 我 们 将 它 叙 述 为 一 个 命题 , 证 明 留 给 读者 . 

命题 10.1.1 设 & 和 7 的 结构 矩阵 分 别 为 Me 及 JW. 那么 E@11 的 结构 矩阵 为 
Me@n = Me ® M'. (10.1.5) 

协 变 张 量 o € 77(V) 有 特殊 的 重要 性 , 下 面 着 重 讨论 它们 . 

定义 10.1.3 J ET"(V) 称 为 一 个 对 称 协 变 张 量 , 如 果 

(XI RR 7 ?交合 = $(X1,.… I , Xi, i) VX:EV. 

9 称 为 一 个 反对 称 协 变 张 量 , 如 果 

p(X1,.…- i es ey 一 —p(X1,.…- Sp py We VXiEV. 


记 S*(V) c T*(V) 为 k 阶 对 称 协 变 张 量 集合 , 0*(V) C T*(V) 为 k 阶 反对 称 协 变 
张 量 集合 . 我 们 先 研究 反对 称 情况 . 我 们 有 


QV)={0}, k>n. 
要 证 明 这 一 点 , 考查 一 个 反对 称 张 量 $, 如 果 X; = X;, 那么 


p(X1,.…- 3 下 > 一 一 上 Xi a "er) 
—p(X1,.… ,Xi > 本 


因此 它 是 零 ， 现 在 假定 r > n, 并 设 Xi 为 基底 {e1,… ,en} 中 某 个 元 ， 显然 
gen ,ei,) = 0 因为 ei,，,… ,ei, 中 至 少 有 两 个 是 一 样 的 , 由 上 面 的 讨论 可 知 其 为 
零 . 再 由 多 线性 性 , 6(X1,… ,X,) 是 基底 项 8(ei,,… ,ei,) 的 线性 组 合 , 因此 它 是 零 . 于 
是 我 们 得 到 
QA(V) = no(V) @QIV) @...@ Qn(V), 

它 是 反对 称 张 量 空间 , 这 里 Do(V) := 有. 

下 面 我 们 定义 两 个 映射 ， 分 别称 为 对 称 映射 和 反对 称 映射 , 它们 可 以 将 一 般 张 量变 为 
对 称 的 或 反对 称 的 . 
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定义 10.1.4 对 称 映 射 呈 :TT"(V) 一 S"(V) 定义 为 


1 
P(G)X1,… ,Xr) = >》 bXo0), Xi (10.1.6) 
ES 
反对 称 映射 4:T7r(V) 一 Q"(V) 定义 为 
-0)(X1， 学 ;Xr) 2 人 > sgn(o)$(Xo(1), 7 有 了 有 CIONL:Y) 


7! 
CESr 


这 里 59, 是 有 阶 对 称 群 . 


例 10.1.2 设 $€ 73(V)， 要求 P(W 及 A(9) 先 讨 论 3 阶 对 称 群 68， 记 5s = 
{cl),…， ,06}, 其 中 


因此 


P(9)(X1, X2, Xa) = $0(X1, X2, X3) + BKX1, Xa, X2) + p(X2, X1, Xa) 
+9(X2, X3, X1) + P(Xa, X1, X2) + $(X3, X2, X1)]. 


一 个 置换 的 符号 为 (1)*, 这 里 是 实现 置换 的 对 换个 数 . 于 是 sgn(o1) = (1)° = 1， 
sgn(o2) = (—1)’ = 一 1, sgn(03) = (—1)’ = -1, sgn(04) = (—1)? = 1, sgn(os) = (一 1)2 = 
1, sgn(co6) = (一 1)s = 一 1. 因此 


A(P)(X1, X2, X3) = $90(X1, X2, X3) — P(X1, Xa, X2) — (KX2, X1, Xs) 
+9(X2, X3, X1) + (Xs3, X1, X2) — G(X3, Xo, X1)]. 


命题 10.1.2 设 V 为 n 维 向 量 空 间 , 则 Q(V) 的 维 数 是 
dim(Q(V)) = 27. (10.1.8) 
证 明 注意 到 ye 7T*(V) 是 由 
0 CN 
唯一 决定 的 , 换言之 
{A(d1®...@d*)|1gi<io < <ir gn)} 


是 T*(V) 的 一 个 基 . 因此 dim(Q*(V)) = (”), 结论 显 见 . 局 


系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 (第 2 版 ) 


反对 称 张 量 的 棉 积 在 张 量 分 析 中 是 很 重要 的 . 
定义 10.1.5 设 GEQ"(V) 及 人 EQs(V). 模 积 人 :GA 人 YW 定义 为 


Ct) (ge@y) erty). 


$AY = 


下 面 给 出 一 个 例子 . 
例 10.1.3 设 $eQ2(V) 及 Ee Q1(V), 那么 


pA VX1, X2, Xs) = 3 


和 各 3! 1 5 S55 (a)($ BP)Xo0), Xo(2), Xo(s)) 


oESs 


3l($® YX1, X2, X3) — ($ BV (XI1, Xs, X2) 
—($ ® YX2, X1, X3) + ($ BY) (Xs2, Xs, X1) 
+($ ® YXs, X1, X2) — ($ BY)(X3, X2, X1)] 


(10.1.9) 


SOCX1, Xa) W(X3) — BX1, Ka) W(X2) — BXz, Xi) W(X) 


+9p(X2, Xa)V(X1) + BX3, XI1) V(X2) — BX3, X2)V(X1)] 
= $(X1, Xo) V(X3) — P(X1, X3)V(X2) — p(X2, X3)V (XI1). 


口 


下 面 给 出 棉 积 的 一 些 基本 性 质 . 它们 均 可 由 定义 直接 计算 而 得 到 证 明 , 具体 留 作 练 


命题 10.1.3 (1) ( 双 线 性 性 ) 


$A(WI+wY2) = 加 入 及 十 加 人 人 W. 


AVAN) = ($A ATn. 
(3) 如 果 98 EQr(V) 且 wE Qs(V), 那么 
$AV=(-1) "yA. 
和 Benm(Vj t= 这 半 交 


(1 十 … 十 
2 


9 NA 入 办 三 A(91 B® br). 


(10.1.10) 


(10.1.11) 


(10.1.12) 


(10.1.13) 


如 果 …… ,wk ET1(V), 那么 由 式 (10.1.13) 有 
wi NA: Awk 一 NA 四 ……@wk). (10.1.14) 
由 命题 10.1.2 的 证 明知 dim(Q*(V)) = (”). 现在 设 取 V 的 对 偶 基 为 {di,…，, dn}. 
那么 我 们 可 以 构造 一 个 集合 
Bp={di NAAdi|l<ii<io < <ii <n} CAr(V). (10.1.15) 
注意 到 Bk 中 共有 (”) 个 元 素 , 而 它们 显然 线性 无 关 , 因此 , 它们 构成 0*(V) 的 一 组 基 . 
命题 10.1.4 定义 于 式 (10.1.15) 的 Bi 是 Qk(V) 的 一 组 基 . 


于 是 n 维 空间 V 的 n 阶 反对 称 张 量 集 是 一 个 一 维 空间 . 利用 前 面 的 记号 , 它 的 一 个 
基底 元 素 为 di 入:… 信 dn. 因此 , 任何 w e Q"(V) 均 可 表示 为 w = Xdi 人 人 :… 人 dn, 入 eR. 

合 题 1101.5 设 w € OV er en 为 VV" 的 二 本 涩 (Wi 
(el,… ,en)4. 那么 


w(vV1,:** ,Vn) = det(A)w(e1,::: ,en). (10.1.16) 
’ ; 1 ,, 
713 : _ |. 由 多 线性 性 可 得 
321 22 Vn 
w(V1)…， ,Vi) = 天 Ce 2 
o(ily* sin)ESn 
= 2, sgn(o)ao(1),100(2),2°""Q0(n) nd (el ,en) 
CESn 


= det(4)w(el)…… ,en). 
口 
用 和 矩阵 的 半 张 量 积 (参见 附录 A) 进行 张 量 计算 有 极 大 的 便利 . 容易 证 明 , 如 果 X、 


Y 为 两 个 列 向 量 , 则 
= 工 


如 果 环 、Y 为 两 个 行 向 量 , 则 
TY = 


利用 这 个 关系 可 知 , 式 (10.1.2) 在 半 张 量 积 下 可 表示 为 

pKX1,: ,Kr Wg) = ws KKwWI KT KXIK::. KX.. (L017) 
这 个 式 子 的 优点 是 , 因为 半 张 量 积 的 结合 律 , 我 们 不 再 需要 括号 , 计算 可 按 任意 顺序 进行 . 
它 的 一 个 用 处 可 在 下 面 的 坐标 变换 中 显示 出 来 . 


我 们 在 前 面 已 提 到 , 结构 矩阵 依赖 于 坐标 , 那么 在 坐标 变换 下 结构 矩阵 会 怎样 变化 
呢 ? 设 关 = (a1,… ,an)7 为 一 向 量 , 如 果 有 一 个 线性 坐标 变换 y = Jz, 那么 在 新 坐标 下 ， 


X 变 为 JX. 如 果 有 一 个 余 向 量 w = (Qi,… ,an), 那么 它 在 新 坐标 下 应 表示 为 什么 样子 
呢 ? 注意 到 余 向 量 是 向 量 的 线性 函数 , 因此 , 函数 值 w(X) = wX 应 与 坐标 选择 无 关 . 于 
是 , 余 向 量 在 新 坐标 下 应 表示 为 wj 一 :!. 

现在 , 假定 在 新 坐标 下 4 的 结构 矩阵 为 卫 , 那么 同样 道理 , $ 的 值 应 与 坐标 无 关 , 即 


6 了 
=ws XKwxTxXIX:...xX. (10.1.18) 
利用 命题 A.1.4, 不 难得 到 


a DS yo) 
es 


因此 可 得 

(TB VY MP TT = (10.1.19) 
等 价 地 

Pe (I SI a ee MT yl. (10.1.20) 


10.2 ” 流 形 上 的 张 量 场 


下 面 定 义 流 形 上 的 张 量 场 . 

定义 10.2.1 在 一 个 Cee 流 形 M 士 的 一 个 .Ce 张 量 场 $(z) E TCMNM) 是 一 个 
规则 , 它 对 每 一 点 To E M 指定 一 个 8(z0) e TY(Tzo(M)), 使 得 对 任意 Cee 向 量 场 
X1(Z),… ,Xr(T) 和 余 向 量 wi(7T),… ,ws(7Z), 映射 

p(X1(T),-…- ,Xr(T), wi(2), ,Ws(7)) 

是 一 个 Ce 通 数 . 

类 似 于 张 量 , 对 张 量 场 我 们 也 可 同样 定义 对 称 、 反 对 称 等 . 两 个 张 量 场 的 张 量 积 及 攀 
积 也 是 定义 好 的 . 

局 部 地 说 , 在 一 个 n 维 流 形 M 的 一 个 坐标 卡 (U,z) 上 将 TL(M) 的 自然 基底 选 为 
;i 二 1,… ,n, 而 它 的 对 偶 基 为 dzi, i = 1,… ,n. 


2? 


反对 称 张 量 在 理论 上 十 分 重要 . Q*(M) 的 一 个 自然 基底 为 
{dzi, 人 :+.A dzi | TT < nF 


一 个 张 量 场 we Q*(M) 称 为 一 个 上 -形式 . 显然 dim(Q7(M)) = 1. 一 个 nn- 形式 可 用 
来 给 流 形 定向 . 


定义 10.2.2 一 个 流 形 M 称 为 可 定向 的 , 如 果 存 在 一 个 Cee 的 人 -形式 w, 使 得 


w(p) 和 关 0，VYPE AI. 


要 理解 为 什么 一 个 非 零 n- 形 式 称 为 一 个 定向 , 我 们 先 看 R". 在 R" 上, dzl Adzo 和 
.… 人 dzn 称 为 一 个 自然 定向 , 它 定 的 是 一 个 什么 方向 呢 ? 我 们 从 低 维 看 起 . 在 R? 中 的 自 
然 定向 是 w = dzl 人 dz2. 设 坐 标 轴 向 量 以 让 - 一 认 。 反 时 针 定向 时 对 应 


0 Ee) 
WwW (起 37> 2 
容易 算出 


w (去 ， Be) = dzx1 ® dz2 (去 ， 二 ) 一 dzl @ dr2 (起: 二 ) 基业 (10.2.1) 


如 果 我 们 用 ( 5 ， 训 - ) 代入 ; 则 有 


ET 
ee 


现在 我 们 假定 有 两 个 向 量 VW、, Vi-V2 成 反 时 针 结 构 , 于 是 它们 可 表示 为 (不 妨 设 


IVill = 1) 
机 | 二 [ena i 
sin(a) sin(a + 6B) 


利用 命题 10.1.5 可 得 


i ss ee ( 9 1 ) i 


sin(a) sin(a 十 D) dz1’ Oz2 


如 果 态 -V2 成 顺 时 针 结 构 , 即 -x < 6<0, 则 w(Vi,W) < 0. 

同样 在 R3 中 , 令 w = dz1 人 dzx2 人 dzs, 不 难 检验 , 如 果 三 个 向 量 你 -人 -大 形成 右手 
系 方向 , 则 Q(WVi, V2, V3) > 0, 而 若 为 左手 系 方向 , 则 Q(Vi, V2, V3) < 0. 

对 于 及", n > 3, 虽然 很 难 用 这 种 直观 形象 来 解释 , 但 其 几何 意义 也 是 显 见 的 . 一 个 非 
零 n- 形 式 用 其 在 n 个 向 量 上 的 取 值 的 正 负 表明 这 nn 个 向 量 所 构成 的 框架 的 定向 . 

现在 , 设 U,W Cc R" 为 R* 上 的 两 个 开 集 , 0 夭 w e Q7(R”), wv = wlv, ww = wlw:. 
:UU 二 W 为 一 微分 同 胚 , 那么 F*(ww) e QR"(U). 于 是 


F* (ww) = Awyv. 
如 果 入 > 0 则 称 为 保 向 映射 , 否则 称 其 为 逆向 映射 . 下 面 的 定理 给 流 形 定向 一 个 很 好 的 
刻画 . 
设 { 剖 ,p1}, {U2,p2} 为 流 形 M 上 的 两 个 坐标 卡 , Dan U2 关 @, 这 两 个 坐标 卡 称 为 
保 向 的 , 如 果 pi o pz! 是 保 向 的 . 


定理 10.2.1 (52] 一 个 流 形 M 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 它 有 一 个 由 保 向 坐标 卡 组 成 的 
覆盖 . 

例 10.2.1 (1) 球面 5 是 可 定向 的 . 

(2) M5bius 带 是 不 可 定向 的 . 

我 们 只 分 析 (2). 设 我 们 在 Mabius 带 ACBADB 上 有 一 个 如 图 10.2.1 的 定向 , 那么 
把 右 半 边 移 到 左 半 边 (虚线 ) 立即 得 到 一 个 相反 的 定向 , 这 说 明 Ma5bius 带 可 以 连续 地 从 
一 个 定向 变 到 另 一 个 定向 . 回 


CU 
翅 


by] 
kw) 


10.2.1 Ma5bius 带 上 的 “定向 ” 


最 后 , 我 们 定义 外 微分 . 我 们 已 经 知道 对 于 一 个 光滑 函数 he C7(M) = Q°(M), 其 微 
分 d:h 忆 dh 是 一 个 从 Q9(M) 到 Q1(M) 的 RR 线性 映射 . 一 般 地 , 我 们 定义 一 个 恨 线性 
映射 d : C*(M) 一 C*t1(M) 如 下 , 称 它 为 外 微分 . 

设 w = a(z)dza 入 … 人 dz*, 那么 

dw = da(z) A dr" 和 人... 人 dz™*. (10.2.2) 

因为 d 是 了 及 线性 的 , {dza 入 .… 和 Adzikr 11 和 和 < 加 <… < 之 认 攻 nn} 是 Q*(1M) 的 基底 , 上 
式 唯一 地 定义 了 这 个 映射 . 

注意 , 为 了 避免 复杂 的 几何 概念 , 我 们 只 在 局 部 坐标 下 定义 外 微分 . 它 在 使 用 上 很 方 
便 , 但 必须 证 明 它 与 局 部 坐标 选择 无 关 , 而 这 是 易 证 的 . 

下 面 给 一 个 简单 例子 . 


例 10.2.2 设 w= sin(zl 一 7Z2)dzi 人 dzs € 022(R3). 那么 


dw = (cos(zl 一 zz)dzl 一 cos(Zl 一 Z2)dzz) A\ dzx1 人 dzs 
一 一 cos(Zl 一 Z2)dz2 人 dzl Adzs 
= cos(Z1 一 Z2)jdzl Adzz 人 dzs € 03( 了 3). 


定理 10.2.2 (1) 


GE 0; (10.2.3) 


(2) 设 9eEQ"(M) 及 weQs(M), 那么 

d(0 Aw)= dAwt+t(—1)"0 A dw. (10.2.4) 
证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 可 假定 w 只 有 一 项 , 即 w = a(z)dza 入 …: 入 dz. 那么 
02a(z) 


d2w = - 
Dd Gh bu 
» :a a 


dz Adz7 Adzia A...Adz’s. 


因为 总) = 如 8 四 及 dzk Adzi = -dzi 人 dz*, 立即 可 得 式 (10.2.3) . 
要 证 明 式 (10.2.4), 设 0 = a(z)dzia 入 …:Adzir 及 w= 二 b(z)dz7i 人 人:… 信 dzis. 不 妨 假 
定 
让 天 


否则 , 式 (10.2.4) 的 两 边 均 为 零 , 等 式 显 见 成 立 . 那么 


d(9 和 人 w) = > (0 + oR ) de de A A do A do A A dof 
5 村 po 
0a i: il i j1 i 
= > adz 入 dzia 入 : .Adzir Abdrii 入 .和 Adzis 
t#i?,j9 过 


+ >》， 0 名 dt 和 dzi A... Adrir Adei A... A dei 
$2 07 


= bdgAw 十 (-1radza .Ndr >， dyt A de A... A dei 
ti?,79 


= d0 Awt+(—1)"0 A dw. 
口 


最 后 说 明 外 微分 对 微分 同 胚 的 不 变性 . 设 户 :1M 一 NN 为 一 微分 同 胚 , we Q(N). 那 
么 Fr(w) e Q(M). 容易 证 明 


Fod=dor. (10.2.5) 


10.3” 黎 曼 几 何 
当 7 = 2, 张 量 场 $(x) € 72(M) 是 一 个 二 次 型 , 那么 在 局 部 坐标 下 它 可 表示 为 


这 里 Muw(z) 是 9 的 矩阵 表示 , 它 的 元 素 为 


Mii(z) = ga) ( 读 埃 ) 


张 量 场 wz) 是 对 称 的 (反对 称 的 ), 当 且 仅 当 Ms(z) 是 对 称 (反对 称 ) 矩阵 . 如 果 
G(z)(X,X) >0， 且 G(X(z),X(z)) =0, 当 且 仅 当 X(z) = 0， Vz e M， 
则 $(z) 称 为 正定 的 . 显然 8(z) 是 正定 的 , 当 且 仅 当 My(z) 是 正定 矩阵 . 


定义 10.3.1 一 个 流 形 M 连同 一 个 对 称 张 量 $E T2(1M) 称 为 一 个 伪 歼 曼 流 形 ; 如 
果 9 还 是 正定 的 , 则 (JM,9) 称 为 一 个 歼 受 流 形 . 


设 (M,9) 为 一 个 黎 曼 流 形 . 一 条 光滑 曲线 工 定义 为 映射 工 : [a,0b] 一 M. 工 的 长 度 定 


义 为 
br dE 


两 点 4= L(a) 及 B = L(b) 的 流 形 距离 定义 为 
d(A,B) = inf{|L||L(a) = A, L(b) = B}, (10.3.2) 


可 以 证 明 这 是 一 个 距离 59, 因此 , 黎 曼 流 形 是 一 个 距离 空间 . 

在 黎 曼 流 形 上 , $(X,Y) 通常 用 内 积 形式 (X,Y) 表示 . 

例 10.3.1 (1) 在 Rr" 中 设 8 由 Ms = I 给 出 , 那么 显然 它 是 一 个 黎 曼 流 形 . 
事实 上 由 这 个 二 次 型 % 定义 的 距离 是 了"” 上 的 普通 距离 , 即 , 令 4 = (zf,… ,z4)， 
B= (gD jn 则 


n 


d(A,B) = > (zf — ZB) 


4 二 1 


(2) 在 Rs 中 设 9 由 下 式 给 出 


这 里 c 是 光速 . 那么 Rt 带 上 这 个 $ 是 一 个 伪 黎 曼 流 形 , 它 是 相对 论 中 时 空 四 维 空间 的 
“距离 ”[68]. 口 


下 面 考虑 黎 曼 流 形 上 的 积分 . 先 考虑 一 般 可 定向 流 形 上 的 积分 . 设 M 为 一 可 定向 流 
形 , we Q"(M) 是 处 处 不 为 零 的 n- 形 式 , 它 给 M 定向 . w 称 为 一 个 体积 元 . 


定义 10.3.2 设 (U,9) 为 一 坐标 卡 ， 即 9(U) C R", 在 这 个 坐标 卡 下 w 表示 为 
w(z) = g(z)dzl A:..Adz". CC 9(U) 是 一 个 立方 体 . 那么 w 在 8-1(C) 上 的 积分 定义 为 


ho® = | swe. (10.3.3) 
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设 f(z) 为 一 有 界 分 段 连续 函数 . 那么 在 -1(C) 上 的 积分 定义 为 
Rl ~ Raya sda (10.3.4) 
$-1(C) C 


要 说 明 积 分 是 定义 好 的 , 我 们 必须 指出 它 与 局 部 坐标 无 关 . 设 y = y(z) 为 另 一 坐标 ， 
由 微 积分 可 知 式 (10.3.3) 的 右边 为 


fst) aet( Tet) ev 


而 w 在 yy 坐标 下 可 表示 为 
w = g(x(y)) det(Jzs(y))dy 入 .和 dy” 


因此 , 式 (10.3.3) 仍然 成 立 . 

只 要 积分 对 一 个 小 方块 定义 好 了 , 它 对 任何 区 域 也 就 定义 好 了 , 因为 区 域 可 分 解 成 小 
方块 . 

显然 流 形 上 的 积分 依赖 于 体积 元 的 选择 . 幸运 的 是 , 下 面 的 定理 保证 唯一 的 约定 积分 
在 黎 曼 流 形 上 存在 (证 明 见 文献 [52]). 


定理 10.3.1 设 M 为 一 个 可 定向 歼 曼 流 形 , 歼 受 距离 为 $B. 那么 存在 M 上 唯一 的 
定向 张 量 w Ee Q7(1M), 使 对 任何 正 交 基 {e1,:… ,en}, w(el,……… ,en) 二 1. 而 且 , 设 Me(z) 
为 五 在 给 定局 部 坐标 z 下 的 答 阵 形 式 , 那么 由 可 表示 成 


由 三 V5dzl A...A dr", (A053:5) 
这 里 g = det(Ms). 
这 个 w 称 为 自然 体积 元 , 在 定向 黎 曼 流 形 上 的 约定 积分 就 是 对 这 个 w 的 积分 . 


例 10.3.2 在 下 ?3 上 设 曲面 9 由 z= F(z,y) 定义 . 在 S$ 上 的 距离 为 R3 上 的 导出 距 
离 . 考虑 在 区 域 D 上 的 积分 , 这 里 


D={(z,y, F(z,y))|(z,y) € D}. 


记 T*(5) 的 基 为 (Bi, Ez), 那么 
Pe 1 
Ei = 9 (3 = .村 


同 理 
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现在 自然 体积 元 的 矩阵 为 Ms 


Ms = [BB (BB, Bo) _ i (92)e 外 外 、 
(Ez, E1) (E>, E2) oF 9 好 ) 


因此 


设 h(z,y) 为 9 上 的 一 个 函数 , 它 在 万 上 的 积分 为 
| oF\? /or\’ 
人 pe 1 十 ( 蕊 ) 十 (车 ) dz A dy. 
图 


下 面 考虑 黎 曼 流 形 上 的 微分 . 联络 是 黎 曼 流 形 上 最 重要 的 微分 形式 , 它 在 几何 和 物理 
中 均 有 大 量 应 用 四. 利用 半 张 量 积 我 们 将 联络 的 一 些 基本 公式 表示 为 矩阵 形式 . 


定义 10.3.3 设 f,gEV(M) 为 两 向 量 场 . 一 个 映射 yV:V(M) xV(M) 一 V(M) 
称 为 一 个 联络 , 如 果 它 满足 
(1) 


Vrf1s9=7SVf9, 7,s ER, (10.3.6) 


(2) 
Vrf19=hVrg, Vi(hg)= Li(h)g+hVrg, he oC™(M) (10.3.7) 


在 一 个 局 部 坐标 zx 下 , 联络 对 基底 的 作用 记 作 


0 Le 
Ve (去) -2 


这 里 75 称 为 Christoffel 符号 . 利用 Christoffel 符号 , 我 们 定义 Christoffel 矩阵 荆 如 下 


VU se Ve VE 
T=|: 
Ve 
两 向 量 间 的 联络 由 以 下 和 矩阵 表示 . 


A nn 
命题 10.3.1 设 f = 有 i 如; 及 g 一 》 gj 可-， 那么 
i=1 j=1 


Vi9= Dgx f+Ixfwryg. (10.3.8) 


Ee 
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证 明 由 定义 (10.3.6)~(10.3.7), 可 算出 


7=1 k=1 


Wg (Sa ! 守 守 wnt 想 ) 
=Dgx f+ITxfwrxyg. (10.3.9) 


式 (10.3.9) 的 最 后 式 子 是 向 量 场 的 向 量 形式 表示 , 即 向 量 场 f = 2 Fa - 简单 表示 为 
f= (Qe a * 囊 


设 y = y(z) 是 另 一 个 局 部 坐标 . 我 们 导出 本 在 新 坐标 下 的 表示 , 记 作 了 褒 为 新 坐 
标 下 的 相应 元 素 , 则 有 以 下 引 理 . 


引 理 10.3.1 在 新 坐标 y 下 , 有 


和 时 二 
iy Yi0Y1 Yi0Yn 


本 or bz， 1T 
也 Wi | 
各 Ona co 
Oy; oy1 Oy; dyn 
Dzi .. 8 os 
二 和 [ 座 ， | ’ [ Yj | : Cm) 
证 明 设 
0 < 
Ta 2 9zs。 Oy; 
0 < 
i rt 吓人 


回忆 的 定义 , 可 知 


应 用 式 (10.3.8) 到 上 述 等 式 即 得 式 (10.3.10). 加 


定理 10.3.2 在 新 坐标 下 , 栈 是 


T= DrDz+T x Dz(I ® Dz). (10.3.11) 
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用 (ij) 标记 它 的 列 , 那么 它 的 (i7) 列 为 式 (10.3.10) 右边 的 第 一 项 . 


其 次 , 记 Dz 的 第 i 行为 , 那么 


TDE = re Wo we): 


因为 T@ Dz = diag(.… ,J 了 ), 故 


Tx Dz w(T® Dr) 


=(T Kk Jr ,TT wm ve ne dl ee. A 


显然 上 式 的 (17) 列 是 式 (10.3.10) 右边 的 第 二 项 . 


加 


设 M 为 一 黎 曼 流 形 , 其 黎 曼 距离 由 G = (gij)nxn 决定 . 黎 曼 几何 基本 定理 说 , 在 M 


上 存在 唯一 的 黎 曼联 络 [3 , 并 且 Christoffel 符号 由 


1 所 Ogss Og; . 0g; 
ki ks Bi 09i js 
I 29 (说 dr, Bw)’ 


决定 , 这 里 g 是 G-! 的 (和 7) 元 . 
我 们 知道 下 述 命题 加 . 
命题 10.3.2 ”在 和 歼 曼 流 形 上 存在 唯一 的 联络 , 使 
(1) 
[f,9] = Vig9 — Vof: 


(2) 对 X,Y,Z EeV(M) 


Lx(w( 2)) = wR 丰 天 有 世 | 


称 Christoffel 矩阵 是 对 称 的 , 如 果 
1 诲 三 ?和 Vn, k. 
实际 上 我 们 有 以 下 定理 . 


(10.3.12) 


(10.3.13) 


(10.3.14) 


(10.3.15) 


定理 10.3.3 设 在 流 形 N 上 存在 一 个 联络 , 它 有 对 称 Christoffel 矩阵 , 那么 式 
(10.3.13) 成 立 . 


证 明 显 见 如 果 Christoffel 矩阵 荆 对 称 , 则 
Tx wg=L KY /0 
由 式 (10.3.8) 可 得 


Vig9— Yof = Dgf — Dfg = [f, gl. 
口 


由 式 (10.3.12) 可 知 , 对 于 黎 曼 流 形 Christoffel 矩阵 对 称 . 根据 定理 10.3.3, 式 
(10.3.13) 显然 成 立 . 由 命题 10.3.2 和 定理 10.3.3 可 知 , 在 黎 曼 流 形 上 使 Christoffel 矩阵 
对 称 的 联络 唯一 . 

一 个 相关 的 问题 是 测 地 线 . 测 地 线 方程 外] 也 可 以 表示 成 矩阵 形式 . 一 条 曲线 7(t) 称 
为 M 上 的 测 地 线 , 当 且 仅 当 


和 二 了 X72. ; (10.3.16) 
当 r(t) 在 局 部 坐标 下 表示 为 r( = (z1(t),… ,zn(t))T, 那么 方程 式 (10.3.16) 可 表示 为 
以 下 和 矩阵 形式 


2 v1 


Cn 2 

从 某 种 意义 上 讲 , 联络 是 对 向 量 场 求 导 数 . 下 面 考 虑 二 次 求 导 . 如 果 对 函数 求 两 次 导 

数 , 我 们 有 
LxLyh “到 LyLxh = LIx,r]h. 

受 其 启发 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 10.3.4 设 久 、Y 为 歼 曼 流 形 M 上 向 量 场 . 定义 Ro(X,Y):V(M) =» V(M) 
为 

Ro(X,Y)Z = Vx(Vry2)— Vy(Vx2Z)— VIx,Y]Z, (10:3.17) 


称 Ro(X,Y) 为 曲率 算 子 . 

曲率 算 子 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 , 它 只 跟 单 点 值 有 关 , 即 Ro(X,Y)2|。 只 依赖 于 XX，、 
成 “2 的 值 . 

曲率 算 子 主要 用 于 定义 曲率 张 量 . 


定义 10.3.5 设 久 、Y、2Z、W 为 黎 曼 流 形 M 上 向 量 场 . 定义 一 个 四 阶 张 量 场 
R(X,Y, 2,W) 为 


R(X,Y,2,W) := (Ro(X,Y)2Z,W), (10.3.18) 
这 里 (.,.) 是 黎 曼 内 积 . R(X,Y, 2Z,W) 称 为 歼 曼 曲率 张 量 . 
不 难 验证 , 曲率 算 子 与 黎 曼 曲率 张 量 有 如 下 对 称 关 系 . 


命题 10.3.3 设 铸 、Y、2Z、W 为 黎 曼 流 形 M 上 的 任意 向 量 场 . 则 曲率 算 子 与 黎 
曼 曲 率 张 量 满足 


or 0 (10.3.19) 
Ro(X,Y)Z+ Ro(¥,2)X +.Ro(Z,X)Y =0, (10.3.20) 
R(X,Y, 2,W) = —R(X, Y, W, 2), (10.3.21) 
R(X,Y,2,W) = —R(2Z, W, X,Y). (10.3.22) 


设 (Mi,91) 及 (M2, 92) 为 两 个 黎 曼 流 形 , 下 : Mi 一 M2 称 为 一 个 同 构 映射 , 如 果 巨 
是 微分 同 胚 , 并 且 下 保持 内 积 不 变 , 即 F*(92) = 91. 

黎 曼 曲率 张 量 是 同 构 不 变 的 , 即 设 FF: Mi 一 Ms 为 一 同 构 , 而 RJ、Rz 分 别 为 Mi 
和 M2 上 的 黎 曼 曲率 张 量 , 那么 F*(R2) = Ri. 

黎 曼 曲率 张 量 是 研究 流 形 形 状 的 重要 工具 , 它 在 机 器 人 视觉 等 的 研究 中 起 着 重要 
作用 . 

在 局 部 坐标 下 , 定义 


Ro(ex, ei)ei := 》 Riej， (10.3.23) 
j=1 
R(ex, el ei) e;) :一 Rijkl, (10.3.24) 
那么 
Ri = 》 9js Rk (10.3.25) 
s=1 


这 里 2 了 一 (ei, Ex) 


10.4” 辛 几 何 
从 10.3 节 可 以 看 到 , 一 个 微分 流 形 加 上 一 个 对 称 正定 的 张 量 场 , 即 构成 了 一 个 黎 曼 
流 形 . 依 此 类 似 , 一 个 微分 流 形 加 上 一 个 特定 的 反对 称 的 张 量 场 即 构成 一 个 辛 流 形 . 


定义 10.4.1 一 个 2n 维 流 形 M 连同 一 个 2- 形 式 w 称 为 一 个 辛 流 形 , 如 果 w 是 反 
对 称 、 非 奇异 且 闭 的 . 


一 个 有 -形式 w, 如 果 dw = 0, 则 称 为 闭 的 . 可 以 用 以 下 方法 检验 一 个 2- 形 式 是 不 是 
闭 的 . 

命题 10.4.1 设 w 在 一 个 坐标 卡 下 的 矩阵 表现 为 Mu = (cij), 那么 dw =0 当 且 
仅 当 


0 0 0 a 
Bz (97) 种 Br; (0) 十 Bz (08) = Vo (10.4.1) 


证 明 由 于 o = Doijdri 信 dz’, 则 
i J 


b> Dr A dzi. 


对 一 个 给 定 的 指标 组 IT”、J、KK, 我 们 合并 形 如 dz1 人 dz7 入 dz 的 项 . 设 k= 了 ,i= J 及 


7 二 下 ;: 则 有 
Ook 
oxr 


设 k= 了 Ti=K 及 j= J. 由 反对 称 性 , 我 们 有 


dz Adzy 和 dz 天 


OokJ 
Ozr 


同样 地 , 对 大 = K,i=I 及 j= J (或 i= J 及 j= 了 我们 有 


dzL A drt Adz7 = Edo! AdzKk Adz’ = TE de! 入 dzy Adz 


0cr7y 


二 dzL 入 dz7 Adzt 


对 前 三 柯 5 三 天 用 放 三 了 (或 4 二 万 及 人 三 区 允 我 们 有 
Ara/ Adzy AdzK. 


合并 上 述 6 项 , 得 到 dzI 入 dz7 和 dzEK 的 系数 为 


2 (ok) + (ok1) ps 282(01), 


它 应 为 零 . 因此 , 式 (10.4.1) 成 立 . 多 | 
例 10.4.1 在 RR2", 定义 一 个 2- 形 式 w, 它 的 矩阵 表示 为 M。, = J, 这 里 
0 天 
J= 上 (10.4.2) 
那么 (R27,w) 是 一 个 辛 流 形 . 口 


事实 上 , 式 (10.4.2) 有 一 般 性 . 下 面 的 定理 是 一 个 基本 关系 . 直接 证 明 参 见 文献 [99]. 
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定理 10.4.1 (Darboux 定理 ) 在 一 个 2n 维 流 形 上 , 一 个 2- 形 式 是 一 个 辛 结构 ， 当 
且 仅 当 对 任 一 点 DE M, 存在 p 附近 的 一 个 坐标 卡 (U, (z)), z = (Zn 
使 得 w 可 局 部 表示 为 


Nn 
Ww ds A dy:. 
i=1 


定义 10.4.2 设 (JM,w) 为 一 辛 流 形 , 且 久 EV(M) 及 jEV*(M) 由 下 式 联系 起 来 
ix(w) := w(X,) 三 几 
定义 两 个 同 构 : $F: V*(M) 全 TCM) 和 b:V(M) 二 V*(M) 如 下 
X=N, j=X. (10.4.3) 

如 果 存 在 一 个 函数 瑟 使 得 卫 二 (dH)t, 那么 称 及 为 哈密 顿 函 数 且 称 和 为 由 于 
出 的 哈密 顿 向 量 场 , 记 作 义 = 二 XH: 

设 M 及 NN 为 两 个 流 形 , 下: M 一 NN 为 一 微分 同 胚 , we Q*(N). 那么 一 个 导出 映射 
F* QR(N) 一 Q*( 用 )- 可 定义 为 

F*CK KE) = (F(R, A Rae VM). (LOM 


下 面 的 定理 通常 也 称 为 结构 不 变性 . 
定理 10.4.2 (Liouville 定理 ) 设 (MM,w) 为 一 辛 流 形 , XH 为 一 哈密 顿 向 量 场 . 那么 
(er) (w(7z))=w (oe (2)) 2 (10.4.5) 


证 明 参 见 文献 [43]. 

结构 不 变性 是 哈密 顿 力学 系统 的 一 个 重要 特征 . 对 一 个 力学 系统 进行 数值 求解 时 , 数 
值 方法 一 般 不 保持 辛 结构 , 从 而 影响 了 收敛 性 和 收敛 速度 . 由 汉 康 等 创建 的 辛 算法 具有 保 
持 辛 结构 的 特性 [4 芍 . 

由 于 辛 几何 只 能 处 理 偶 数 维 的 动力 系统 , 为 了 给 出 更 一 般 的 几何 结构 , 我 们 引进 
Poisson 流 形 . 

定义 10.4.3 流 形 M 上 的 一 个 Poisson 括号 是 一 个 光滑 映射 Cr(M) x C7(M) 一 
Cr(M), 它 带 有 以 下 的 基本 性 质 : 

(1) ( 双 线 性 性 ) 


{cF + dP,H} =c{F,H}+d{P,H}, {FcH+dP}=c{F,H}+d{F,P)}, 


其 中 常数 c,d € RR; 

(2) (Leibniz 规则 ) {F,GH} = {FG}H + G{F,H)}; 

(3) (反对 称 ) {FH}= 一 {H, 下}; 

(4) (Jacobi 恒等式 ) {FD {G,H}} + {G,{H,F}} + {H,{F,G}}=0. 

一 个 流 形 M 带 上 一 个 Poisson 括号 称 为 一 个 Poisson 流 形 , Poisson 括号 在 M 上 定 
义 了 一 个 Poisson 结构 . 


要 说 明 Poisson 流 形 更 一 般 , 我 们 给 出 了 以 下 结果 . 

命题 10.4.2 [3 设 (M,w) 为 一 辛 流 形 , 则 存在 一 个 Poisson 括号 使 M 成 为 一 个 
Poisson 流 形 . 

证 明 对 任意 两 个 函数 f,g e Cr(M) 定义 一 个 Poisson 括号 

{f,9} = Vg eo (M), (10.4.6) 

请 读者 自行 验证 它 确 为 一 个 Poisson 括号 . 口 

定义 10.4.4 设 M 为 一 Poisson 流 形 . 一 个 光滑 的 实 函 数 0 : MM 一 民 称 为 一 个 
Casimir 函数 , 如 果 C 和 任何 函数 的 Poisson 括号 均 为 零 , 即 {C,H}=0,vVH € C7(M). 


对 给 定 的 一 个 动力 系统 , 当 我 们 寻找 作为 Lyapunov 函数 的 哈密 顿 函数 时 , Casimir 
函数 会 给 我 们 更 多 的 自由 度 . 因为 如 果 两 个 函数 仅 相差 一 个 Casimir 函数 C, 我 们 总 有 
XH = XH#+4c, 即 它们 导出 的 哈密 顿 向 量 场 是 一 样 的 . 

命题 10.4.3 [43] 设 M 为 一 Poisson 流 形 , 百 : M 一 民 为 一 光滑 函数 . 由 万 生成 
的 向 量 场 VF 是 M 上 唯一 的 满足 下 式 的 向 量 场 

Va(F)= {FH}=-{H,F}, VF:M—R. (10.4.7) 


命题 10.4.4 [43] 设 M 为 一 Poisson 流 形 , 下, 及 CE Cr(M), 其 相应 的 哈密 顿 向 量 场 
为 Vm、Vg. 那么 和 万 的 Poisson 括号 所 确定 的 哈密 顿 向 量 场 是 这 两 个 哈密 顿 向 量 场 
的 Lie 括号 的 相反 向 量 , 即 
Vm,n} = —[Ve, Vg] = [Va, Ves]. 
设 z = (z1,… ,z") 是 M 上 的 局 部 坐标 , 基底 的 Poisson 括号 
Ji5(z) = {zi 2， a 
称 为 Poisson 流 形 M 相对 于 给 定 坐 标的 结构 函数 , 它 唯 一 决定 了 Poisson 结构 本 身 . 为 
方便 将 结构 函数 排 成 m x mm 矩阵 J(z) , 称 为 M 的 结构 矩阵 . 于 是 Poisson 括号 在 局 部 
坐标 下 可 表示 为 
{FH} = dF(z)J(z)VH(z). 
命题 10.4.5 [4 设 J(z) = (Ji5(z)) 为 变量 z = (zl ,2™m) 的 m xm 给 阵 ， 定义 
于 一 个 开 集 M C Rm. 那么 J(z) 是 定义 于 M 上 的 Poisson 括号 {F,H}= dFJVH, 当 
且 仅 当 它 满足 条 件 : 
(1) (反对 称 ) 
所) 三 二 %7 一 1 ) 772。 
(2) (Jacobi 恒等式 ) 


DY (TO TPO INO 0 dB Ve MM, 


一 
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命题 10.4.6 [43] 设 M 为 一 Poisson 流 形 , re M. 那么 存在 唯一 的 线性 映射 
1M TM 
使 对 任何 实 值 函数 有 EeE C"(M), 有 
a 

定义 10.4.5 设 M 为 一 Poisson 流 形 , rz E M. M 在 点 了 7 的 秩 定义 为 线性 映射 
Tlz : T*M|s 一 TM|z 的 秩 . 

命题 10.4.7 [43] 一 个 Poisson 流 形 在 任意 一 点 的 秩 均 为 偶数 . 

定义 10.4.6 设 M 和 NN 为 Poisson 流 形 , 一 个 Poisson 映射 $9: M 一 入 定义 为 使 
Poisson 括号 不 变 的 映射 , 即 

{F9, Ho}m = {F, H}ng, VEHEO'(N). 

命题 10.4.8 [3] 设 M 为 一 Poisson 流 形 , XFr 为 一 哈密 顿 向 量 场 . 那么 对 每 一 个 二 

eF# :MM 一 M 决定 了 一 个 从 M 到 自身 的 Poisson 映射 . 


推论 10.4.1 [3] 如 果 Xr 为 Poisson 流 形 M 上 的 一 个 哈密 顿 向 量 场 , 那么 M 在 
eH#(z) 上 的 秩 对 任何 tE 了 均等 于 NM 在 z 的 秩 . 


下 面 是 推广 的 Darboux 定理 . 


定理 10.4.3 (Darboux 定理 [3]) 设 M 为 一 m 维 Poisson 流 形 , 且 有 定常 秩 2n << 
m, 则 在 任 一 点 zo € M 存在 一 个 局 部 坐标 


(p,q, z) 二 (DLL i es 六 27. 十 ! 一 77T， 


使 得 Poisson 括号 可 表示 为 


/oFoH oFoH 
公用 半 ( 半 于- 剖 这 ) 


而 Z1,"… ,2 为 Casimir 函数 . 


10.5 ”哈密 顿 系 统 


哈密 顿 系 统 是 一 般 力 学 系统 的 一 个 深刻 而 简洁 的 刻画 . 也 许可 以 这 样 说 , 辛 几何 是 由 
于 研究 哈密 顿 系统 而 发 展 起 来 的 . 近年 来 , 广义 哈密 顿 系统 与 广义 哈密 顿 控制 系统 的 研究 
更 是 将 哈密 顿 系统 的 研究 对 象 从 力学 系统 推广 到 电力 、 化 工 等 十 分 广泛 的 一 大 类 动力 系 
统 [?0, 97, 6 本 节 对 哈密 顿 系统 作 一 个 综合 介绍 . 
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oe 


从 辛 流 形 {Mw} 出 发 设 (q1,… ,qn;p1,… ,pn) 为 标 称 坐 标 , 使 得 在 这 个 坐标 上 
ww 二 和 dg 人 dpi, 即 w 的 结构 矩阵 为 
并 


Mi 三 由 三 < 
二 jn 0 


那么 对 任何 一 个 光滑 函数 瑟 , 取 为 哈密 顿 函 数 , 其 哈密 顿 向 量 场 


oH on 
0g;’ Op / 


Xn = (dH)! = JdH = ( (10.5.1) 


因此 它 的 解 (积分 曲线 ) 满足 
$i = 弃 ， 
| ~ (10.5.2) 


这 就 是 标准 的 哈密 顿 方程 . 

那么 一 个 力学 系统 是 如 何 用 哈密 顿 方程 来 刻画 的 呢 ? 我 们 将 由 牛顿 第 二 定律 导出 
力学 系统 的 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方 程 . 设 有 一 个 入 个 粒子 构成 的 力学 系统 , 用 zi， 
i = 二 1,… ,m = 3N 表示 它们 的 直角 坐标 , 设 系统 有 个 自由 度 , 用 gi, i = 1 ,n 表示 
广义 坐标 . 那么 


Ti = Zi(q1,*… a ? 一 de ;1, (10.5.3) 
其 速度 为 
- Oxi . 
ji = 2 Be ee (10.5.4) 
其 加 速度 为 
j; = 之 [和 人 da 宙 府 纪 | 
. 区 六 (10.5.5) 
下 面 考虑 力 . 这 里 只 考虑 保守 力 而 不 考虑 外 力 . 设 U 为 势 函数 , 则 
= -二 2 (10.5.6) 


假定 约束 力 与 运动 相 容 , 则 约束 力 C; 不 做 功 , 即 


mm 
DGidrs =,0. (10.5.7) 
t=1 


ba A (10.5.8) 


考虑 系统 的 动能 


n 


Dm 有 i -3 gd et (10.5.9) 
过 光 “A Ogu 7 3067 Dg e “Oo “ 0ga 0g8 ~ 


于 是 可 得 
CC Ox; Oz; 
-Dm We a 7 二 ,1; 守 (10.5.10) 
而 其 对 时 间 的 导数 为 
dF ee 02; 9xi | 全 62 0 0 Oz; 
ee /区 和 Mi 
dt Og 2 2 Ogr. Oga + "0ga 0g8 887 
Ori 02 De 
十 da 六 有 5 10.5.11 
和 2" ‘dg dqadgr a 人 ) 
将 了 对 求 导 可 得 
Le 2 
0 OV Oz; 
三 了 3 好 的 5 (10.5.12) 
a=1 B=1 i=1 “ dqr dqp aqa 


由 式 (10.5.11) 及 式 (10.5.12) 得 


n mm 
;5 人 到 了 Drzi Oi 
es = me a 十 7 
人 妆 ia age + do 加 ‘5 |， (10.5.13) 


m=. ,Nn. 


将 式 (10.5.5) 乘 以 mi aa: 再 对 i 求 和 , 则 得 式 (10.5.13) 的 左边 . 于 是 有 


d oT 、- 
dat dG ss 四 dims gr (10.5.14) 


由 牛顿 第 二 定律 
imi= Fit+Ci, i=1,.…,m, 


代入 式 (10.5.14), 并 利用 式 (10.5.8) 得 


CZ (10.5.15) 


定义 拉 格 朗 日 函数 
Lr, 
于 是 可 得 
bg 
0 


方程 式 (10.5.17) 称 为 拉 格 朗 日 方程 . 

为 得 到 哈密 顿 方程 , 定义 广义 动量 
8 
= 

定义 哈密 顿 函数 


娄 (g, 芭 三 (gq, 6). 


Dt -7 


| - 2 


n 


90; 
人 和 医 0pi 6001 Opi 


并 且 


式 (10.5.20) 及 式 (10.5.21) 就 是 式 (10.5.2). 
记 z= (gq,p), 那么 哈密 顿 方程 可 表示 为 


B= VHRR = | 9 ee 
ER 
J 称 为 哈密 顿 系统 的 结构 矩阵 . 实际 上 , 它 也 是 辛 形式 (w) 的 结构 抢 阵 . 
将 式 (10.5.9) 写成 


1 . 5 
Te 39 M (q)é, 


这 里 M(g) 称 为 广义 质量 , 表示 为 


ey ey 
“0ga 0gp 


M(g) > (ma,p), 


m 
Ma,B = > mM 
t=1 


也 . 
99; Do er : 
Se 
om a 5 


(10.5.16) 


(10.5.17) 


(10.5.18) 


(10.5.19) 


(10.5.20) 


(10.5.21) 


(10.5.22) 


(10.5.23) 


由 式 (10.5.23) 及 定义 式 (10.5.18) 可 知 
OL 
2 = 


因此 可 知 玉 = T 十 UV 是 系统 的 总 能 量 . 由 式 (10.5.22) 可 得 


FH=dHJVH =0. (10.5.24) 


这 表示 , 封闭 的 力学 系统 能 量 守 恒 . 
如 果 将 式 (10.5.22) 中 的 结构 矩阵 J 换 成 一 般 的 M(z), 则 得 到 广义 哈密 顿 系统 


j= M(z)VH. (10.5.25) 


现在 , 可 将 结构 矩阵 分 解 为 M(z) = P(z) + JJ(z), 这 里 P(z) 是 对 称 和 矩阵 , J(z) 是 反对 称 
矩阵. 如 果 P(z) = 0, 则 得 到 守恒 的 广义 哈密 顿 系统 . 根据 P(z) 的 正 负 特征 根 对 应 的 特 
征 子 空间 , 还 可 将 P(z) 分 成 P(z) = 5S(z) 一 R(X), 这 里 S(z) 及 R(z) 均 为 半 正 定 阵 . 如 
果 S(z) = 0, 则 称 系统 为 广义 耗 散 哈密 顿 系统 . 

如 果 系 统 对 外 界 有 能 量 交 换 , 就 变 为 控制 哈密 顿 系统 . 目前 , 在 控制 理论 的 研究 中 , 讨 
论 常 用 如 下 形式 的 广义 哈密 顿 控 制 系统 


(10.5.26) 
y; = 9F (2), 了 三 卫 … ,m, 


=CWG@)- Re)YECD+ 呈 oilaju 


这 里 R(z) > 0 是 半 正 定 的 , J(z) 是 反对 称 的 , 这 表明 , 在 没有 输入 量 时 系统 是 耗 散 的 ; us 
是 控制 , 它 代 表 外 界 的 能 量 注入 ; % 为 系统 输出 . 这 个 模型 涵盖 了 大 量 的 工程 控制 系统 . 


10.6 ”注释 与 参考 


不 管 是 黎 曼 几何 还 是 辛 几何 都 是 非 欧 几何 . 直到 18 世纪 末 , 人 们 都 只 相信 欧 几 里 得 
几何 学 . 整个 欧 氏 几何 就 是 建立 在 五 个 简单 公理 上 , 其 中 第 五 个 公理 , 也 称 平行 公设 说 : 
“过 直线 外 一 点 , 能 且 只 能 作 该 直线 的 一 条 平行 线 .” 这 条 公设 不 像 其 他 四 条 那么 自然 ， 
更 像 一 个 定理 . 于 是 , 人 们 试图 放弃 这 个 公设 而 证 明 它 , 其 结果 是 导致 了 一 个 新 的 几何 
学 , 称 为 非 欧 几何 . 最 早 系统 发 表 非 欧 几 何 理论 的 是 罗 巴 契 夫 斯 基 (H.U. Lobachevsky, 
1792-1856). 黎 曼 (B. Riemann, 1826-1866) 建立 了 一 种 更 广泛 的 几何 , 称 之 为 黎 曼 几何 . 
欧 氏 几何 和 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 都 可 以 看 作 它 的 特例 ， 

从 本 章 可 以 看 出 , 一 种 新 的 几何 无 非 就 是 在 流 形 上 定义 一 个 新 的 二 阶 张 量 场 , 关键 是 
它 是 否 有 实际 意义 . 

一 个 迭代 算法 zn+i = Tzn 称 为 辛 算法 , 如 果 它 保持 辛 结构 w 不 变 , 即 


T(w(z)) 三 w(T(z)). 


10.7 “习题 


10.1 证 明 式 (10.1.5), 即 张 量 积 的 结构 矩阵 是 结构 矩阵 的 张 量 积 . 

10.2 设 g EQ2(V) 及 we Q2(V), 计算 pAvV(Xi, Xo, Xa, Xa). 

10.3 证 明 模 积 性 质 式 (10.1.10)~~ 式 (10.1.13). (参考 文献 [52]) 

10.4 在 了 及 3 上 定义 ( 见 式 (10.1.3)) V(X,Y,2) = (X x 了 ) :2, XeR3. 证 明 : 
V € Q3(R3). 

10.5 设 0 关 9 EQ"(V), Xi1,… ,Xn EV. 证 明 XI1,… ,Xn EV 线性 无 关 , 当 且 仅 
当 g(Xi1,:… ,Xn) #0. 

10.6 证 明 Klein 瓶 是 不 可 定向 的 . 

10.7 在 R3 内 有 一 二 维 流 形 S$, 局 部 坐标 映射 $ : {(zx,y,2z) € 5} 二 (u,v) € R?2, 9-! 
为 z= f(w,v), y = g(w,v), z = h(w,v). 设 5 用 RR3 的 继承 距离 , 给 出 3S 上 的 积分 表示 
: 

10.8 用 Christoffel 符号 Th 和 gi; 表示 式 (10.3.23) 中 的 RB,, 和 式 (10.3.24) 中 的 
R(erye oe). 

10.9 检验 由 式 (10.4.6) 定义 的 是 一 个 Poisson 括号 . 

10.10 设 {M,o} 为 一 辛 流 形 . 局 部 坐标 下 o 的 矩阵 表示 为 Mj. 定义 Poisson 括号 


{f,9} := df Ms Vg. 


证 明 它 与 式 (10.4.6) 等 价 . 
10.11 证 明 由 式 (10.4.7) 定义 的 向 量 场 存 在 唯一 . 


一 一 一 一 一 一 一 全 = 


代数 几何 初步 


代数 几何 是 一 门 较 艰 深 的 数学 分 支 , 它 不 仅 内 容 庞杂 , 而 且 流 派 甚 多 , 讲法 不 一 . 本 章 
介绍 的 只 是 与 控制 理论 联系 密切 的 一 些 基本 概念 和 结果 . 然后 , 以 线性 控制 系统 族 的 实现 
问题 为 例 , 说 明 有 关 概 念 及 其 意义 . 


11.1 ” 多项式、 平面 曲线 与 仿 射 代数 集 


代数 几何 的 研究 对 象 就 是 多 元 多 项 式 . 更 准确 地 说 , 研究 多 元 多 项 式 零点 集 的 结构 . 
我 们 曾 在 第 7 章 中 对 一 元 多 项 式 的 零点 集 作 了 许多 研究 , 特别 是 伽 罗 瓦 理论 , 对 一 元 多 项 
式 根 式 解 作 了 完整 的 描述 . 为 了 研究 多 元 多 项 式 , 我 们 还 要 对 环 、 域 及 一 元 多 项 式 的 相关 
概念 作 一 个 回忆 . 

一 个 环 及 上 有 两 个 运算 : 二 和 x. 如 果 RR 对 乘法 可 交换 , 则 称 为 交换 环 ; 如 果 它 对 乘 
法 还 有 单位 元 1, 则 称 有 单位 元 环 . 代数 几何 只 关心 多 元 多 项 式 , 因此 除非 特别 说 明 , 总 假 
定 讨论 的 环 是 有 单位 元 的 交换 环 . 环 中 的 一 个 元 素 a 称 为 不 可 约 的 , 如 果 它 的 因子 只 有 a 
和 1. 如 果 a 尖 0,! 尖 0, 但 or=0, 则 称 oz 为 零 因子 , 没有 零 因 子 的 环 称 为 整 环 . 

设 R 为 一 个 交换 环 , 五 为 它 的 一 个 子 环 . 如 果 


hreH, vheH,renR, 


则 称 五 为 R 的 一 个 理想 . 一 个 理想 互 称 为 素 理想 , 如 果 : fg e 五 则 或 者 f € 互 或 者 
yeH. 
理想 在 代数 几何 的 讨论 中 至 关 重 要 , 因此 在 这 里 作 一 些 补充 讨论 . 


定义 11.1.1 (1) 称 一 个 理想 及 CR 具有 限 基 , 如 果 存 在 {及 ,… ,fn} 忆 及 使 任 一 
JE 万 都 可 以 表示 为 


FES rm ER, 
i=1 
这 时 { 丹 ;… , fn} 称 为 互 的 一 组 基 , 记 作 及 = (及,… ,万 ). 
(2) 如 果 及 由 一 个 元 素 生成 , 即 它 的 基 只 含 一 个 元 素 
H=(1)= RI], 


则 称 互 为 主 理想 . 
(3) 如 果 尺 中 的 每 个 理想 都 有 有 限 基 , 则 称 尺 为 Noether 环 . 


ee 


ps Re 

命题 11.1.1 一 个 环 民 是 Noether 环 , 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 理想 升 列 Hi C 五 C 
pa 在 有 限 步 后 停止 上 升 ， 即 存 在 2* 使 得 Hi* 一 Hi*+1 一 Hi*+2 ee 

证 明 如 果 民 是 Noether 环 , Hi C Ho C:… 为 一 升 列 . 令 互 =UHi, 则 五 也 是 一 
理想 . 于 是 它 有 有 限 基 {及 ,… , fn}, 这 些 基 元 素 必 属于 某 些 环 . 于 是 , 有 限 步 后 全 部 出 现 ， 
Hi 就 不 升 了 . 反之 , 如 果 有 一 个 理想 没有 有 限 基 , 那么 任 取 及, 作 可 = (及 ), 有 到 天， 
再 作 Hz = (及 ,2), …, 这 个 过 程 可 一 直 继 续 下 去 . 口 

利用 这 个 命题 可 证 明 以 下 定理 . 

定理 11.1.1 (Hilbert 基 定 理 ) 如 果 尽 是 Noether 环 , 那么 RIz] 也 是 Noether 环 . 

由 于 域 里 的 每 个 理想 都 是 主 理想 , 则 有 如 下 推论 : 

推论 11.1.1 (Hilbert 基 定 理 ) 设 天 为 任意 域 , 则 KK[z1,… ,ZN] 是 Noether 环 . 

在 整 环 RR 上 考虑 元 素 对 集合 K(R) = {(a, 5)|b 关 0}. 两 个 元 素 对 (a1,b1), (az,b2) € 


K(R) 称 为 等 价 , 记 作 (a1,b1) ~ (a2,b2), 如 果 a1bs = a2zb1. 容易 证 明 , 这 是 一 个 等 价 关 
系 . 为 方便 记 , 将 K(R) 中 元 素 记 作 (ao = a/b. 在 K(R)/~ 上 定义 加 法 和 乘法 运算 为 


[ai1/b1] + [a2/b2] = [(aiba + a20b1)/b1b2]; [ai/b1] x [a2/b2] = [a102/b1b2], 


则 KK(R) 构成 一 个 域 , 称 为 RR 的 商 域 . 
一 个 域 称 为 有 限 域 , 如 果 存 在 k > 0 使 得 1 十 1 十 … 十 1 = 0. 最 小 的 正 整数 


k 
称 为 域 的 特征 值 . 如 果 不 存 在 这 样 的 &, 则 称 其 特征 值 为 0. 例如, p 为 素数 时 ,Zr 是 
有 限 域 , 其 特征 数 为 p。 有 理 数 域 Q、 实 数 域 民 、 复 数 域 C 的 特征 值 为 0. 一 个 域 KK 
称 为 代数 闭 域 , 如 果 Yp(z) e K[z], p(x) 的 根 也 属于 K. C 是 代数 闭 域 , Q、RR 都 不 
是 代数 闭 域 . 一 个 特征 数 为 零 的 域 K 上 的 多 项 式 环 K[z1,… ,zr] 是 唯一 分 解 环 , 即 
jz ,ZN) € K[z1,… ,ZN] 可 分 解 为 J(z) = 及 (2)… 天 (2Z) (z = (z ,ZN)), 这 
里 f(z) 是 不 可 约 多 项 式 . 这 个 分 解除 顺序 和 定常 ( 非 零 ) 因子 外 唯一 . 


定义 11.1.2 (1) 设 KK 为 一 个 域 , 则 AN = {ai,… ,aN |ai € K} 称 为 KK 上 的 仿 射 
TV- 空间 ; 
(2) 让 CAK 称 为 仿 射 代数 集 , 如 果 


V= {a= (i,:… ,an) € AR| fa(a) = 0, fa(z) € Klz1,::: ot 


换言之 , 仿 射 代数 集 是 一 组 多 元 多 项 式 的 共同 零点 . 
(3) 给 定 f(z,y) E K[z,, 则 其 零点 集 久 二 {(z,y) e A | f(z,y) =0} 称 为 f(z,9) 
的 代数 曲线 . 


设 f= 及 …fr EK[z,y, 这 里 到 不 可 约 . 了 X 及 Xi 分 别 为 了 及 的 代数 曲线 , 则 


X= X11UXIU. UX,, 


Xi; 称 为 和 的 不 可 约 分 量 . 

在 一 元 多 项 式 中 的 一 个 重要 结果 是 : 一 个 n 次 多 项 式 有 m 个 根 , 它 称 为 代数 基本 
定理 . 对 于 代数 曲线 , 它 的 次 数 定 义 为 其 相应 多 项 式 的 次 数 . 即 由 z2 +% = 0 决定 
的 代数 曲线 次 数 为 3, 由 z? + z2y2 = 0 决定 的 代数 曲线 次 数 为 4 等 . 在 代数 闭 域 上 说 
f(z,y) Ee K[z,y| 有 多 少 个 零点 没有 意义 , 因为 由 代数 基本 定理 , 任意 选 定 x (或 y) 则 它 
变 为 关于 vy (相应 地 , z) 的 多 项 式 , 于 是 可 找到 其 零点 y (相应 地 , z), 使 (zx,y) 成 为 其 零 
点 . 因此 , 有 意义 的 是 两 个 方程 有 多 少 个 解 , 或 者 说 , 两 条 代数 曲线 有 多 少 个 交点 . 

不 难 证 明 以 下 的 两 个 结果 [203]. 

命题 11.1.2 设 f(z,y),g(z,y) E K[z,y], f(z,y) 不 可 约 ,那么 f(z,y) 二 g(z,y) 二 0 
只 有 有 限 个 解 . 

在 上 面 的 命题 中 K 可 以 是 任意 的 , 因此 无 法 给 出 解 的 准确 个 数 . 就 像 一 元 二 次 方程 
可 能 有 两 个 , 一 个 或 零 个 实 根 一 样 , 因为 实数 域 不 是 代数 封闭 的 . 下 面 的 定理 给 出 准确 估 
讲 3 

定理 11.1.2 (Bezout 定理 ) 设 扩 为 代数 封闭 域 , f(x,y), g(7,y) € Kl[z,y, 且 
f(Z,y) 及 g(z,y) 均 不 可 约 . 那么 f(z,y) = g(x,y) = 0 解 的 个 数 为 deg(f(z,y)) x 
deg(g(zx,y)). 

例 11.1.1 代数 基本 定理 可 以 看 作 Bezout 定理 的 一 个 特例 , 即 f(z) = 0 可 看 作 
f(z) =y 及 y = 0 这 两 个 不 可 约 多 项 式 的 交 . 于 是 , 解 的 个 数 就 等 于 

deg(f(7) 一 x deg(y) = deg(f(7)) x 1 = deg(f(7)). 
口 


KK 不 是 代数 封闭 域 时 解 的 个 数 常常 也 是 十 分 重要 的 . 数论 中 的 一 个 基本 问题 就 是 求 
当 K =Q 时 f(z,y)€ K[z,y] 的 解 . 例如 , 费 马 大 定理 就 是 问 : 当 K =Q@ 时 z*+y"*=1 
(n > 3) 是 否 有 解 (z,y) e A ? 因此 , 费 马 大 定理 的 最 后 证 明 依赖 于 椭圆 曲线 的 性 质 , 这 
一 点 也 就 不 奇怪 了 (关于 椭圆 曲线 , 可 参见 例 11.1.3). 

下 面 我 们 讨论 一 种 特殊 的 平面 曲线 , 称 为 有 理 曲 线 . 

定义 11.1.3 设 义 为 由 代数 方程 f(z,y) = 0 定义 的 不 可 约 代数 曲线 . X 称 为 有 理 
曲线 ,如 果 存 在 两 个 有 理 函 数 B(t) 及 W(t) (其 中 至 少 有 一 个 不 是 常 值 函数 ), 使 得 


f(9$(t), y(t))=0 (11.1.1) 
为 t 的 恒等式 . 
例 11.1.2” 设 代数 曲线 X 由 方程 
人 (I) 


确定 ( 见 图 11.1.1). 如 果 我 们 从 原点 作 一 条 斜 线 y = 如 , 这 里 t 是 斜率 , 代入 式 (11.1.2) 
可 得 
w(t = 1) 0; (11.1.3) 


Eee Eee 
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z 二 0 对 应 的 是 原点 . 除 此 之 外 , 还 有 一 个 解 为 z = 妇 一 1. 因此 , 相应 的 y 为 y= t(t? 一 1). 
于 是 我 们 可 得 到 曲线 的 单 参数 表示 形式 


和 i 
2 三 世纪 一 力 . 人 


因为 t+ 是 斜率 , 我 们 不 妨 在 z = 1 处 画 一 垂直 线 . 于 是 过 每 一 个 点 Pe 和 , 可 画 一 通过 原 
点 的 直线 , 它 与 x = 1 的 交点 @ 的 y 坐标 就 是 t, 因此 , 曲线 匀 与 直线 zx = 1 一 一 对 应 
( 除 原点 外 ). 图 


下 和 四 生 


这 种 一 一 对 应 关系 十 分 有 用 , 例如 求 有 理 曲 线 上 的 积分 
/ 9g(z,y)dz 
xX 
就 可 以 化 为 t 的 有 理 函 数 的 积分 (根据 方向 可 能 取 相 反 值 ) 
[sev at. 
设 X 为 有 理 曲线 . 通过 讨论 X 上 的 有 理 函数 域 K(X) 与 有 理 函 数 域 K(t) 的 同 构 ， 


可 以 得 到 上 到 和 = (z,y) 的 同 构 映射 , 记 作 z = 8(t), y = 罗 则 . 对 于 这 种 参数 化 , 我 们 有 
如 下 结果 . 
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定理 11.1.3 [103] 上 述 参 数 化 , x = g(t),y = w(t) 具有 如 下 性 质 : 
(1) 除 可 能 的 有 限 点 外 , 任何 其 他 点 (z0, Vyo), 都 有 相应 的 如, 使 得 


(zo, yo) = (P(to), W(to)). 


(2) 除 可 能 的 有 限 点 外 , 这 个 参数 表示 是 唯一 的 . 


定义 11.1.4 设 一 条 平面 曲线 由 f(z,y) = 0 定义 . P= (zo,Vyo) 称 为 其 一 个 奇异 点 ， 
如 果 


f(zo, yo) = 3 (vos) = 3 (rot) =0. 


一 条 曲线 , 如 果 没 有 奇异 点 , 则 称 它 为 非 奇 异 的 . 非 奇 异 的 曲线 是 光滑 的 . 一 个 熟知 
的 事实 是 : 一 条 三 次 曲线 , 如 果 它 不 可 约 , 则 非 奇 异 . 例如 , 式 (11.1.2) 就 是 非 奇 异 的 . 


例 11.1.3 ”考虑 三 次 曲线 妇 = z3 十 az? 十 bz 十 c, 作 一 简单 变换 z = zx 一 a/3 即 得 
多 三 到 十 并 二 2. (11.1.5) 
它 称 为 Weierstrass 标准 形 . 直接 计算 可 知 , 它 是 非 奇异 的 , 当 且 仅 当 
4p3 十 27g2 = 0, 
这 时 它 称 为 椭圆 曲线 . 口 


下 面 讨 论 一 般 的 仿 射 代数 集 . 
定义 11.1.5 设 瑟 为 开 [zli…… ,ZN] 的 一 个 理想 , 其 仿 射 代数 集 


V(H)={a= (a1,.… ,aN)|f(a)=0, Vf eH} 
称 为 理想 万 的 零点 集 . 设 W C A&, 那么 
I(W)= {fE 开 [zi ,ZN]|f(w)=0, Vwe W} 


称 I(W) 为 W 的 理想 . 


例 11:1.4 (1) 设 五 = {f(z = wi?)|f € Klzi,z2]}, 则 有 是 一 个 理想 , 并且 
V( 瑟 ) = {(Q1,a2)|az = a?} 是 一 条 “抛物 线 ”( 如 果 KK = 及 , 则 是 真正 的 抛物 线 ). 

(2) 设 W = (0,0), 则 I(W) 为 常数 项 为 零 的 多 项 式 . 例如 zizx2 一 ze I(W), 而 
(z1+1)(z2 —1)#I(W). 口 


11.2 ”Zariski 拓扑 


对 于 多 元 多 项 式 环 , 零点 集 和 理想 之 间 有 某 种 类 似 于 “ 正 交 补 ” 的 对 偶 关 系 . 


命题 11.2.1 (1) 如 果 Hi Cc Ho, 则 V(Hi) 2 V(H;); 

(2) 如 果 T C Wa, 则 I(Wi) D> IT(W2); 

@) VF FH) =N VD); 

(WV NH2) =V(HH;) = V(H)UV(H;); 

(5) 工 Uj; Wi) = NN; IT(Wi); 

(6) V(I(W)) 2 W, 且 V(I(W)) =W, 当 且 仅 当 W 是 一 个 仿 射 代数 集 ; 
(7) I(V(H)) D2 五 , 且 I(V(H)) = H, 当 且 仅 当 存在 W, 使 得 有 = T(W). 


证 明 我们 只 证 (7), 其 余 的 留 给 读者 . 

设 上 e 万 , 那么 对 YI EV( 瑟 ) 有 é&(n)=0. 于 是 Ee€EI(V(H)), 即 HcCI(V(H)). 

下 证 等 价 部 分 .， (必要 性 ) 取 WW = (五 ) 即 得 . (充分 性 ) 因为 = I(W), 则 
V(H) = V(I(W)) 2 W, 从 而 I(V( 瑟 )) Cc I(W) = H. 但 已 经 证 明 I(V( 肪 )) 2 五 , 故 
I(V(H))= HH. 口 

定义 11.2.1 W CAN 称 为 一 个 Zariski 闭 集 , 如果 它 是 一 个 仿 射 代 数 集 . 

命题 11.2.2 ”Zariski 闭 集 ( 即 仿 射 代数 集 ) 在 AX 上 定义 了 一 个 拓扑 , 这 个 拓扑 称 
为 Zariski 拓扑 . 

证 明 (参见 习题 6.9) 我 们 要 证 明 : (1) 仿 射 代 数 集 的 任意 交还 是 仿 射 代 数 集 , 它 来 
自命 题 11.2.1 第 3 条 ; (2) 仿 射 代数 集 的 有 限 并 还 是 仿 射 代数 集 , 它 来 自命 题 11.2.1 第 5 
条 ; (3) 全 空间 是 仿 射 代数 集 , 这 是 因为 AX = V({0}); (4) 空 集 是 仿 射 代 数 集 , 这 是 因为 
gS =V(KlIzi1,:.… ,ZN]). 口 

注意 AX 在 Zariski 拓扑 下 不 是 一 个 Huasdorf 空间 . 

例 11.2.1 设 映 射 p : A 一 A 定义 为 p(z,y) = (Zz,y 一 zy). 证 明 yp 在 Zariski 拓 
扑 下 连续 . 

任 取 闭 集 WW = {(w,v)|fa(u,v) = 0}, 定义 ga(w,v) := 及 (p(w,v))， 构 造 V = 
{(w,v)|ga(w,v) = 0}, 则 VV 是 闭 集 , 并 且 容 易 证 明 pT(W) = 站. : 口 


定义 11.2.2 设 VC A 为 仿 射 代数 集 , f E K[zi,… ,ZN] 且 f4g4I(V), 那么 
Vi={veV:|f(v) 0} 
称 为 V 的 基本 仿 射 开 子 集 . 


定理 11.2.1 基本 仿 射 开 子 集 (ANQ)y, f € K[z1,… ,ZN], 形成 Zariski 拓扑 的 拓 
扑 基 . 


证 明 设 U 为 Zariski 开 集 , 则 U = A 一 V, 这 里 V 是 仿 射 代数 集 . 由 推论 11.1.1， 
I(V) = (有 1,… ,万 ). 于 是 由 命题 11.2.1 第 3 条 , V = 门 :_1V(( 所 )). 我 们 断言 


Tr 


U= | )(AN)s,. 


i=1 


如 果断 言 正 确 , 就 证 完了 . 如 果 vw e UD (AN)7) 则 存在 ;使 万 (o) 关 0, 于 是 v#V. 即 


v EDT. 反之 , 设 ve U, 从 而 v 4 V, 则 存在 i 使 fi(v) 关 0, 故 v EUi_i(AR)s. 口 
例 11.2.2 考虑 平面 线性 系统 集合 
t= AzT+ih = i 了 十 2 
Q21 Q22 b2 (11:2,1) 


C= 


这 里 wj， bi, ci 为 任意 实数 . 考虑 能 控 阵 
f(A, B) = detlb, Ab] = a210? + (a22 — a11)b1b2 — a22b2; 
能 观测 阵 
g(A,0) = det | = a12c? + (a22 — Q11)c1c2 — a22c2. 
记 
(Z1,°** ,28) = (Q11, Q12, (a21, Q22, (b1, b2, (C1, C2)))), 
则 fg、fg 均 为 民 [z1,… ,zs] 的 元 素 . 于 是 能 控 集合 为 (AR)|;, 能 观测 集合 为 (AR)|,, 
既 能 控 又 能 观 的 集合 为 (A&)| ，= (A&) |j 门 (A&) |。. 它们 都 是 Zariski 拓扑 下 的 开 集 , 或 
准确 地 说 , 基本 仿 射 开 集 . 口 
下 面 进 一 步 考查 零点 集 和 理想 的 关系 . 先 考 虑 如 果 WW = V( 刀 ), 那么 是 奋 T() = 71? 
定义 11.2.3 如 果 玉 CK[zi,:… ,ZN] 是 一 个 理想 , 那么 
VH:= {fe Rlz,.…. ,xzN]|f* EH,meZy. 
容易 证 明 (见习 题 11.2) 五 C VHC I(V(H)). 实际 上 , 我 们 有 如 下 定理 中 的 等 式 
关系 . 


定理 11.2.2 (Hilbert-Nullstellensatz 定理 Li03]) 如 果 太 CK[z1,… ,ZXN] 是 一 个 理 

想 , 那么 
VH = I(V(H)). (11:22) 

下 面 考虑 解 的 存在 性 问题 . 下 面 的 定理 说 明 , 解 总 是 有 的 . 

定理 11.2.3 003] 如 果 KK 是 代数 闭 域 , 及 C K[zi1,:… ,ZN] 是 一 个 真理 想 ( 即 末 尖 
Kl[z1,… ,XN]), 那么 了 (万 ) #2. 

实际 上 , 上 述 定 理 来 自 以 下 结论 : 对 于 极 大 理想 瓦 , Y( 互 )  @. 我 们 给 极 大 理想 一 个 
严格 定义 . 

定义 11.2.4 设 MCK[zi,… ,ZN] 是 一 个 真理 想 . M 称 为 极 大 理想 , 如 果 对 任何 
理想 万 , 满足 MCHCKlzi,…,zN], 人 性 有 日 =M 或 H=K[zi,:… ,ZN]. 
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实际 上 , 极 大 理想 总 是 由 一 个 根 生成 的 . 我 们 有 如 下 命题 . 

命题 11.2.3 0031 M C 天 [zl……，,zN] 是 一 个 极 大 理想 ， 当 且 仅 当 存 在 上 = 
(&1,… ,EN) E AN 使 得 M = 了 Tb， 

= (21 —€1 72— 2, DH EN): 

直观 地 说 , 极 大 理想 与 单 点 等 价 . 或 者 说 , 一 个 极 大 理想 是 以 某 一 点 为 根 的 所 有 多 项 
式 集合 . 单 点 不 可 能 分 成 两 个 更 小 的 代数 集 . 

定义 11.2.5 拓扑 空间 成 中 的 一 个 非 空 集 V 关 8 称 为 不 可 约 的 , 如果 不 存在 
太 关 9, 记 关 9, 训 关 仍 使 得 V = VUTW. 

例 11.2.3 设 V = V(H), H = (7z? 一 22) € K[zi1,22], 那么 VV = WUW, 这 里 
= (zi 十 za2)) V2 = (Zz1 一 722), Vi、W2 是 不 可 约 的 . 国 

关于 不 可 约 性 的 主要 结果 有 以 下 结论 . 

定理 11.2.4 [103] (1) V 不 可 约 , 当 且 仅 当 WV 中 任何 两 个 非 空 开 集 交 非 空 ; 

(2) Y 不 可 约 , U CT 为 其 开 子 集 , 则 U 不 可 约 , 且 在 V 中 秽 ; 

(3) Y 不 可 约 , 则 其 闭 包 灰 不 可 约 . 

定理 11.2.5 [103] 代数 集 了 e AX 不 可 约 , 当 且 仅 当 I(V) E 天 [zi ,ZN] 是 素 
理想 . 

例 11.2.4 (1) AX 是 不 可 约 的 , 因为 T(AX) = (0), 它 是 KK[z1,… ,zw] 中 的 素 理想 . 


(2) 能 控 、 能 观测 或 能 控 能 观测 的 平面 系统 集 都 是 不 可 约 的 , 因为 由 例 11.2.2 它们 均 
在 As 中 开 , 于 是 由 定理 11.2.4 之 (2) 可 知 , 它们 均 不 可 约 . 口 


11.3 ”正则 函数 与 态 射 


定义 11.3.1 (1) 一 个 环 民 称 为 及 -代数 , 如 果 是 民 的 子 环 ; 

(2) 一 个 KK- 代数 尺 是 有 限 生成 的 , 如 果 存 在 71,:… ,rn &€ RR, 使 得 尺 = Kl[ri1,:… ,Tnl; 

(3) 一 个 有 限 生 成 的 有 KK- 代数 民 , 如 果 不 存 在 堵 零 元 , 则 称 民 为 伪 射 及 -代数 (7 关 0 称 
为 血 零 元 , 如 果 存 在 m > 0 使 r™m = 0). 


显然 , K[z1,… ,ZN] 是 一 个 仿 射 KK- 代数 . 设 VV 为 一 仿 射 代数 集 , 作 商 环 
K[V] := 天 [zl ,ZN]/I(V). 全 区 天 
定义 11.3.2 商 环 KK[V] 称 为 仿 射 坐标 环 . 仿 射 坐标 环 的 元 素 称 为 V 上 的 正则 函数 . 


注意 , 正则 函数 实际 上 是 一 个 等 价 类 [月 . [f] = [gl, 如 果 f 一 ge I(V). 为 记号 简便 ， 
以 下 直接 用 元 素 代表 等 价 类 , 譬如 , j 代表 [用 . 

记 Homk(K(V),K) 为 人 K(V) 到 K 的 保持 K 不 变 的 环 同 态 集合 ( 即 若 we 
Homxkx(K(V), K), 则 a([k]) = k, Vk € K). 对 每 一 个 ve V, 可 以 定义 as : K(V) 二 K 


如 下 : au([ 月 ) := f(v). 容易 证 明 , ay e Homx(K(V),K). 实际 上 , 这 是 一 个 一 对 一 且 映 
上 的 , 即 每 个 环 同 态 we Homxk(K(V), K), 都 可 以 找到 we V, 使 得 a = as. 记 同 态 核 
mw :二 ker(au), 因为 av 是 K- 同 态 , 于 是 m 为 K(V) 的 极 大 理想 . 设 KK(V) 的 极 大 理想 
集合 为 SupM(K(V)), 那么 可 以 证 明 , 对 每 个 极 大 理想 m e SupM(K(V)), 都 可 以 找到 
v EV, 使 得 m = mm. 因此 有 下 述 定理 . 

定理 11.3.1 vv 作 av 分 my 给 出 了 以 下 的 一 一 对 应 关系 


V < Homxk(K(V), K) < SupM(K(V)). (11.3.2) 


任何 一 个 仿 射 KK- 代数 总 可 以 表示 为 一 个 商 代数 形式 . 


命题 11.3.1 如 果 民 = K[f1,… ,fnN] 是 一 个 仿 射 KK- 代 数 , 则 存在 WW € AN, 使 得 
R= KI[W]. 


定义 11.3.3 (1) 设 VC AN, WC A 宙 为 两 个 仿 射 代数 集 , 映射 p:V 一 多 称 为 
KK- 态 射 , 如 果 对 每 个 gE K[W], 复合 映射 gop E K[V]. KK- 态 射 的 全 体 记 作 Homx(V,W); 

(2) 设 VC AN, W C A 宙 为 两 个 仿 射 代数 集 , 映射 $9:V 一 W 称 为 正则 的 , 如 果 几 
是 一 个 多 项 式 映射 在 VV 上 的 限制 . 正则 映射 的 全 体 记 作 Reg(V, W). 


命题 11.3.2 (1) 设 g:V 一 到 是 正则 的 , 定义 9* :KIW] 一 KIV|] 为 
$*(g) = go9, 
9* 称 为 9 的 提升 那么 , 9* E Homk(K[W],K[IV]) 是 KIW] 到 KIV] 的 一 个 ( 环 的 ) 
- 同 态 . 
每 个 K[W] 到 KI[V] 的 ( 环 的 ) K- 同 态 都 可 以 看 作 某 个 (唯一 的 ) 正则 映射 $ 的 
提升 . 因此 , 有 一 一 对 应 关系 | 
Reg(V, W) > Homx(K[W], KIV])- 
(3) 设 g:V 汪 WW 是 一 个 KK- 态 射 ,定义 8* :KK[W] 一 KK[V] 为 
$*(g) = go9, 


9* 称 为 6 的 余 态 射 , 那么 内 < Homxk(K[W],K[V]) 是 KIW] 到 K[V] 的 一 个 ( 环 的 ) 
K- 同 态 . 

(4) 每 个 K[W] 到 K[V] 的 ( 环 的 ) KK- 同 态 都 可 以 看 作 某 个 (唯一 的 ) KK- 态 射 6 的 余 
态 射 . 因此 , 有 一 一 对 应 关系 


Homx (V, W) < Homg (KIW], KIV]). 
一 个 K- 态 射 几 称 为 K- 同 构 , 如 果 它 是 一 对 一 且 映 上 的 , 并 且 w-! 也 是 一 个 KK- 态 射 . 


命题 11.3.3 小 :V 二 W 是 一 个 K- 同 构 , 当 且 仅 当 小 : KIV] 一 K[W] 是 一 个 ( 环 ) 
同 构 . 


一 


J 0 
六 二 2 十 4 := Az + bu, 
: : (11.3.3) 


Ev 1 
= (m1 Mm) :一 cz. 
定义 映射 : A 统 一 A 如 为 
wr(é,n) = [c(n)b, c(n) A(E)b, + , c(n) A™™(é)o]. 
这 是 一 个 K- 态 射 , 因为 它 是 正则 的 . 口 


注意 , 在 Zariski 拓扑 下 , 不 难 证 明 一 个 多 项 式 映射 FF: AN 一 A 有 是 连续 的 , 从 而 可 
推出 一 个 正则 映射 $ :V 一 W 也 是 连续 的 . 
本 节 未 证 定理 均 可 见 文献 [103]. 


11.4 ”线性 系统 的 实现 


一 个 ( 域 K 上 的 ) 单 输入 - 单 输出 的 线性 系统 有 四 种 常用 的 表示 方法 : 
(1) 互 质 的 多 项 式 对 : p(s) = bo 十 bis 十 … 十 bn_1s"™-!1, g(s) = ao 十 als 十 … 十 
an-1s" 十 sn" (T(s) = p(s)/q(s) ee 


(2) 严格 真有 理 半 纯 函 数 f(s) = his (可 看 作 传递 函数 T(s) 的 Laurent 展 


开 式 ). 
(3) 有 限 秩 Hankel 矩阵 腥 = (hiyj_2)3_1. 
(4) (4, b,c), A € Mnxn, b,cT € C". 
(4,b,c) 对 应 于 控制 系统 


(11.4.1) 
IC 


= Az+ bu, 
称 为 系统 的 状态 空间 实现 . 
定理 11.4.1 (Hankel 定理 ) 设 f(s) = hjs-i 为 一 半 纯 函数 , 定义 其 Hankel 矩 
阵 为 及; 二 (hjy_2)9_1。 那么 f(s) 为 有 理 分 式 当 且 仅 当 其 Hankel 短 阵 的 秩 有 限 . 
为 方便 , 我 们 将 Hy 的 秩 称 为 f 及 五 的 次 数 . 定义 
Rat(n,K) = {f(s)|f(s) 为 KK 上 mn 次 严 真有 理 半 纯 函数 }; 人) 


Han(n,K)= {HH| 五 为 K 上 n 次 Hankel 矩阵 }. (11.4.3) 


Eee Eee Eee i em ym 一 
一 


设 Hankel 阵 秩 为 w 那么 其 nn 十 1 列 可 表 为 前 n 列 的 (唯一 形式 ) 线性 组 合 . 于 是 可 
得 到 唯一 的 递 推 关系 


aohj + alhj+1t+ + an-ihj+n-1 t+ hi+n = 0. (11.4.4) 


记 五 ,= (hitj-2)?j=1. 设 


人 0 
Gn OR 
A= | . | (11.4.5) 
0 
b= Hdi, c= (61) (11.4.6) 
那么 
1 =D el (11.4.7) 


因此 式 (11.4.5) 及 式 (11.4.6) 是 次 数 为 n 的 Hankel 阵 的 实现 . 

从 式 (11.4.4) 可 见 , 次 数 为 n 的 Hankel 阵 由 2n 个 独立 变量 决定 , 因此 Han(n, K) C 
A27. 

再 看 Rat(n, K). 设 fe Rat(n, KK), 由 于 它 的 Hankel 和 矩阵 太 ; 的 次 数 为 n, 由 Hankel 
定理 , 它 有 分 式 表示 


+ 
f(s) = Bn p(s)/q(s), (11.4.8) 
求 是 
f(s)q(s) = ( oo q(s) = p(s). 
pi 
比较 系数 可 知 
aoh; 十 Qihj+1 十 …" 十 ama1hyim=1 汕 hj+m 三 :0. (11.4.9) 


由 式 (11.4.9) 可 知 , 其 Hankel 矩阵 Hy 为 m 次 . 因此 , m = n. 于 是 太 可 用 (ao,……， 
an_1;00,……… ,pn _1) 来 唯一 确定 . 因此 Rat(n, K) C A2??. 
为 说 明 Han(n, K) 与 Rat(n,K) 的 等 价 性 , 定义 工 : Rat(n, K) 一 Han(n, K) 如 下 : 


对 于 f(8) = $ hjs-i € Rat(n, K), Lf) = (ha, ha, , han). 
j=1 


注意 ， 由 式 (11.4.4), hi, h», et; hon, 可 唯一 确定 Hj. 实际 上 ， 记 和 = (ao， A am-1)7， 
ht+1 Ch ws ml 那么 由 式 (11.4.4) 有 


Hd = hntl. (11.4.10) 


由 五 。 非 奇异 性 可 得 唯一 解 a. 故 上 述 工 是 一 一 的 . 
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实际 上 , Han(n, KK) = 4 各 \Y(9), 这 里 0(hi,:… ,hzn) := det(Hn), 故 
V(0) = {he A2r | det(H;,) = 0}. 
因此 , 如 何 保证 工 的 像 在 Han(n.K) 上 了 呢 ? 注意 到 f(s) e Rat(n, KK), 故 它 有 分 式 表示 
(11.4.8). 不 难 验证 , 这 时 L(f) = (hi( 了 ),… , hzn( 了 )), 其 中 
hy(f) Sp (G0- -ono -MO ed Db Sl 2n (11.4.11) 


这 里 A 如 式 (11.4.5), a 0 C 一 (bo, sh ba 

再 考虑 L-1 : Han(n, KK) 一 Rat(n, 天). 如 果 Hankel 矩阵 知道 了 , 则 可 由 式 (11.4.10) 
解 出 a. 作 实 现 式 (11.4.5) 和 式 (11.4.6), 那么 h; = chi-1b, 7 = 1,2,…. 现在 

f(s) = c(sT — A) b= p(z)/q(z), 
qd(Z) = a0 十 Q18 十 … 十 Qn_15” 1! 十 s"? 已 知 . 令 g(s) = bo 十 bis 十 … 十 bn_1s”-1, 直接 计 
算 可 得 
sD a (和 L 六 ) 
1 


下 面 我 们 要 证 明 , 这 几 种 表示 方法 是 代数 等 价 的 . 

定义 11.4.1 (1) (4,b,c) 称 为 传递 函数 f(z) 的 实现 , 如 果 c(sT 一 4)-10 = f(s). 

(2) (A;b,c) 称 为 Hankel 短 阵 互 三 (让 17=2)2-1 的 实现 如 采 在 二 cArb; 窜 三 
1 

将 (4,b,c) e A2?+2 看 作 变量 , 考虑 多 项 式 环 K[A2?+2] 二 KK[X,Y,2], 分 别 用 
X= (zy);, Y = (37) =7(2;) 代表 相应 变量 所谓 实现 , 就 是 要 找 一 个 天 - 态 射 
Te Ben — A2?. 

我 们 用 Rp 表示 传递 函数 实现 , 用 {ho,… ,An-1, Bo,… , Bn-_1} 表示 A 如 上 的 坐 
标 函 数 , 即 


RFC YZ) = (Ao(X,Y, 2),.…: ;An_i(X,Y, 2), Bo(X,Y,2),.…: Bs 1(X, 2 
(11.4.13) 


其 中 Ai;(X,Y,2) 为 det(sT 一 六 ) 的 系数 , 即 
det(sT — X= Ao(X, YZ) A Da A DB 
Bi(X,Y,2) 为 Zadj(sT 一 久 )Y 的 系数 , 即 
Zadi(sT — X)Y = Bo(X,Y,2)+ Bi(X,Y,2Z)s+:.:+ Bn,_i(X,Y, 2)s™ 1. 
例 11.4.1 设 n=2, 则 


Sg — Kir —Ais 


§1 = = 
—X21 sO— X22 


det(sT — X) = s 一 (X11 + X22)s + X11 X22 — X12X21. 


因此 
Ao(X,Y, 2) 三 XI1X522 — X12X21, Ai(X,Y,Z)= X11 十 天 22. 
一 以 X 
jt 2 es 
XI Be 
所 以 
Ao(X,Y,2) = X11X22 — X12X21, Ai(X,Y,2Z)= Xii + X22. 
不 难 算 出 


Bo(X,Y,2)= Zi(—X22¥1 二 + X12Y2) + Z2(X21Y1 — X11Y2), 
Bi(X, YZ) = 


口 
我 们 用 Rh 表示 Hankel 矩阵 实现 , 用 {i，… , H2n} 表示 A 总 上 的 坐标 函数 , 即 
Rn(X,Y,2)= (Hi(X,Y,2),..: ,Hoan(X,Y, 2)), (11.4.14) 
这 里 
H(A 


注意 上 式 对 7 > 2n 也 成 立 . 
还 可 以 定义 一 种 混合 型 的 实现 , 称 为 特征 函数 实现 , 记 作 有 R。. 用 { 五 …, Hz2n} 表示 
A3 上 的 坐标 函数 , 即 
入 5 PIII EG YZ) Hon(X YZ)), (L415) 
这 里 
Hy(X, VAY, 7 = 1,. ;n, 
Hsi(X YZ) = Mn (这 二 
类 似 于 Han(n, K) = A 加 \V(90), 我 们 有 Rat(n, KK) = A \V(p), 这 就 是 说 , 要 把 
{zeA 妨 |p(z) = 0} 的 那些 点 去 掉 . 不 符合 要 求 的 那些 点 是 使 传递 函数 分 母 、 分 子 不 互 
质 的 点 . 回顾 例 6.1.12, 定义 p(z) = det(5), 这 里 z = (ao,…, an_1,b0,… ,bn_1),S 为 


a vv CO 
0 二 Qmn 一 1 Q0 
9 1 | "*** Qo0 
0 由 村 bo 
0 bn=1 bo 


OM 可 
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Wf :A 史 一人 A 知 即 Laurent 映射 , 已 在 例 11.3.1 中 定义 ; yn : A 引 一 A 忠 为 


ur(Z) = (ja(Z) jan(Z))， 


Tant+1—i i=n+1,:…: ,2n. 


式 中 
Zi, i= 1 ,n; 
hi(z) = n : (11.4.16) 
去 起 Tant+1—khpti_na1(7), 1 王爷 十 1 ,2n. 
= 
说 3A 和 2 二 Ai 为 
We(zZ) = (Wi(Z) ,yon(7Z))， 
式 中 
党 分 mith HDA = 1 
yi(7) = 桥 ce 2 (Pld 97) 


直接 展开 就 会 发 现 , y。 是 一 个 K- 同 构 . 
用 尺 。 作 实 现时 , 类 似 于 Rat(n, 天) 及 Han(n, RK), 我 们 将 好 的 实现 ( 即 最 小 实现 ) 的 
合 记 作 Cha(n, KK) C A 如 .同样 ,，“ 坏 实现 ”可 以 用 一 个 函数 和 的 零点 集 表示 , 这 里 
包办 和 及 定义 为 
MZ) = DOL). (11.4.18) 
因此 有 Chal(n, K) = A \V(N). 
直接 展开 计算 , 就 可 以 得 到 如 下 的 实现 及 其 伴随 映射 之 间 的 关系 式 . 


定理 11.4.2 实现 及 :、Rh、RR。 及 其 伴随 及 - 态 射 办 r、Wh、We 间 满 足 


Weo Rce= Vj, 
Vr oR = Vh, 
Wh o Re = Vih, 
Wh = WF © We: 


(11.4.19) 


利用 式 (11.4.19) 立即 可 得 以 下 推论 . 


推论 Lil dhe: 人 (A WW (A2r)\ = (A2r)e 均 为 K- 同 构 ， 因此 
图 11.4.1 为 可 交换 的 KK- 同 构图 . 


实际 上 , 这 说 明了 这 几 个 最 小 实现 都 是 一 样 的 , 在 Zariski 拓扑 意义 下 有 下 面 的 推论 . 


推论 11.4.2 ”由 三 个 实现 得 到 的 基本 仿 射 开 集 尺 7 (Rat(m K)), Ri (Han(n, K)), 
R=z1(Cha(n, KK)) 都 相同 . 


Cha(n, K) Rat(n, K) 


Vi 
Han(n, K) 
图 11.4.1 实现 的 KK- 同 构 
例 11.4.2 当 n=2 时 , 可 直接 计算 得 


WA(Z) = (72, 21 — LT4T2, 一 Z372 一 T4(T1 一 Z472)， 
一 2Z3(21 — T4723) 一 0 人 (一 7572 — Ta(T1 一 THD2))); (11.4.20) 
Wh(£) = (Z1, 22, 一 Z471 一 Z372， 一 Z472 一 Z3( 一 Z4271 一 T3722)); 


顺 (Z) = (21273 + 02727104 Ta). 
相应 的 三 个 限制 函数 为 


p(Z) 三 2 一 Z47Z172 + L372; 
b(z) = Z173 一 22; (11.4.21) 


入 (Z) = zZ2 十 z17273 + T4727. 


车 取 K = 及 , 则 
Rat(n, K) = R*\ {zl|p(z) = 0]; 
Han(nyK)= Re\{s|0(z) = 0}; (11.4.22) 
Cha(n, K)= Rs\{z|A(z) = 0}. 

所 有 前 面 得 到 的 结论 均 可 一 一 检验 . 四 


记 最 小 实现 集合 为 8? C A+2". 总 结 上 面 的 讨论 , 我 们 有 以 下 定理 . 


定理 11.4:3 vw = (Mbe) € Sri HR f(D) = eal = A ee 
Rat(mwK); 当 且 仅 当 Hs 二 WA Dp H(i = 
(cb ,cd 一 10 一 4 1 ,—Ao) € Cha(n, K). 


本 节 未 证 定理 均 可 见 文献 [72]. 


11.5 ”注释 与 参考 
”代数 几何 是 一 个 比较 艰深 的 数学 分 支 , 但 也 是 近代 数学 的 前 沿 和 最 活跃 的 一 个 分 支 . 


一 


它 的 研究 对 象 是 多 元 多 项 式 的 零点 集 , 它 与 数论 联系 密切 . 例如 , 我 们 前 面 提 到 的 费 马 大 
定理 的 证 明 , 其 基础 就 是 代数 几何 . 

费 马 大 定理 的 由 来 是 这 样 的 : 费 马 (P. Fermat, 1601-1665) 写 在 丢 番 图 《算术 》 一 书 
边 上 , 称 他 证 明了 z" 十 y* = z? 对 n 之 3 没有 整数 解 . 但 这 个 问题 困惑 了 人 类 358 年 , 最 
后 被 怀 尔 斯 (A. Wiles, 1953- ) 利用 其 与 椭圆 曲线 的 关系 , 在 1996 年 解决 . 关于 费 马 大 定 
理 的 故事 [31 十 分 感人 , 值得 一 读 . 

另 一 个 例子 是 黎 曼 猜想 . 黎 曼 猜想 说 在 带 状 区 域 0< o < 1 中 , 黎 曼 5 函数 


的 零点 都 位 于 直线 c = 1/2 上 . 这 一 猜想 自 黎 曼 在 1859 年 提出 后 , 被 许多 人 称 为 数论 中 
最 重大 的 研究 课题 . 它 看 似 一 个 纯粹 复 分 析 的 问题 , 但 由 于 它 可 以 表示 成 为 所 有 素数 p 的 
一 个 乘积 
¢(s) = 工作 二 六 9 一 
2 

而 成 为 一 个 数论 问题 . 它 的 推广 称 广义 黎 曼 猜想 , 是 一 个 典型 的 代数 几何 问题 . 有 限 域 上 
的 广义 黎 曼 猜想 已 被 证 明 B. 

从 20 世纪 70-80 年 代 开始 , 一 部 分 系统 控制 学 者 将 代数 几何 方法 应 用 于 系统 控制 问 
题 , 得 到 许多 漂亮 的 系统 族 结论 , 部 分 工作 可 见 文献 [72] 及 其 参考 文献 . 最 近 的 一 篇 综合 
报导 (文献 [104]) 介绍 了 代数 几何 在 分 布 参数 系统 中 的 许多 应 用 . 

代数 几何 的 书 不 少 , 但 百花 齐 放 , 没有 统一 的 内 容 和 方法 , 而 且 对 近世 代数 、 拓 扑 学 
及 微分 几何 的 要 求 其 高, 一 般 都 不 易 读 懂 . 笔者 当年 在 华盛顿 大 学 数学 系 修 这 门 课时 , 用 
的 是 文献 [75], 它 相 对 简单 一 点 . 李 克 正 的 文献 [27] 也 是 很 好 的 参考 书 . 


11.6 “习题 


11.1 (1) 整数 集 Z 对 加 法 和 乘法 是 一 个 环 , 0 头 ne Z. 证 明 被 n 整除 的 数 集 , 记 作 
(n), 是 一 个 理想 ; 并 且 (n) 是 素 理想 , 当 且 仅 当 mn 是 素数 . 

(2) 设 a(z) e K[z] 的 特征 数 为 0. 证 明 被 a(z) 整除 的 多 项 式 集 , 记 作 (a(z)), 是 一 个 
理想 ; 并 且 (a(z)) 是 素 理想 , 当 且 仅 当 a(z) 不 可 约 . 

11.2 证 明 命题 11.2.1 的 (1)~(6). 

11.3 设 及 CK[z1,… ,ZN|] 为 一 理想 ,证 明 HcCc VHCcI(V(H)). 

11.4 素 理想 是 否 一 定 是 极 大 理想 ? 考虑 I(z 一 y) e K[z,y], 将 它 与 T(z -1,y 一 1) 
比较 . 

11.5 设 VC AN 为 一 零点 集 , 商 环 为 (V) 定义 如 式 (11.3.1). 对 每 一 个 vET, 定义 
au : K(V) 二 KK 如下: ao([ 月 ) := f(v). 证 明 a, € Homxk(K(V),K). 

11.6 利用 例 11.4.2 的 具体 表达 式 检验 定理 11.4.2 中 的 各 式 . 
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离散 数学 方法 


本 章 包括 两 部 分 内 容 : 图 论 与 博弈 论 . 这 两 个 数学 分 支 似乎 难以 纳入 数学 主流 , 但 却 
在 近期 以 至 将 来 的 系统 与 控制 理论 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 图 论 属于 离散 数学 是 自 不 待 
言 的 , 之 所 以 将 博弈 论 归 入 离散 数学 方法 是 因为 我 们 只 讨论 策略 有 限 的 博弈 , 我 们 的 主要 
目的 是 讨论 演化 博弈 , 方法 是 将 它 转化 为 值 逻辑 系统 . 于 是 它 就 成 了 典型 的 离散 数学 问 
题 了 . 本 章 内 容 包 括 : 基本 图 论 的 概念 与 方法 , 包括 欧 拉 图 、 哈 密 顿 图 、 环 路 与 树 等 . 接 
着 介绍 图 的 扩展 一 超 图 , 它 是 一 个 新 兴 分 支 , 在 信息 科学 中 十 分 有 用 . 接着 讨论 研究 图 
和 超 图 的 一 个 新 工具 一 拟 阵 . 本 章 后 几 节 讨论 博弈 论 , 先 讨论 非 合 作 博 弈 , 主要 以 纳什 
均衡 为 中 心 ; 然后 讨论 合作 博弈 , 特别 介绍 了 矩阵 半 张 量 在 特征 函数 展开 和 Shapley 值 计 
算 中 的 应 用 ; 最 后 讨论 网 络 演化 博弈 , 介绍 其 基本 数学 框架 , 并 给 出 基本 演化 方程 等 . 


12.1 图 论 基 础 


定义 12.1.1 (1) 一 个 图 可 表示 为 G = (NN, 羽 ), 这 里 N = {1,2,… ,n} 称 为 图 的 节 
点 集 , |N| =n 称 为 图 G 的 阶 (order); 已 C N xNN 称 为 图 的 边 集 . 

(2) 若 (i,j) EE 如 则 (j,ij€ 恕 , 则 称 图 为 无 向 图 ; 否则 即 为 有 向 图 . 

(3) 一 个 图 称 为 简单 图 , 如 果 其 任意 两 节点 间 最 多 只 能 有 一 条 边 . 


除 特 别 说 明 , 本 章 只 讨论 有 限 图 , 即 n < eco. 一 个 图 , 可 以 用 一 个 nxn 矩阵 来 表示 ， 
这 个 矩阵 称 为 邻接 矩阵 , 其 定义 如 下 : 记 五 = (ei,;), 其 中 


-31 (i,7) €B, 
6i,j 一 
: 其 他 . 


定义 12.1.2 (1) 一 个 无 向 图 G, 对 于 它 的 每 一 个 节点 p, 与 其 相连 的 边 的 个 数 称 为 
这 个 节点 的 度 , 记 作 deg(p). 

(2) 一 个 有 向 图 G, 对 于 它 的 每 一 个 节点 p, 进入 这 个 节点 的 边 的 个 数 称 为 这 个 节点 
的 入 度 , 记 作 di(p); 流出 这 个 节点 的 边 的 个 数 称 为 这 个 节点 的 出 度 , 记 作 do(D). 

(3) 一 个 无 向 图 G 称 为 规则 图 (regular graph), 如 果 它 每 一 点 的 度 都 一 样 ; 一 个 有 向 
图 G 称 为 规则 图 , 如 果 它 每 一 点 的 入 度 和 出 度 都 一 样 . 
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图 12.1.1 无 向 图 和 有 向 图 


例 12.1.1 (1) 图 12.1.1 (a) 是 一 无 向 图 , 其 邻接 矩阵 为 


人 工 间 
二 DG 中江 
Ea=|10010|. 
liu 
01018 


(2) 图 12.1.1 (b) 是 一 有 向 图 , 其 邻接 矩阵 为 


人 取代 0 
00001 
Es=|10000|. 
01100 
00010 


(3) 图 12.1.1 (a) 不 是 规则 图 , 如 d(1) = 3, d(4) = 4; 图 12.1.1 (b) 也 不 是 规则 图 , 如 
di(1) 一 了 dol1) 二 2, 但 di(2) = 2, do(2) 二 下 口 


定义 12.1.3 给 定 一 个 图 G =(N, EB). 

(1) ai-a2-……- ak 称 为 一 条 通道 (walk), 如 果 ai € N,Vi; (ai,ait1) € BE,i=0,...,k— 
l; 

(2) 一 条 通道 , 如 果 没 有 重复 的 边 , 即 (ai Qait1) 天 (Qj;Qaj41); i 关 j 则 称 其 为 轨迹 
(trail). 两 端点 相等 的 轨迹 称 为 闭 轨 迹 ; 

(3) 一 条 通道 , 如 果 除 两 端点 可 能 相等 外 , 各 端点 均 不 相等 , 则 称 其 为 路 径 (path). 两 
端点 相等 的 路 径 称 为 环 路 . 


下 面 给 出 一 些 常见 的 图 的 例子 . 


例 12.1.2 (1) 具有 mn 个 节点 的 环 路 记 作 Cu, 图 12.1.2 (a) 是 C5. 
(2) Cn 去 掉 一 条 边 则 成 一 路 径 已, 图 12.1.2 (b) 是 PP;. 


(a) Cs (b) Ps (¢) Ws 
1 2 3 


(d) (e) 
图 12.1.2 典型 图 


(3) Cn_1 加 上 一 个 中 心 , 它 与 其 他 nn 一 1 点 都 相连 , 则 成 一 轮子 , 记 为 Wi, 图 12.1.2 
(c) 是 Ws. 

(4) 一 个 图 , 如 果 节 点 集 可 分 为 两 部 分 : N =UUV, 且 UV= 8%; 并 且 EBcCUxV, 则 
官 称 为 三 分 图 上 图 :12.124d 是 三 办 国 时 UVU= {3 V={45,6;7k 

(5) 一 个 图 , 如 果 每 一 节点 的 度 都 一 样 , 即 d(i) = r, Vi e N, 则 称 它 为 ~ 正规 图 
(regular graph). 图 12.1.2 (e) 是 3- 正 规 图 . 口 


图 论 最 早 可 追 朔 到 哥 尼 斯 堡 城 的 七 桥 问题 : 普 瑞 格 尔 河 流 经 该 城 . 河中 有 两 岛 4、B， 
两 岸 记 作 C、D, 其 间 有 七 座 桥 , 见 图 12.1.3 (a). 


TE 
ld 


图 12.1.3 哥 尼 斯 堡 七 桥 


此 间 游 客 其 多, 某 日 某 人 提 一 问题 : 能 否 从 某 地 出 发 , 经 过 七 座 桥 各 一 次 , 再 回 到 出 发 
点 ? 这 个 问题 很 容易 转化 为 图 12.1.3 (b) 的 一 笔画 问题 . 这 个 问题 由 欧 拉 于 1736 年 解决 
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了 , 图 论 也 随 之 诞生 . 
能 够 一 笔画 的 图 形 后 来 被 称 为 欧 拉 图 , 定义 如 下 . 


”定义 12.1.4 一 个 无 向 图 称 为 半 欧 拉 图 , 如 果 有 一 条 轨迹 , 它 包 含 了 所 有 的 边 . 如 果 
这 个 轨迹 是 闭 的 , 那么 , 这 图 就 称 为 欧 拉 图 . 
欧 拉 定理 给 出 检验 欧 拉 图 的 方法 . 


定理 12.1.1 (Euler 定理 [11 四 ) (1) 一 个 无 向 图 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 节点 的 
度 均 为 偶数 . 
(2) 一 个 图 是 半 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 它 正 好 有 一 对 节点 , 其 度 为 奇数 . 


例 12.1.3 ”由 欧 拉 定理 不 难 直 接 验证 : 图 12.1.4 (a) 是 欧 拉 图 , 图 12.1.4 (b) 是 半 欧 


拉 图 , 图 12.1.4 (c) 是 非 欧 拉 图 . 口 
(a) (c) 


12.1.4 欧 拉 图 与 非 欧 拉 图 


欧 拉 图 研究 什么 时 候 有 一 条 闭 轨迹 , 它 由 所 有 的 边 组 成 . 类 似 的 问题 是 , 什么 时 候 有 
一 条 环 路 , 它 由 所 有 的 节点 组 成 . 这 种 图 称 哈密 顿 图 . 


定义 12.1.5 ”一 个 无 向 图 称 为 半 哈 密 顿 图 , 如 果 有 一 条 路 径 , 它 包 含 了 所 有 的 节点 . 
如 果 这 个 路 径 是 环 路 , 那么 , 这 图 就 称 为 哈密 顿 图 . 


例 12.1.4 不 难 直 接 验 证 : 图 12.1.5 (a) 是 哈密 顿 12.1.5 (b) 是 半 哈 密 顿 图 ， 
图 12.1.5 (c) 是 非 哈密 顿 图 . 口 


(a) (b) (c) 
图 12.1.5 ”哈密 顿 与 非 哈密 顿 图 


不 像 欧 拉 图 , 对 于 哈密 上 顿 图 , 并 未 找到 易于 检验 的 充 要 条 件 . 下 面 给 出 一 些 充分 条 件 . 


定理 12.1.2 (Ore 定理 [5) 一 个 n > 3 的 无 向 简单 图 是 哈密 顿 图 , 如 果 它 的 每 一 
对 不 邻接 的 节点 U、w 满足 


d(u) + d(v) zn. (01:1) 


推论 12.1.1 (Dirac 定理 015) 一 个 即 > 3 的 无 向 简单 图 是 哈密 顿 图 如 果 它 的 每 
一 个 节点 都 满足 


d(u) > 了. (12.1.2) 


定理 12.1.3 (Posg 定理 58) 设 G 为 一 个 n > 3 的 无 向 简单 图 ， 如果 对 每 一 个 
1 < 7 < 中 度 不 超过 j 的 顶点 个 数 小 于 j 即 


{se Nld(s) <j} <j 1<ij<3, (12.1.3) 


则 G 是 哈密 顿 图 . 


定义 12.1.6 一 个 无 向 图 称 为 森林 (forest), 如 果 它 不 含 环 路 .一 个 连通 的 森林 称 
为 树 . 

定义 12.1.7 设 G 为 一 个 连通 图 . 

(1) DCG 称 为 一 个 去 连通 集 (disconnecting set), 如 果 G\D 是 一 个 不 连通 集 . 

(2) DC G 称 为 一 个 切割 集 (cut set), 如 果 DD 是 一 个 去 连通 集 , 而 它 的 任 一 真子 集 都 
不 是 去 连通 集 . 

(3) 一 条 边 ee 马 称 为 桥 , 如 果 它 是 一 个 切割 集 . 


1 5 


图 12.1.6 ”切割 集 


例 12.1.5 在 图 12.1.6 中 : 

(1) DD= (5,7)U (4,5)U (4,6)U (6,8) 是 去 连通 集 , 但 不 是 切割 集 . 

(2) C = (5,7) U (6, 8) 是 切割 集 . 

(3) B = (2,4) 是 桥 . 口 
定理 12.1.4 [115] 考虑 一 个 n 节点 无 向 图 . 以 下 是 关于 树 的 几 个 等 价 条 件 : 

(1) 王 是 树 ; 

(2) 工 不 含 环 路 , 且 有 n 一 1 条 边 ; 


(3) 全 连通, 且 有 n 一 1 条 边 ; 

(4) 全 连通 , 且 每 条 边 都 是 桥 ; 

(5) 任意 两 点 间 有 一 条 唯一 的 路 径 ; 

(6) 全 不 侈 环 路 , 但 如 果 加 一 条 边 , 则 形成 一 个 环 路 . 

定义 12.1.8 (1) 设 G 为 一 连通 的 无 向 图 . 一 个 连通 的 树 TCG, 它 包括 G 所 有 的 
顶点 , 则 全 称 为 G 的 生成 树 . 

(2) 设 G 有 若干 连通 分 支 . 对 每 个 分 支 找到 其 生成 树 , 这 组 生成 树 集合 称 为 G 的 生 
成 森林 . 

如 何 寻 找 一 个 连通 图 G 的 生成 树 呢 ? 它 可 以 这 样 进行 : 找到 G 的 一 个 环 路 , 去 掉 环 
路 的 一 条 边 , 则 剩余 的 图 还 是 连通 的 . 继续 这 个 过 程 , 直到 没有 环 路 , 剩 下 的 就 是 G 的 一 
个 生成 树 . 


12.2 ” 超 图 与 拟 阵 


定义 12.2.1 一 个 超 图 可 表示 为 及 = (XX,E), 这 里 三 = {fzlz2 ,Zn 称 为 超 
图 的 节点 集 , |X| 二 n 称 为 超 图 G 的 阶 ; E 二 {li e IT} C 2N 称 为 图 的 边 集 如 果 
(1) Ei # @, i € 1; (2) UierBi = N. 

一 个 超 图 , 如 果 每 条 边 都 连接 个 点 , 即 |;| = , i € , 则 称 其 为 上- 勾 齐 超 图 . 2- 勾 
齐 超 图 就 是 普通 图 . 

如 果 由 EE; C EE; 能 推出 i = ;j, 则 称 其 为 简单 图 . 换言之 , 简单 图 里 没有 重 边 , 也 没有 
一 条 边 是 男 一 条 边 的 一 部 分 . 

设 g 关 SCX, 5 的 秩 (rank) 7(S) 定义 为 


7(S) = max|S NE;|. 


r( 瑟 ) 称 为 超 图 的 秩 . 因此 , 一 个 超 图 为 匀 齐 超 图 , 当 且 仅 当 |Ei| = 7(X), i EI. 


例 12.2.1 考虑 超 图 玉 = (N,E), 如 图 12.2.1 所 示 . 

这 里 入 = {1,2,3,4,5,6,7,8}, 2 = {Ei, Ez, Es,By, Bs,Be}, 其 中 Bi = {1,2,5}, 
E,2 = {2,3,7}, Es = {3,4}, Es = {4,8}, Es = {3;7,8}, Be = {6}. 

不 难看 出 , 这 个 超 图 是 简单 图 . 口 

两 个 点 i, i 称 为 邻接 (adjacent) 的 , 如 果 存 在 一 条 边 Ek, 使 得 i,j € Bk. 

下 面 定义 超 图 的 关联 矩 阵 (incidence matrix). 


定义 12.2.2 给 定 及 = (N,E), 设 |N|=n, |E| = m. 定义 其 关联 给 阵 尽 Ee Mxm 


如 下 
时 三 2 
Py 
DR 


12.2.1 超 图 


例 12.2.2 考虑 例 12.2.1 中 的 超 图 ( 见 图 12.2.1). 不 难看 出 , 其 关联 矩阵 为 


100000 
110000 
1 吉本 道 :下 区 
OO0mI00 
100000|- 
000001 
010010 
000110 


给 定 超 图 及 = (X,E) 如 前 , 它 的 对 偶 超 图 (dual hypergraph) 定义 如 下 . 
定义 12.2.3 互 三 (XE) 的 对 本 起 图 记 作 "三 (B;). 这 里 三 ei, em 
它 对 应 于 原 图 的 边 £ = {1,… ,Emj}; 全 = {Xi1,… ,Xn}, 它 对 应 于 原 图 的 节点 XX 二 
{ZT1,… yzn}, 使 得 
》 Xi :二 {eilz; & Eb;}, j= 1,……: ;让 
容易 检验 , H* = (EE; 守 ) 是 超 图 . 
定义 12.2.4 给 定 超 图 万 = (XE), A C 由 洲 生 成 的 地 超 图 记 首 (4,E4); 
其 中 
ey {EiNA|E:; EE, EiA #0}. 
下 面 定 义 超 图 的 圈 , 它 是 超 图 研究 的 核心 问题 . 
定义 12.2.5 给 定 超 图 及 = (X,E). 一 个 长 度 为 gq 的 链 (chain) 是 一 个 序列 
(zl Bi, 22, E2, he py 使 得 
(1) z1,… ,Zag € XX 为 不 同 节点 ; 
(2) Bi1,… ,Bg EE 为 不 同 的 边 ; 


(3) zk, Tk+1 < Ek, k= ee ,4: 

如 果 g>>1 且 zoti = Zi, 则 称 这 个 链 为 长 度 为 g 的 图. 

定理 12.2.1 [49] 设 万 为 一 超 图 , 它 有 nn 个 节点 , m 条 边 ,p 个 连通 块 . 那么 , 它 不 
含 圈 当 且 仅 当 


> (Bl-1)=n-?7. 
i=l1 


拟 阵 是 图 与 超 图 研究 中 的 一 个 重要 工具 , 简单 介绍 如 下 . 


定义 12.2.6 一 个 拟 阵 是 一 个 有 序 对 M = (EB,T), 这 里 妃 是 有 限 集 , 子 集 族 
名 关 工 C 28 称 为 独立 族 , 满足 

(1) 设 IeZT 且 KCI, 则 K€EI; 

(2) 设 I,JEeI 且 |I|<|J|, 则 存在 ee J 人 JT, 使 得 TU f{e} EX. 


拟 阵 有 如 下 的 等 价 定义 [9: 


定义 12.2.7 一 个 拟 阵 是 一 个 有 序 对 M = (BE,B), 这 里 马 是 有 限 集 , 子 集 族 
名 关 B C28 称 为 基 族 , 满足 

(1) 设 BEeB,kK 为 B 的 真子 集 , 即 KCBE 且 KB, 则 K¢B; 

(2) 设 Bi, BoE B 且 ee Bi. 则 存在 fe Bo, 使 得 (Bi\{e})U{f}ebk. 


在 后 一 个 定义 中 的 基底 B e 8 是 前 一 个 定义 中 最 大 的 独立 集 . 
下 面 的 例子 包括 了 拟 阵 的 两 个 主要 背景 , 


例 12.2.3 (1) 设 Ve Mnxm, 工 为 V 中 线性 无 关 列 的 集合 , 则 (VIZ) 为 一 拟 阵 . 如 
果 用 基底 定义 , B 为 V 中 最 大 线性 无 关 列 集 所 成 族 , 则 (V, 85) 为 一 拟 阵 . 
(2) 设 G 是 一 个 连通 图 , Z 为 V 中 无 圈子 图 的 集合 , 则 (G, 工 ) 为 一 拟 阵 . 如 果 用 基底 
定义 , 8 为 G 的 生成 树 族 , 则 (G, 8) 为 一 拟 阵 . 加 
定义 12.2.8 (1) 设 Mi = (B1,B1) 和 Ma = (Eo,B2) 为 两 个 拟 阵 . $ : Bl 一 Bo 称 
为 两 个 拟 阵 的 同 构 映射 , 如 果 人 GD 由 是 一 对 一 映 上 的 ; @ 设 已 e Bi, 则 dB) e 2B2. 如 果 存 
在 同 构 映射 , 则 称 拟 阵 Mi 与 M2 同 构 , 记 作 Mi ~ Mo. 
(2) 拟 阵 M 上 的 同 构 称 为 自 同 构 . 自 同 构 以 映射 复合 为 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 M 的 
自 同 构 群 , 记 作 Aut(M). 
例 12.2.4 (1) 考虑 矩阵 
QO 
机 三 OW O00 | ; 
1001 


记 ci = Col(4),1 = 12,3,4. 那么 , Mi = (Col(A), 8B) 为 一 拟 阵 , 这 里 为 基底 集合 , 即 


B = {{ci, c2, c3}; {c1, c2, ca}; {c2, cs, c4}}. 
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(2) 考虑 图 G, 如 图 12.2.2 所 示 . 
M2 = (G, 6B) 为 一 拟 阵 , 这 里 好 为 生成 树 集合 , 即 


B = {f{fel,ez)esji{feliez,e4dji{fez,ese4}}. 
el 


CE2 CE4 


12.2.2” 拟 阵 的 图 


(3) 定义 8 :Col(4) 一 五 (G) 为 
dg(ci) 一 Ci1) Ds di 局 4. 


显 见 9 是 一 同 构 映射 , 故 Mi ~ M2. 口 


12.3，” 非 合 作 博 弈 


博弈 作为 社会 活动 早已 有 之 , 例如 春秋 战国 时 的 故事 “ 田 忌 赛马 ” 即 为 一 例 . 但 通 
常 以 妈 。 诺 伊 曼 等 在 1944 年 出 版 的 一 本 书 -一 《博弈 论 与 经 济 行 为 》 一 为 博弈 论 的 开 
篇 85. 博弈 论 大 体 可 分 为 两 类 : 非 合 作 博 弈 与 合作 博弈 . 本 节 讨 论 非 合作 博弈 ， 

定义 12.3.1 一 个 正规 型 的 非 合 作 博 弃 G 可 用 一 有 序 三 元 组 表示 , G = (N,S,c). 
这 里 

(1) V = {1,2,… ,nn} 称 为 玩家 (players); 

(2) 

sn 


称 为 第 i 个 玩家 的 策略 集 , i = 1,……n, 策略 集 的 乘积 集合 


称 为 局 势 集合 (situation or profile); 
(3) 玩家 了 在 每 一 个 特定 局 势 下 的 所 得 称 为 了 的 支付 函数 (payoff function),， 即 


@: SR =1, ,Nn. 


记 支 付 函 数 集合 为 


i 
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(4) 一 个 二 人 博弈 称 为 对 称 博 弃 , 如 果 
cl(zZl,Z2) = c2 (72, 71). 
定义 12.3.2 ”在 一 个 博弈 G 中 , 一 个 局 势 
0 


称 为 纳什 均衡 , 如 果 


Cj 人 (12.3.1) 


j= 1 ,n. 


直观 地 说 , 纳什 均衡 是 这 样 一 种 局 势 , 在 这 种 局 势 下 大 家 都 不 肯 “ 变 招 ”, 因为 谁 变 招 
了 , 谁 就 只 会 吃亏 (至 少 无 利 可 图 ). 

将 si 作为 第 i 个 玩家 策略 的 指标 即 s; = 1…,ki. 以 指标 持 
id(si,… , sn; ki,… ,kn) 为 序 将 所 有 策略 排序 (记号 见 附录 ), 这 样 可 得 到 一 个 局 势 的 
排列 , 用 它 标识 一 个 矩阵 的 列 , 用 玩家 标识 矩阵 的 行 . 这 样 可 得 到 一 个 nx 的 矩阵 , 这 里 
k = [liii ki, 和 窍 阵 的 第 i 行 第 7 列表 示 玩 家 i 在 7 列 所 对 应 的 局 势 下 的 支付 . 这 样 得 到 的 
矩阵 称 为 支付 矩阵 . 

下 面 用 一 个 例子 来 描述 支付 矩阵 . 


例 12.3.1 在 一 个 博弈 G 中 有 三 个 玩家 . 第 1 与 第 2 个 玩家 均 有 两 种 策略 , 第 3 个 
玩家 有 三 种 策略 , 即 51 = {1,2}, S2 = {1,2}, 63 = {1,2,3}. 于 是 , 支付 矩阵 为 一 3 x 12 
的 矩阵 , 如 表 12.3.1 所 示 . 


表 12.3.1 支付 矩阵 与 纳什 均衡 


rr [a rl | 
TT 
rl 


c\profile 


通过 支付 矩阵 , 很 容易 找到 纳什 均衡 点 .考虑 第 i 行 , 即 第 i 个 玩家 的 支付 . 在 s;， 
7 去 i 都 相同 的 情况 下 , 比较 不 同 s; 的 支付 , 在 最 大 值 下 面 划 线 . 对 每 个 i 进行 完 比 较 后 ， 
回头 看 该 表 . 如 果 某 一 列 的 元 素 , 对 所 有 i 都 划 了 线 , 则 它 所 对 应 的 就 是 纳什 均衡 点 . 

以 表 12.3.1 为 例 . 考虑 第 一 行 , 将 111 与 211 比 , 因 ci(211) = 4 > ci(111) = 2, 我 们 
在 4 下划线 ; 将 112 与 212 比 , 因 cl(112) = 1 < ci(212) = 3, 我 们 在 3 下 划 线 , .… 最 后 
发 现 , 第 4, 5, 7 三 列 的 每 一 列 所 有 元 素 都 有 下 划 线 , 于 是 , 它们 对 应 的 局 势 121, 122 和 
211 为 3 个 纳什 均衡 点 . 

下 面 考察 几 个 常见 例子 : 


例 12.3.2 (1) 囚徒 困境 : 两 囚徒 被 拘 , 策略 为 1: 沉默 ; 2: 招供 :支付 矩阵 如 
表 12.3.2 所 示 . 


表 12.3.2 ”囚徒 困境 


显然 (2 2) 是 纳什 均衡 . 
(2) 石头 -剪刀 - 布 : 两 人 玩 石头 -前 刀 - 布 (R-S-C) 游戏 . 支付 矩阵 如 表 12.3.3 所 示 . 


表 12.3.3 石头- 剪刀- 布 


显然 , 这 里 没有 纳什 均衡 . 
(3) 手心 -手背 : 三 人 玩 手 心 -手背 . 如 果 三 人 一 致 , 则 无 输赢 ; 否则 , 落 单 者 向 其 余 2 人 
各 付 一 元 . 记 1: 手心 , 2: 手背 , 则 支付 矩阵 如 表 12.3.4 所 示 . 


显然 , (111) 与 (2 2 2) 为 纳什 均衡 . 口 

以 上 讨论 的 是 纯 策 略 , 即 玩家 i 的 策略 直接 取 自 其 策略 集 6;. 但 如 果 他 以 概率 p; 取 
策略 7 e Si, 这 里 D5 = 1, 这 种 策略 就 称 为 混合 策略 . 我 们 用 Sy 表示 玩家 i 的 混合 策 
略 集 . 在 混合 策略 下 ， 我 们 用 收益 的 期 望 值 代替 实际 收益 , 即 玩家 i 的 收益 为 


DD ph | 和 


jn=1 


定理 12.3.1 对 于 有 限 博弈 (n < 0, ki < co， 1 一 Ls pe ;外 汉 如 果 允 许 混 合 博 弃 ， 则 
至 少 存在 一 个 纳什 均衡 点 . 
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例 12.3.3 考虑 例 12.3.2 中 的 “石头 -剪刀 - 布 ”游戏 . 容易 算出 
E! = plp2(1) + plp2(—1) + pip?(—1) + p3p3(1) + p3p1(1) 十 p3pD2( 一 1). 


为 取 极 值 , 令 


0 0 Ob ft B36 
dpil™ .hopal Op 
解 得 
p1 = p2 = p8. 
考察 Eo, 同 理 可 得 
71 =p3 = D3. 


即 , 双方 均 用 相等 概率 (1/3) 选 “ 石 尖 ”、“ 剪 刀 ”、“ 布 ”中 的 一 个 . 容易 验证 , 这 的 确 是 纳 
什 均 衡 点 . 口 


12.4” 合 作 博 弈 


我 们 只 考虑 收益 可 分 配 的 (transferable utility) 合作 博弈. 

定义 12.4.1 ”一 个 合作 博 弃 G 可 由 一 个 有 序 对 表示 : G = (N,v). 这 里 

(1) N:= {p1,.… 通路 ee {b> ,n} 代表 nN 个 玩家 . 

和 的 任 一 子 集 5 CN 称 为 一 个 联盟 . 5S = 儿 称 为 空 联盟 , S = N 称 为 大 联盟 . 
(2)v :2N 一 到 称 为 特征 函数 , 规定 v(@) = 0, v(5) 表示 联盟 5 的 价值 . 
通常 对 特征 函数 v 还 要 求 它 满足 超 加 性 , 即 设 R,T € 2N, RNAT = 2 则 


v(R)+v(T) < v(RUT). (12.4.1) 


超 加 性 表明 合作 可 能 有 利 可 图 . 如 果 对 所 有 的 R,T e 2N, RNAT= 6 均 有 


v(R)+v(T)=v(RUT), VvRE2N. 


这 种 博弈 称 为 零 和 博弈 . 对 合作 博弈 而 言 , 零 和 博弈 是 平凡 的 , 没有 合作 价值 . 

下 面 给 一 个 例子 . 

例 12.4.1 (传输 问题 ) 图 12.4.1 中 PP 为 电厂 , 1, 2, 3 为 三 个 村 子 .. 边 上 的 数字 为 距 
离 (或 铺设 输电 线 花 费 ). 现在 如 果 1, 2 单独 铺设 电线 , 则 需 100 + 140 = 240, 如 果 合 作 ， 
则 只 要 100 十 50 = 150. 于 是 , 合作 的 价值 : v({1,2}) = 90. 类 此 可 得 特征 函数 如 表 12.4.1. 


口 
定义 12.4.2 ”给 定 一 个 合作 博 弃 G = (Wu). 
(1) ze R" 称 为 一 个 分 配 , 如 果 
i> UM mn (12.4.2) 


一 EE 
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12.4.1 ”传输 网 络 


(2) 
N 
Dzi=v(N). (12.4.3) 


(N,v) 的 分 配 集合 记 作 I(v). 
设 N = {,2,… ,n}, S € 2N. 为 了 使 用 矩阵 方法 , 我 们 给 所 有 的 5 一 个 向 量 表示 . 
记 z3 € A3 为 5 的 向 量 表示 , 这 里 


0}, iE€S, 
ee (12.4.4) 
62， 其 他 . 


在 不 会 有 混淆 的 情况 下 , 我 们 定义 (用 同一 记号 ) 
£3 = KS. (12.4.5) 
在 向 量 形式 下 , 我 们 可 以 将 2N 中 的 元 素 排 个 序 . 记 


A 


利用 这 个 顺序 , 我 们 可 以 定义 特征 函数 的 向 量 形式 . 


定义 12.4.3 ”特征 函数 v 的 向 量 形式 定义 为 
Cu := [v(S1) v(S2) .… v(S2n)] € R?. (12.4.6) 


利用 式 (12.4.6), 显然 有 
v(S) 三 Cuz53. (12.4.7) 


例 12.4.2 回顾 例 12.4.1, 那里 


S1=111, 52=110, S38=101, 54=100, 
5 =011 S86=010,87=001, 98=000.% 


0， 其 他 . 


于 是 有 
(i [220 90 100 0 12000 0] 
口 
定义 12.4.4 (N,v) 称 为 无 偏 博弈 , 如 果 存 在 一 个 联盟 儿 关 TE 2N, 使 得 
> + 
v(S) := ur(S) = | (12.4.8) 


定理 12.4.1 [5 设 N = {1,2,… ,n}, 其 上 的 特征 函数 集合 ， 记 为 GN, 是 一 个 
27 一 1 维 的 线性 空间 , 其 一 组 基底 为 无 偏 博弈 集合 


{ur|lg#Te2"}. 


具体 地 说 , 设 vE GN, 那么 


v= >》， krur, (12.4.9) 
Te2N\g 
这 里 
pr = 5 (-1)(TI-IsDy(s). (12.4.10) 
SCT 


例 12.4.3 设 N = {1,2}. 
Si=11, 3=10, $3=01, $4=00. 
由 式 (12.4.8) 可 知 


Us (Si) = 1, vs(S3) =0, ws (Sa)=0; usi(S4) = 0, 
Usa(S1) = 1, uss (SY, sa(S3) = 0, ws(S4) =0, 
uss(S1) = 1, Uss(S2) = 0, uss(S3) 三 1， usa(S4) = 0, 


下 下 人 1 人 人 人 1 


利用 式 (12.4.9) 可 得 


v= /SiSi + Ws,s,s + HssUss, 


这 里 jws, 可 由 式 (12.4.10) 算得 


ps = > (0D45-IsDu(S) = (51) ~ v($2) 一 5(S9)， 


SCS1 
1ss = 5 (-D05I-1sDu(S) =v(52), 
SCS2 
Lss = > (一 1)4ssl-15Dw(5) 一 0(53). 
SCSs 
因此 , 有 
v= [v51)—v(S2)—v(S3)] ws +v(S2)us, + v(S3)us;,. (12.4.11) 
口 
由 例 12.4.3 可 以 看 出 , 式 (12.4.9) 和 式 (12.4.10) 在 使 用 上 并 不 方便 , 我 们 希望 把 它 
表示 为 方便 的 矩阵 形式 . 
为 方便 计 , 对 空 集 也 形式 地 定义 无 偏 博弈 
ly 9 = 
ug(S) 一 
0， 其 他 . 
相应 地 
Lg = 0. 
于 是 式 (12.4.9) 可 形式 地 写成 
v= > prur. (12.4.12) 
TEe2N 


下 面 考虑 vr 的 向 量 形式 . 当 |N| = 1, |N| = 2, |N| = 3 时 , wr 分 别 列 于 表 12.4.2~ 
表 12.4.4 中 . 


表 12.4.2 |N|=1 时 的 wr 


表 12.4.3 |N|=2 时 的 wr 


表 12.4.4 |N|=3 时 的 wz 


定义 


| | 罗 (12.4.13) 


这 里 5; € 2, |N| = n, 且 Cus, 为 ws, 的 向 量 形式 . 那么 Un €E M2nx2n. 表 12.4.2~ 
表 12.4.4 反映 了 忆 ,, n = 1,2,3, 称 忌 , 为 n 阶 无 偏 矩阵 . 
由 表 12.4.2~~ 表 12.4.4 不 难看 出 如 下 结论 . 


命题 12.4.1 无 偏 矩 阵 可 以 递 推 计算 如 下 


10 
Dn = 


(12.4.14) 
Ux 0 
Uk+1 = 7 有 三 2,3……. 


Ui Uk 
给 定 ve GN, 记 它 的 向 量 形式 为 


Ov = Uy he v2n ) . 


We Eee 


a i A Ws Bt 0 0 8 8 eo alle aN so so ate en i es 
设 
2 
和 >》 pius 》 
1=1 
这 里 总 假定 Wan = 0. 那么 我 们 有 
Ch 一 (1 7 Li2n ) Wf (12.4.15) 


另外 U1! 可 计算 如 下 


(12.4.16) 
pe We ee = 
k++1 Dz U-! 》 > 
要 看 这 些 表 达 式 有 多 方便 , 回 到 例 12.4.3. 
例 12.4.4 回顾 例 12.4.3. 那里 n= 2, 利用 式 (12.4.15) 可 知 
(v(S1) v(S2) v(53) 0) = (Hi Ha 13 14) U2. 
因此 
(11 Hpa Ha Ha) = (v(S1) v(S2) v(53) 0) U2! 
I “000 
= Cos) oS2) v(S3) 0) | 1 0 
机 二 天 过 
= (v(S1) 一 v(52) —v(S3) v(S2) v(S3) 0) . 
口 


最 后 , 我 们 介绍 Shapley 值 , 它 是 一 种 特殊 的 分 配 . 先 从 一 种 自然 的 分 配方 式 入 手 , 令 


z1 = v({1}, 
x2 = v({1,2}) —v({1}), 
v({1,2;3}) = v({1, 2}), 


si 
[9 
ll 


Zn = v({1,2,.… ,n}) — wv({1,2,.… ,nC— 1}), 


这 种 分 配 看 似 自 然 , 但 它 依 赖 于 元 素 i e NN 的 顺序 . 令 o € S 为 一 排列 . 那么 在 o(i) 顺 


oe 


序 下 , 我 们 有 另 一 个 分 配 


z1 = v({o (1)}, 
m2 = Vv({o 1(1),0 "(2)}) —w({0o (1)}), 
zs = v({o (Do (2),0 (3)}) —v({o (Do (2)}), 


zn = v({0 (Go (2 ,0 WD) -vo({o (Da 2), ,0 (nC— 1)}). 


对 每 一 个 ce S。 记 
Se odd}: 
对 于 排列 S。 做 平均 , 则 得 


i = So [ol(Si UL {i) —v(S5)], i=1.,n. (12.4.17) 
ES 
A) (12.4.18) 
pi(v) > v({i}). 
因此 ， 吧 :一 (pl (v), gp2(v), ~ , pn(v)) 二 T(v) 是 一 个 分 配 . 
下 面 我 们 将 式 (12.4.17) 右边 的 项 依 Se N\i 分 类 , 记 
92 := {cs Sn|Ss = 
注意 在 Si 中 元 素 顺序 不 影响 pi 的 定义 . 同时 由 于 
les|=|Sll(n—1-15)! 
我 们 有 
oilo) = 二 fv (SU{i)) -vo(5o)] 
SEN\{i} cees 
= 7 es (12.4.19) 
SEN\{i} 
笋 放生 了 eR 
定义 12.4.5 


es (p1, Pp2,** , Pn) E I(v) 
称 为 Shapley 值 . 
定义 12.4.6 设 (Wu) 为 一 合作 博弈 , 卫 Ee 2N. 工 称 为 v 的 一 个 支柱 (carrier), 如 果 


v(S)=v(SNT), VSIE 27. 


命题 12.4.2 [50] (1) 如 果 了 是 支柱 ,TC W CN, 那么 W 也 是 支柱 . 
(2) 如 果 工 是 支柱 , i YT, 那么 


v(SU{i})=v(S), VS € 2， 
这 时 ;i 称 为 哑 元 . 
定义 12.4.7 [59 考虑 (N,v) 和 一 个 (分 配 ) 映射 
pv) = (P12), pa(v), +- ,Yn(v)). 


以 下 为 三 个 分 配 公 理 : 
(1) (有 效 公理 ) 对 vw 的 任 一 支柱 了, 有 


》 Wo) = (7); (12.4.20) 
iET 
(2) (对 称 公理 ) 设 有 一 排列 o € S, 使 得 
v(o(S))=0(5), VS €2N, (12.4.21) 
那么 
Wua) 三 WwW)， VieN; (12.4.22) 


(3) (可 加 公理 ) 设 v,w 为 N 上 的 两 个 特征 函数 , 那么 
pi(v+w) = pv) + whi(w), vieN. (12.4.23) 
定理 12.4.2 [59 定义 于 式 (12.4.19) 的 Shapley 值 是 唯一 满足 三 个 公理 的 分 配 . 
下 面 给 出 一 个 计算 Shapley 值 的 矩阵 公式 [eg . 记 
v(SU {i}) — wv(S) 
= [of of (ob oS op (0) sll 0] 
三 Co [Wo zs (人 全 +- ?12 = Wha] (0) me we vt | 
eA [Wia,2ey (Tae a za| , (12.4.24) 
定义 
|62x| := 13|， 
这 里 zs = 本 ,. 以 下 引 理由 直接 验证 可 得 . 
引 理 12.4.1 构造 一 个 序列 的 列 向 量 如 下 
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这 里 1 二 加 . 记 级 为 &k 的 第 i 个 分 量 , 那么 
t 


02 = (12.4.25) 
利用 b1, 我 们 构造 列 向 量 办 E R2” 如 下 
让 二 (QLD) (12.4.26) 


利用 式 (12.4.24)、 式 (12.4.26), 式 (12.4.19) 可 以 写成 


2n—1 


1 1 
pi(v) = nC > TA_1 Wl2,2i-1] (a) Bs i=1,-.. ,Nn. (12.4.27) 
j=1 
注意 到 
Wi2,2i-1] = 0o2; [1 人 ie 1 2 ; 
因此 
Ca 0 0 
1 0 过 (的 ) 0 
Wl2,2i-1] Ea = 1 
0 1 及 计 二 (ed 
一 一 一 一 一 一 一 
2 一 1 


下 面 构造 矩阵 下 所 Mon xon-i 如 下 


Ls 


Woz ()] @ 1 
[ ] 


| 
一 
| 
RS 
SY 
cy 
1 = 
Me 
[=] 


k : 
Wl2,2i-1] [Cj 0 一 Goal 人 


下 面 将 7 (mn_1 的 简写 ) 分 成 k 个 同样 大 小 的 块 , 即 


Us 
2 
a ) Ms 
根据 T; 的 结构 , 不 难看 出 
2n—1 


sl 


> 


总 结 以 上 讨论 , 可 以 得 到 如 下 定理 . 


; 
7 _1 Wl2,2i-1] (8) 69n1 三 


nn—1 
A 


定理 12.4.3 (N,v) 的 Shapley 值 (这 里 |N| =n) 可 计算 如 下 


Con = p(v), 


这 里 写 € Mzonxn 定义 为 


714 

一 m4 

3 nn 

ye fn - 吐 | | =-- 吧 
n\n m3 7 

38 | 

nn 

一 只 

例 12.4.5 (1)n=2 
a=|] ol ; 


(12.4.28) 


(12.4.29) 
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ic vr rrr ee ek 


=3 


(2)n 


(3) n= 


[32212110]; 


£3 


[e2262666]; 


ey 


=26 6 


一 2 
-26 一 2 6 


26 


G0 6 
2 (2 56 
Zuk2 =6..2 
66 =2 

2 =6 2 "2 
6 =2 6 =2 
6 -2-2 6 
6 一 6 一 6 

-6 2 2 2 
=6, 356.7=6° =6 
-2—26 6 
=6 =6 6 =6 
-0606-0=6 6 
-6 二 6 =6 =6 


玩家 忆 卖 马 . 到 准备 最 多 花 90 元 买 马 , PP 准备 最 多 花 100 元 买 马 . 


例 12.4.6 


(1) 计算 wv: 不 难 算出 v({1,2,3}) = 100, v({1,2}) = 90, v({1,3}) = 100, vw({2,3}) = 
0, v({1}) = 0, v({2}) = 0, v({3}) = 0, v({2}) = 0. 因此 


,= [100 90 10000000|- 


(2) 计算 Shapley 值 : 
oo) = 0,53 = |65 15 20| . 


此 值 与 文献 [38] 中 直接 计算 的 结果 一 致 . 口 


12.5 ”网 络 演化 博弈 


所 谓 演 化 博弈 是 指 一 种 博弈 , 它 重 复 多 次 ( 含 无 数 次 ), 而 玩家 可 根据 以 前 的 经 验 来 决 
定 下 一 次 博弈 的 策略 . 


定义 12.5.1 一 个 网 络 演化 博弈 , 记 作 (( ,万 ),G, IT), 由 三 部 分 组 成 : 

(1) 网 络 图 (N, 五 ), 其 中 = {1,… ,n} 为 n 个 玩家 ; 

(2) 基本 演化 博弈 G, 设 (i,j) EB 那么 ,i 同 j 玩 游戏 G; 

(3) 依赖 于 局 部 信息 的 策略 更 新 规则 . 

下 面 对 这 三 个 因素 做 一 点 说 明 : 

(1) 网 络 图 : 网 络 图 通常 是 一 个 无 向 图 , 如 果 是 一 个 有 向 图 , 那么 (7) e EB 就 表明 在 
二 人 博弈 中 , i 是 已 ,7 是 已 . 显然 , 当 基 本 演化 博弈 对 称 时 不 需要 有 向 图 . 

我 们 定义 i 的 7 邻 域 , 记 作 UU.(i). 7 e U.(i), 当 且 仅 当 存在 一 条 连接 i 与 j 的 路 径 ， 
其 长 度 不 超过 7. (此 时 不 管 每 条 边 的 方向 , 即 把 有 向 图 当 无 向 图 处 理 .) 当 7 = 1 时 下 标 可 
省 去 , 即 1(i) =: U(2). 另外 , 依 定义 , i € Ui.(i), Yr > 1. 

(2) 基本 演化 博弈 : 基本 演化 博弈 G 是 一 个 二 人 博弈 , Si = 52 := {1,:… ,k}. 如 果 基 
本 演化 博弈 不 对 称 , 则 相应 网 络 图 必须 是 有 向 的 . 

(3) 策略 更 新 规则 : 每 个 玩家 根据 当前 邻 域 玩家 的 策略 与 收益 决定 自己 下 一 步 的 策略 . 
如 果 用 zi 表示 第 i 个 玩家 的 策略 , 则 有 


zi(t +1) = fi({z(t), c(i EVO i= ,n. (12.5.1) 


注意 到 cj( 只 由 {zk( 四 |k Ee U(7)} 决定 , 而 如 果 j € U(i), 且 k EU(j), 则 k€ U2(2). 
因此 式 (12.5.1) 可 写 为 


zi(t+1) = fi({z;(t))7 € O20)}), t= 1 ;nn. (12.5.2) 


显然 , 如 果 式 (12.5.2) 定 了 , 则 整个 网 络 博弈 的 演化 , 或 者 说 形势 的 演化 , 也 就 确定 了 . 
此 , 我 们 将 式 (12.5.2) 称 为 基本 演化 方程 . 

一 个 基本 演化 博弈 主要 由 两 个 因素 决定 : (1) 策略 数 k; (2) 对 称 不 对 称 ? 依 此 , 我 们 
将 基本 演化 博弈 分 类 如 下 : 


人 号 人 
(1) S-k: 有 大 个 可 能 策略 的 对 称 博弈 ; 
(2) 4-k: 有 上 个 可 能 策略 的 非 对 称 博弈 . 
下 面 的 例子 中 收集 一 些 常 见 的 博弈 , 参见 文献 [100, 105, 48]. 


例 12.5.1 考虑 3 种 最 简单 的 形式 . 
(1) 5-2: 支付 双 和 矩阵 见 表 12.5.1. 


表 12.5.1 5S-2 博弈 


它 包括 了 许多 熟知 的 博弈 , 例如 : 

@ 当 2R > T+ 5 > 2P 时, 它 是 囚徒 困境 ; 

回 当 RR=b 一 c,S=b--c,T=b,P=0, 且 2b>c>4b>0 时, 它 是 铲 雪 博弈 ; 
@ 当 R=#(v 一 0), $=vw,T=0,P=, 且 v<c 时 , 它 是 雇 铅 博弈. 

(2) 4-2: 支付 双 矩 阵 见 表 12.5.2. 


表 12.5.2 ”4-2 博弈 


它 也 包括 了 许多 熟知 的 博弈 , 例如: 

@@ 当 4= 万 =o 了 =G=C= 也 = 玉 = 玉 =0, 且 a>D>0 时 , 它 是 性 别 游戏 ; 

回 当 >A4>0C=D>B>0>F, 且 G= 五 =0 时, 它 是 智 猪 博弈 ; 

@ 当 A=b,B=-b,0=b,D=-bE=c,F=-c,G=a,H=-a, 有 8 
a >b>c>0 时, 它 是 伸 斯 麦 海 战 ; 

@ 当 A=D=Ff=G-a,B=C= 忆 = 五 =a, 且 a 关 0 时, 它 是 对 硬币 游戏 
(game of matching the pennies). 


(3) 5-3: 支付 双 和 矩阵 见 表 12.5.3. 


表 12.5.3” 5-3 博弈 


| 


(G, H) 
(I, D 


Eee Eee Eee Eee -~ - 
一 一 


它 包 括 的 一 些 博弈 的 例子 如 下 : 
@O 当 4=F=I=0,B=E=G=a,C=D= 及 = -a, 且 a 关 0 时 , 它 是 石头 -前 


刀 - 布 ; 
OR=0 A=DF= i Hod 0 = eo nS 
d > c 时 , 它 是 B-K 游戏 (Benoit-Krishna game). 口 


下 面 的 例子 介绍 几 个 常用 的 策略 更 新 规则 . 


例 12.5.2 几 类 常用 的 策略 更 新 规则 : 
(1) 无 条 件 模 仿 (UDI93: 玩家 i 在 t+1 时 刻 的 策略 zi(t 十 1) 取 其 邻 域 中 在 t 时 刻 收 
益 最 佳 者 策略 , 即 如 果 


了 一 argmaxjier(i)cj(z(t))， (12.5.3) 


则 


当 在 邻 域 中 收益 最 佳 者 不 唯一 , 例如 


argmaxyjev(i)ci(z(t)) :一 区 (12.5.5) 
我 们 有 以 下 两 种 选择 : 
G@ 无 条 件 模仿 -1 (UI-1): 固定 顺序 
7” = min{y|k € argmaxjev(i)ci(2(t))}. (12.5.6) 
这 种 方法 导出 确定 型 k- 值 逻辑 动态 系统 . 
@ 无 条 件 模 仿 -2 (UI-2): 以 等 概率 任 选 一 位 最 优 者 , 即 
zi(t 十 1) = zjs(t)， 上 且 概率 pi = >, ph (L257) 
这 种 方法 导出 概率 型 上 - 值 逻辑 动态 系统 . 
(2) Fermi 规则 (FEM)Bl0 19: 随机 取 一 邻居 j e U(i)， 比较 cj(t) 与 ci(t) 以 决定 
zil(t 未 1) 如 下 
ai 您 信和 和 (12.5.8) 
zi(t)， 依 概率 1 一 Pt 
这 里 pi 根据 如 下 Fermi 函数 值 确定 


1 


PT T+exp(—p(e(t) — eit))) 
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参数 值 /. > 0 可 任意 确定 . 例如 , 取 几 = co, 那么 


. 1, “©(t) > c(t); 
t = 
0, cj(t) < ci(t). 
这 种 方法 导出 概率 型 k- 值 逻辑 动态 系统 . 
(3) 近视 最 佳 反 映 调 节 (Myopic Best Response Adjustment Rule (MBRA))Dl18]: 
如 果 


ci (Ti = 2, 7; = 27(t), j E UN\{i}) = max ci (Ti = 2, 2 = £3(t), 7 €E U(\{i)), 


(12.5.9) 
则 选 
EA (L225:10) 
当 最 佳 策 略 不 唯一 时 , 即 
a (12.5.11) 
则 有 以 下 两 种 选择 : 
@ 第 一 MBRA (MBRA-1): 固定 顺序 
vilt+1)= min{r; € 9 上 上 (i0512) 
这 种 方法 导出 确定 型 - 值 逻辑 动态 系统 . 
@ 第 二 MBRA (MBRA-2): 以 等 概率 任 选 一 位 最 优 者 , 即 
zi(t 十 1) = z(t)， 且 概 率 pj, = 2 天 三 了 ST (12.5.13) 
这 种 方法 导出 概率 型 上 - 值 逻辑 动态 系统 . 国 


下 面 讨 论 如 何 得 到 基本 演化 方程 . 它 实 际 上 来 自 一 个 简单 的 比较 算法 , 我 们 通过 具 例 
子 来 说 明 . 

例 12.5.3 考虑 一 个 网 络 演化 博弈 , 其 网 络 图 为 一 五 元 环 路 Cs. 基本 网 络 博弈 为 
5-2, 参数 满足 R = 5 = -17=2, 忆 =0( 铲 雪 博 弈 ). 策略 更 新 规则 为 无 条 件 模 仿 -1 
(ULI); 

注意 , 每 个 节点 的 收益 是 其 与 邻居 博弈 收益 的 平均 值 , 即 


ci(t) = D1 2 cij(t), ieEN. (12.5.14) 


那么 , 基本 演化 方程 可 由 收益 表 得 到 , 见 表 12.5.4. 


表 12.5.4 收益 一 动态 模型 ( 例 12.5.3) 


Profile | 11111 | 11112 | ‘L4121 于 122 | 11211 | 11212 | 1122 | 11222 


Be 0 
< 必要 蜂 基本: 二 铅 睹 曾 二 二 后 村 放 1 
oi | 1 | | 
所 
Profle 12222 
Fai 3.13 | at a ds 
| 1 
i | I 1 
| | 

Es Se 


Profllel 21111 | 21112 [21124 | 21122 | "21211 | 21212" 21221 "| 21222 


6 | 1 

| | a 

| 

| 1 | 

6 下 0 

fi 3 2 

利用 向 量 表示 : 1 ~ 及 和 2 ~ 妈 , f 可 由 其 代数 形式 表示 为 
zi(t+1)= Myzi_2Ti_1TiTit1Tit2, i= 1,2,3,4,5, (12.5.15) 
这 里 
MP=,6 [D2 2 9 2 0 222 

1 2 2 和] (12.5.16) 
注意 , 这 里 我 们 使 用 了 mod (5) 的 记号 , 即 zo = z5, z_1 = za 等 . 口 


有 了 每 一 个 玩家 的 策略 演化 方程 , 要 得 到 网 络 整体 的 形势 演化 方程 , 是 一 个 标准 过 
程 . 可 见 附录 ( 见 定理 A.3.2). 得 到 确定 型 或 概率 型 的 太 值 逻辑 动态 系统 后 , 研究 六 值 逻 
辑 动态 系统 的 方法 就 都 能 用 上 了 [eal. 

关于 网 络 演化 博弈 的 进一步 讨论 可 见 文献 [65]. 


12.6 ”注释 与 参考 


图 论 至 今 仍 是 一 个 十 分 活跃 的 分 支 , 它 在 解决 几何 、 数 论 、 运 筹 学 和 优化 等 领域 中 
的 各 种 组 合 问 题 中 起 着 重要 作用 . 特别 是 在 社会 网 络 化 的 今天 , 图 论 成 为 网 络 和 网 络 化 系 
统 及 其 控制 研究 的 一 个 有 力 工具 . 

Lajos P6sa (1947- ) 是 一 位 数学 天 才 , 他 在 十 几 岁 时 就 发 现 了 P6sa 定理 . 大 学 开始 ， 
他 就 参与 中 学 教学 . 获 博士 学 位 后 , 尽管 在 数学 研究 中 成 果 突 出 , 他 却 决 心 不 再 从 事 研究 
而 投入 数学 教育 . 他 的 一 位 老师 和 合作 者 为 此 深 感 遗憾 , 说 :“P6sa is dead.” 他 后 来 因 发 
现 和 培育 有 数学 天 赋 的 学 生 而 著名 . 

超 图 是 图 的 一 个 自然 拓展 , 是 一 个 很 年 轻 的 离散 数学 分 支 , 它 在 信息 科学 中 有 重要 应 
用 . 文献 [49] 及 [2] 是 这 方面 较 好 的 参考 书 . 

拟 阵 理论 建立 在 图 论 和 甜 阵 理论 的 基础 上 , 它 同 时 推广 了 图 和 和 矩阵 的 概念 , 成 为 研究 
图 和 超 图 的 一 个 有 效 工具 . 详细 讨论 可 见 文献 [24]. 

博弈 论 是 近年 最 活跃 的 学 科 领 域 之 一 , 它 不 仅 在 经 济 学 、 生 物 学 、 军 事 对抗 等 许多 
学 科 中 起 着 重大 作用 , 而 且 也 为 社会 学 中 的 许多 问题 提供 解决 之 道 , 成 为 跨 学 科 、 跨 领域 
的 一 个 新 的 、 极 富生 命 力 的 新 的 数学 分 支 . 它 可 能 会 影响 整个 人 类 社会 的 发 展 , 对 它 怎么 
估计 都 不 过 份 . 基于 博弈 的 控制 理论 也 越 来 越 受 到 重视 , 它 可 能 是 控制 理论 的 一 个 新 的 重 
要 发 展 方向 . 


12.7 “习题 


12.1 证 明 : 一 个 简单 图 有 个 节点 ,个 连通 块 , 则 它 的 边 数 m 满足 
(n—k)(n—k+1) 
OT. 


n—k<m< 
12.2 证 明 : 一 个 有 奇数 个 节点 的 图 不 可 能 是 哈密 顿 图 . 
12.3 证 明定 理 12.1.4. 
12.4 考虑 例 12.2.1 中 的 超 图 , 给 出 它 的 对 偶 超 图 . 
12.5 设 吉 三 和 …, 讨 , nS>720, 


T={2€2*||Z|<r}. 


证 明 (X,Z) 是 一 个 拟 阵 . 
12.6 考虑 一 个 两 人 博弈. 
(1) 支付 双 和 矩阵 见 表 12.5.1, 问 何 时 有 ( 纯 策 略 ) 纳什 均衡 , 何 时 没有 ? 
(2) 支付 双 和 矩阵 见 表 12.5.2, 问 何 时 有 ( 纯 策略 ) 纳什 均衡 , 何 时 没有 ? 
12.7 考虑 例 12.5.3 中 的 网 络 演 化 博弈 . 给 出 其 网 络 整体 的 形势 演化 方程 . 
12.8 考虑 例 12.5.3 中 的 网 络 演化 博弈 . 如 果 将 其 网 络 图 改 为 一 五 元 路 径 态 : 
(1) 给 出 其 各 节点 策略 演化 方程 ; | 
(2) 给 出 其 网 络 的 形势 演化 方程 . 
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和 矩 阵 的 半 张 量 积 


本 附录 介绍 一 种 新 的 矩阵 乘法 , 称 为 矩阵 的 半 张 量 积 . 它 是 矩阵 普通 乘法 的 推广 . 当 
4 的 列 数 与 B 的 行 数 相等 时 , 它 与 普通 矩阵 乘法 AB 一 致 , 而 当 4 的 行 数 是 B 的 列 数 的 
倍数 或 因数 时 , 它 也 有 定义 . 这 种 推广 有 广泛 的 实用 背景 . 更 详细 的 内 容 可 参考 文献 [12]. 


A.1 定义 与 基本 性 质 


定义 A.1.1 (1) 设 XX 为 一 np 维 行 向 量 , 了 为 一 p 维 列 向 量 . 将 XX 分 成 p 等 分 
XX1,…… ,XX?, 这 里 Xi 为 1 Xn 行 向 量 . 定义 天 的 左 半 张 量 积 ( 记 作 x ) 为 
XxY= VY Xiy ERn， 
i=1 


(A.1.1) 
YT x XT = Yi(xXi)T eR". 
2==1 


(2) 设 AEMmxn, BE Mpxg. 如 果 n 是 p 的 因子 , 即 nt=p, 记 作 A<:B, 或 p 是 
n 的 因子 , 即 n 二 pt, 记 作 A >t B, 那么 4 和 忆 的 左 半 张 量 积 , 记 作 C 二 Ak B, 定义 
如 下 : 乘积 C 由 mm xg 块 组 成 , 即 CO 二 (CI), 其 中 , 每 块 定义 为 


0 = .AMD 
这 里 Ai 是 4 的 第 i 行 , B; 是 B 的 第 j 列 . 
因 本 书 只 涉及 到 左 半 张 量 积 , 故 以 下 将 “ 左 ” 省 略 . 


例 A.1.1 (1) 设 X= [1 23 -1|,Y= 站 2 


XxYs labt la -2 1 ol. 


(3 4) (—3 一 5) 3 4 一 3 一 5 
AxB= |(47)(-5—8)| = |47 —5 —8|. 
(5 2 A | 
口 
注 、 当 n= 二 p 时 , 显然 半 张 量 积 与 普通 矩阵 磁 积 一 致 . 因此 , 半 张 量 积 是 普通 矩阵 乘 
积 的 推广 . 为 方便 计 , 不 妨 略 去 X. 
定义 A.1.1 要 求 两 矩阵 满足 倍 维 数 条 件 , 这 是 目前 应 用 最 广 的 一 类 情况 . 但 实际 上 ， 
和 矩阵 半 张 量 积 可 以 对 任意 两 个 矩阵 定义 如 下 . 
定义 A.1.2 设 AeE Mmxn, BEMpxg. 记 t = lcm(n,p) 为 和 的 最 小 公信 和 数 , 则 定 
义 其 ( 左 ) 半 张 量 积 为 
二 (4@ Teyn) (B ® Teyp) (A.1.2) 
容易 验证 , 定义 A.1.2 是 定义 A.1.1 的 推广 . 
下 面 给 出 一 些 半 张 量 积 的 基本 性 质 . 


命题 A.1.1 半 张 量 积 满足 : 


(1) (分 配 律 ) 
Ax(aB+BC)=aAxB+BAxkC; (A.1.3) 
(aB+BC)x A=aBx A+BCx A, wpeR. 
(2) (结合 律 ) 
Ax(BxC)=(AxB)xC; 
CO BO (A.1.4) 
(BxC)xA=Bwx (Cwx A). 
命题 A.1.2 设 Ae Mxg, BE Mmxn. 如 果 g 二 km, 那么 
Ax B= A(B®I); (A.1.5) 
如 果 kg = m, 那么 
AxB=(A®)B. (A.1.6) 
命题 A.1.3 设 4, B 有 合适 维 数 , 使 Ak BB 有 定义 , 则 
(AKB) T= Br AT. (A.1.7) 


如 果 4 及 还 是 可 逆 阵 , 那么 
(A x B) -r=B 1!wx A!. (A.1.8) 


命题 A.1.4 给 定 A € Mmnxn: 
(1) 令 ZE RR 为 一 行 向 量 , 那么 


AxZ=2Z rx (1® A); (A.1.9) 
(2) 令 Ge 了 :为 一 列 向 量 , 那么 
2QGK4=( 人 Q@4)x2. (A.1.10) 


不 管 & e R" 是 一 行 向 量 或 列 向 量 , 那么 & x .… x & 总 有 定义 . 因此 , 记 
Wp 


k 


Ek :=EK:.. KE. 


k 


下 面 定 义 换 位 矩阵 . 换 位 矩阵 Wimn] 是 一 个 mm x mm 矩阵, 它 依 下 面 的 步骤 构 
成 : 将 其 列 用 (1, J) = (11,12,… ,1n,… ,m1l,m2,… ,mn) 标注 , 并 将 其 行 用 (i, 7) = 
(11,21,… ,ml1,… ,1n, 2n,.… ,mmn) 标注 . 那么 , 它 在 位 置 [(i, ;7), (7, 7)] 处 的 值 为 
E . 和 


Wj),(1D) = 6 = AT DL) 


0， 其 他 . 


当 mMm 三 nN 时 ， 我 们 将 Wn,n] 简 记 为 Win]: 
例 A.1.2 设 m=2 及 n= 3, 那么 切换 阵 机 oa 可 表示 为 


(11) (12) (13) (21) (22) (23) 
Lo vO ‘QO, “0 OM ny 
On uo "0 OM t= (Gt 
T0700 史 19).. 
Wi (12) 
OO 0 0 A 0 (02Y 
OO mm eg OF Gum i 
On Oo 了 | ED 
下 面 说 明 换 位 矩阵 的 基本 作用 . 
设 AeE Mmxn. 记 VV.(4) 为 4 的 行 展开 , 即 
V-(A) [a1 "0 3 "Om os 
记 VL(4) 为 4 的 列 展开 , 即 
(4) 一 [all :ami 7 a 
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以 下 命题 表明 换 位 矩阵 的 “ 换 位 ”作用 . 
命题 A.1.5 (1) 设 XERm 及 YERR" 为 两 列 向 量 , 则 


Wimn XXxY=YxX, Whm™xYxX=XxY. (A.1.12) 
(2) 设 了 ERm 及 Y ERR" 为 两 行 向 量 , 则 
XxYxWmn=Y XX, YxXxXWhnm=XxY. (A:L.13) 


(3) 设 AE Mmxn, 则 


WimniVr(A)= Ve(A), Win,mVe(A)= V7(4). (A.1.14) 

命题 A.1.6 
Wimn] = Wiin] = Whnsm]: (A.1.15) 

命题 A.1.7 
io = (Wip,r] ® 1a) (1 ® Wha,n]): (A.1.16) 


式 (A.1.16) 两 边 取 转 置 , 即 得 


Wir,pg] = (1 ® Wir,g]) (Wir,g] ® 19): (A.1.17) 


A.2 ”高 维 数组 与 多 线性 运算 


一 个 大 维 数组 指 一 个 具有 上 个 下 标的 数组 . 例如 


D= {dh av lei ny ed (A.2.1) 


是 一 个 大 维 数组 , 它 包含 = I]*_1n; 个 元 素 . 


将 DD 中 元 素 按 字典 序 排 成 一 行 或 一 列 , 其 次 序 记 着 id(ii,…: , 读 ;n1,… ,nk). 这 表 
示 , 先 让 计 从 1 跑 到 nx, 再 让 计 _1 从 1 跑 到 nx_1,…, 最 后 , 让 ij 从 1 跑 到 ni1. 于 是 有 


Mp > [oa 本 12 a rn .es dina -12 人 | * 


实际 上 , 经 典 矩 阵 乘法 只 能 用 于 处 理 一 维和 二 维 数组 的 情况 , 即将 数组 分 别 表 示 成 向 
量 与 矩阵 形式 . 用 经 典 矩 阵 理论 处 理 3 维 或 更 高 维 数组 是 很 困 维 的 . 曾经 有 人 建议 用 立 
体 阵 来 描述 三 维 数组 ?1, 但 该 方法 计算 复杂 . 况且 , k > 3 又 怎么 办 呢 ? 矩阵 半 张 量 积 为 
处 理 高 维 数组 提供 了 一 个 有 力 工具 . 

我 们 考虑 多 线性 映射 的 结构 矩阵 . 


设 全 …… ,Vk 分 别 为 ma … ,nx 维 线性 空间 , W 为 m 维 线性 空间 , p : Vi x:…xV 一 
W 为 一 k 线性 映射 , 即 对 任意 的 1 < i < k 设 Xr € Vr 闫 和 以 及 Xl,X2 € VW 
ci,c2 E 民 有 
p(X1,:** ,Ki_1,c1X} + coX?,... ,Xk) 


cip(X1,:*: ye i) 十 czp( XI a RR): (A.2.2) 
记 {ei,… ,ei,} 为 VW 的 一 个 基底 , {di1,… ,dm} 为 W 的 一 个 基底 , 并 且 


plel,:-. ,et )= cn 2 ee (A.2.3) 


定义 A.2.1 称 m x (ni:……nx) 给 阵 


1 l 
C11:..1 C11.…mk CR 
TT 7 LL 
i 1 0 


为 p 的 结构 矩阵 . 
设 Xi € Vi, Xi = 站 aiei, i = 1,.… ,k. 我 们 用 一 个 向 量 表示 X;, 即 
j=1 


X= i = 7. .$k. 
那么 , p(X1,.… ,Xk) 可 以 用 下 面 给 出 的 公式 计算 


命题 A.2.1 
p(X1,.:: ,Xk) = My x X1 K Xi kK.: Kk Xk. (A.2.5) 
例 A.2.1 R3 中 的 又 乘 定义 为 : 设 久 = zi 22j 十 zak, YY = ii 十 yzj 十 yak, 则 
jk 
YY =det TZ1 7Z2 7Z3 


Vy1 Y2 ys 


于 是 得 到 它 的 结构 矩阵 为 
0 .06050000 
M0 O00 orl. (A.2.6) 
Or OPO O00 0 


设 久 = E 1 -1] ,Y= 12 4 可 则 


2 
XxY=MKxXxY=|3-45| , 
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例 A.2.2 考虑 四 元 数 ( 见 例 7.1.9), 它 的 标准 基底 是 {1, 7, J,K}. 容易 算出 , 它 的 结 
构 和 矩阵 是 
10000-10000 -1000 0 -1 
Ql1 O01 G0 7 9 0 B00 = 
Mo = ? (A.2.7) 
O00 L000 0 0 0 DO 
O002F0°0 .00 0=1 0 0010M0e 


结构 秆 阵 给 出 一 个 计算 四 元 数 逆 元 的 简单 方法 : X = [ab 中 关 0, 我 们 有 


a 一 5 一 c 一 Q 
本 
MM 第 关 a = 
cd a 一 
d—cb a 
现在 和 的 道 满足 
bp (3) 一 Mo Xx (人 (OyO DD) 
i 
bE.:= det(MoX) 
二 a4 十 以 十 cet 十 d 十 2(a2b? 二 a2c2 a2d? + b2c2 ba2 + ce2d2) 
=(02+0+c +d):>0. (A.2.8) 
因此 
1 GQ 
e 0 1 16 
了 1 一 M. ed — ; 
(MaoX) | 
0 6 
其 中 
a —d c 
Q=det|d a Sb avpia(tb Fc Ed2); 
—cb a 
D 一 Q c 
B= le Gm 
bl 
brege 
Y=det |c d -6b| = -ce -elo + +d); 


d—c a 
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pa =—d 
6=—det|c d a|=-d -do t+ +e). 
d 一 c b 


容易 检验 和 -1x 瑟 三 1 口 


A.3 逻辑 动态 系统 


作为 矩阵 半 张 量 积 的 另 一 个 重要 应 用 , 本 节 讨 论 逻 辑 动态 系统 的 分 析 与 控制 63. 实 
际 上 , 矩阵 半 张 量 积 可 以 将 一 个 逻辑 动态 系统 表示 成 一 个 离散 时 间 动 态 系统 的 形式 . 这 与 
卡尔 曼 的 状态 空间 方法 很 类 似 , 它 为 研究 逻辑 动态 系统 的 分 析 与 控制 提供 了 一 个 有 力 的 
工具 . 为 叙述 方便 , 先 给 出 一 些 记号 : 

(De 120 

(2) 吧 := Coli(1%), 即 , 它 是 单位 阵 ,的 第 i 列 ; 

(SAR := Col(l, 

(4) M € Mmxn 称 为 一 个 逻辑 矩阵 , 如 果 Col(M) C Am. m xn 的 膛 辑 矩阵 集合 记 
全 

(5) 设 工 e Lmxn,; 则 

| 


简 记 为 
L=6n {ii2 .. in|. 
(6) 7 二 (71,… ,7k)T €E R* 称 为 一 个 概率 向 量 , 如 果 7; > 0, ;= 1,.… ,k, 并 且 
k 
i == 1 
1 


k 维 概 率 向 量 集合 记 作 次 . 

(7) 如 果 M e Mmxn 且 Col(M) C 7m, 则 称 M 为 一 概率 矩阵 . m x nn 维 概率 矩阵 集 
合 记 必 和 5 二 二 

定义 和 .3.1 设 尺 ED = Doyo 个 映 击 于 [1 Dp 9 De。 记 作 
f(z1,… ,Zn), 称 为 一 个 混合 值 逻 辑 映 射 如 果 局 二 ,ij 二 0,1,… ,n, 则 称 了 为 一 kk 值 
逻辑 函数 . 当 尼 二 2 时 , 2 值 还 辑 函 数 称 为 布尔 函数 . 


在 讨论 逻辑 函数 时 , 我 们 只 关心 Di 的 势力 与 它 的 具体 元 素 无 关 . 例如 , 通常 考虑 布 
尔 函 数 时 , Da = {0, 1}, 考虑 值 逻 辑 函 数 时 , Dk = {0, 1/(k 一 1),2/(k 一 1),… ,1}. 为 使 
用 矩阵 半 张 量 积 , 我 们 将 标量 形式 的 逻辑 变量 转化 为 向 量 形式 . 令 i e Dk 与 六 等 价 , 即 
tm 二 
这 个 等 价 , 使 得 Di ~ Ak. 于 是 , 在 向 量 形式 下 一 个 混合 值 钦 辑 映射 f : [TI Dx, 一 Dho 
就 可 表示 为 f : []?_1 A 一 An. 下 面 这 个 结论 是 基本 的 . 


定理 A.3.1 设 混合 值 逻 辑 映 射 f : [TI ;An 一 Ako, 则 存在 唯一 的 远 辑 矩阵 
My E Lkoxk; 使 得 


jc > Tn) = Ms Xi-1 Ti. (A.3.1) 
这 里 k 三 TE ki. 
下 面 介绍 一 种 新 的 矩阵 乘法 . 
定义 A.3.2 设 AeMmxr, BEMnxr. 4 与 BB 的 Khatri-Rao 乘积 定义 为 


A*B:= [Coli(A) x Col1(B), Cola(A) x Col2(B),::: ,Col.(A) x Col.(B)] € Mmnxr. 
(A.3.2) 


现在 考察 一 个 逻辑 动态 系统 . 利用 向 量 形式 , 有 zi € Ak,, i = 1,… ,n. 假定 演化 规 
则 如 下 
zi(t+1) = f(D Bs = 二 ;72. (A.3.3) 
利用 定理 A.3.1, 式 (A.3.3) 可 表示 为 
和 (A.3.4) 
这 里 Mi € Csxk 2(t) = KE 1zi 人 . 
定理 A.3.2 设 一 逻辑 动态 系统 的 每 个 元 素 的 演化 方程 为 式 (A.3.4), 则 系统 的 演化 
方程 为 
z(t+1)= Mz(t), (A.3.5) 
这 里 
M = Mi * M2*:::.* Mn € Ckxk-: 
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